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IZRAVNAVANJE DIREKTNO MERENIH VELICINA SA
USLOVIMA, NEMERENIM NEPOZNATAMA I PSEUDO
MERENJIMA

Ivan MOLNAR — Novi Sad*

1. UVOD

Do sada se smatralo i zastupalo (npr. u [1]) da najopstiji slu€aj izravnanja
jeste izravnanje po metodi uslovnih merenja sa nepoznatim veli¢inama, tagnije,
izravnanje direktno merenih veli¢ina sa uslovima i nemerenim nepoznatama.
U nastavku, biée ufinjen pokuSaj, da se pomenuti »najopstiji« slutaj izravna-
nja, posredstvom ataSiranih peseudo merenja, dalje uopsti.

Postupak izravnanja koji se u ovom radu predlaZe, u odnosu na konvencio-
nalno izravnanje po metodi uslovnih mrenja, razlikuje se po tome, $to se mere-
nja ostvaruju samo za deo nepoznatih, za preostali deo nepoznatih merenja se
ne vrde. Uslovi se mogu zadovoljiti samo tada, kad se u izravnanje ukljuée i
nemerene nepoznate. Pored toga, nemerene nepoznate (ili jedan njihov deo),
takode, treba da medusobno zadovolje odredene uslove. Zadovoljenje tih uslo-
va, ostvaruje se pomoc¢u pseudo merenja.

2. USLOVNE I PSEUDO JEDNACINE
Neka je ostvareno n direktnih merenja, koja se smatraju o¢ekivanim vred-
nostima sluéajno promenljivih
N> N2+« o5 M
Izravnate vrednosti oéekivanih vrednosti su
| PPD CHRIPS ¥

Neka u uslovnim jednadinama, sem navedenih, figuriSe jo$ i g slu¢ajno pro-
menljivih koje se ne mogu direktno meriti

Els‘iz:-"ags
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Njihove izravnate vrednosti su
XXy X

Opéti oblik r uslovnih jednaéina slu¢ajno promenljivih, odnosno izravnatih
vrednosti, ima sledeéi oblik

Q1(N1s N2+ ++5Nms E1s B2y v v s By = € 1=1,2,000,1 (N
odnosno,
(Pl (Il,Iz,...,In,XI,XJ,...,x- = C| i=1,2,%00r (2)

Ako se prirastaji privremenih vrednosti nepoznatih obeleze sa x, tada
izravnate vrednosti nepoznatih X pretstavljaju zbir privremenih vrednosti i pri-
rastaja,

X=x,+x 3

dok se izravnate vrednosti merenih rezultata dobijaju kao zbir merenih rezul-
tata i popravaka dobijenih iz izravnanja

=L 4w 4)

Pseudo jednaéine se, poput uslovnih jedna¢ina, po potrebi linearizuju i po-
primaju sledeéi izgled
Exx, +Ex,+...+Ex,+0=0 (5
Broj nezavisnih pseudo jednadina m, nalaze se u razmaku 1 < m < 4, tj. m
uzima vrednosti defekta slobodne mreze.
Razvijanjem u red uslovnih i pseudo jednaéina, kao i odgovarajuc¢im sredi-
vanjem, dobija se

a, vy +a,v,+...+a vy, A X FAXF . A X +a=0

bVl-[-sz-}—...—Lb Vn+B|xlFBzxz .-.+Bx‘+b—0
T:V1:|'f:"z+ +fn"u+Rlxl'Lsz2+—--+Rx+1'—0
oy X, +B|. X2 e +Sl x‘+0_0

o X +PX+ ...+ X, +0=0

“sxl‘LBsxz"l“"'i'es X, +0=0

Uslovne i pseudo jednadine, mogu se napisati i na pregledniji natin

BTv+CTx+1=O] (6)
Dx+0=0
gde su
a;a,...2, I|A1A2 A,
BT = |‘B 1 Bae sl
(r,n) (1' g | et |
£y fyouly IRR,... R

Izravnanje se, u nastavku, moZze realizovati na dva natina
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2.1 Izvrienje izravnanja uvodenjem korelata

Prvi nadin reSavanja napred izloZenog zadatka, ostvaruje se uvodenjem
tzv. Lagranzovih multiplikatora. U cilju zadovoljenja uslova minimuma, koefi-
cijente uz vektore priraStaja: popravaka, nepoznatih i korelata, treba izjedna-
¢iti sa nulom. Na osnovu toga dobijamo, iz izravnanja po metodi uslovnih
merenja nam poznate, jednacdine korelata,

v=p-!Bk @)
i sistem linearnih normalnih jednaéina, koji sadrZi (r + g) nepoznatih

BI'B)k+ CT x + | =0
(r,1) r, 1) (r,g) (g 1) 1) (r,1) (8)
C k+D" D x + 0 =0

(80 w1 (gm)(m,g) (1) 1) @D

U matri¢nom obliku, normalne jednaéine glase
l‘ BT* By CF
D™D ||

ili pisanjem na tradicionalan naéin

’ 0 9)

5] +]5

ap—a k, + apb]k.,+...+ ﬂ] Ko Romy ol e b Kol = 0
ably o il 4 br] ko4 Bixy +B,% 4 .. #Byx 40
AP LR _ ; p_____ B S o
a_pr k, + bpr]k.,—!—...+ Fy ke +Ryx; +Ryx, +...4+Rx; +1r =0
A] k.+ B] kb+“‘+ Rl kl’ -’,—[&O’.]X, +[C(ﬂ]x2-{- P -{—[HE]X +0 =0
+
=

Il
o

Ay k + B, ky+... R, k. +[of]x, +[5ﬁ]xz+---+[|3€]“ +0=0
A, k,+ B, ky+...+ R, K, +[oc]x, +[Belx; + ... +[ee]x, + 0 =0

Refenjem normalnih jedna¢ina dobijamo, prirastaje nepoznatih i kore-
late, a zatim iz jednaéina korelata, popravke merenih rezultata.

Racunsku kontrolu ostvarujemo primenom izraza

vipvli= —Kk'l - (10)
Kvadrat srednje greske jedinice teZine iznosi
ug =vipv(r+m—g)-! (11)

Odredimo, u nastavku, matricu koeficijenata teZina izravnatih vrednosti
nepoznatih. Napi§imo iznova normalne jednaéine i uvedimo oznaku (BT p B)=

Nk+4+ CP'x+1=10 (12)
Ck +D™Dx+0=10 (13)

Elimini§imo iz ovog sistema jednaéine korelata. U tom cilju izmnoZimo
(12) a CN7, oduzmimo od (13) i odredimo vektor priraitaja nepoznatih,
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x=—[(CN-*C") + D'D]-*CN-!1 (14)
a zatim iz (12) i vektor korelata
k= —N-1(C"'x+1) (15)

Matricu koeficijenata teZina izravnatih vrednosti nepoznatih, dobijamo
primenom op3teg zakona rasprostiranja greSaka

Q; = [([CN-1C") + D™D]"!(CN-1C")[CN~1CT) + D™D]? (16)
Varijanc-kovarijanc matricu nepoznatih odredujemo pomoéu zavisnosti

K: = {J'tll Q: (17)

2.2 Izvrdenje izravnanja smanjenjem broja mepoznatih

Kad se izravnanje ostvaruje na ovaj naéin, tada iz m pseudo jednaéina
treba izraziti m nepoznatih, posredstvom preostalih (g-m) nepoznatih. Na taj
naéin se, prvobitne uslovne jednaéine koje su sadrzale g nepoznatih, transfor-
midu u r uslovnih jednaéina koje sadrzZe, samo, (g-m) medusobno nezavisnih ne-
poznatih

BT v + ET X + 1 = 0 (18)

(r,n) (n, 1) (r,g—m) (g—m, 1) (r,1) (re1)

(Nadvuéena matrica CT ukazuje na izmenjenost pojedinih elemenata, u odnosu
na elemente, prvobitne matrice CT). Ovom intervencijom zadatak se svodi na,
iz literature nam poznato, izravnanje direktno merenih veli¢ina sa uslovima
i nemerenim nepoznatama.

Ako zadatak reSavamo na ovaj natin, tada se izravnanje ostvaruje u sle-
deéim etapama:

— usvajamo, sa dovoljnom pribliZznos¢u, privremene vrednosti nepoznatih
xﬂ

— uspostavljamo r uslovnih jednaéina, koje proizilaze iz n ostvarenih
merenja,

BTv+Clx+1=0 (19)

kao i matricu teZina merenja p
— obrazujemo, u zavisnosti od defekta mreze, m pseudo jednaéina

Dx+0=0 l1<m<4 (20)
— izrazimo m nepoznatih, iz m pseudo jednaéina, pomoéu preostalih (g-m)

nepoznatih

— dobijene nepoznate, izraZene iz pseudo jednadina, smenjujemo u uslov-
ne jednadine, a zatim ih sredujemo. Transformirane uslovne jednatine sadrze
samo (g-m) nepoznatih

B'v4C'x+1+40 21

— na osnovu transformisanih uslovnih jednaéina, obrazujemo normalne
jednatine. Zatim, odredujemo (g-m) nepoznatih i r korelata
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" N Cr H ' 1
(r,1) (r,g—m) | (r, 1) (r, 1)
=t il 2 = 0 22
[ C O ‘ X * 0 ](r+s—m,1) ( )
| @—m,r) (g—=m, g—m)|||| (g—m,1) (g—m,1)
X = —(CN-*C")-t1CN-!l (23
k=—(C'x+1) (24)

— preostalih m nepoznatih odredujemo iz pseudo jednacina
— popravke merenih rezultata dobijamo iz jednaé¢ina korelata

v=p~1Bk (25)
— rafunamo izravnate vrednosti nepoznatih,
X =X+ X (26)
a zatim i izravnate vrednosti merenih rezultata
I=L+4v (27)
— ratunsku kontrolu ostvarujemo na osnovu relacije
vipv=—kTl (28)

— srednju greSku jedinice teZine ratunamo prema izrazu
wo =v'pv(r—g+m)! (29)

— matricu koeficijenata teZina izravnatih vrednosti nepoznatih, odreduje-
mo primenom opSteg zakona rasprostiranja gre§aka

Q, =S(CN-*Cn)-18T (30)
gde se matricom S izraZava zavisnost vektora x i =
@1 (g-m1
x= 8§ X @31
(g 1) (g,g—m) (g—m, 1)

— varijanc-kovarijanc matricu nepoznatih odredujemo primenom zavisno-
sti

K, = 43 Q, = u} S(CCN-1 C7)~1 87 (32)

3. ZADATAK

Izmereni su, prema sl. 1, uglovi o, a2, a3 i o4, a ostali nemereni uglovi
X1 i xe. Odredimo najverovatnije vrednosti pravaca A, B, C i D. Vrednosti
merenih rezultata i broja girusa iznose:
Lay, = 36°23'21" pa, =1
Lx, = 66°24'30" pa, =2
Loy = 74°53'42" poy =2
Lo, = 104°54" 46" pa, =3
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A

Usvojimo za privremene vrednosti pravaca sledece vrednosti
A, =0°00'00" B, =30°01"10" C,=66°24"30" D, = 104° 54’ 50"
3.1 Ako se izravnanje ostvaruje uvodenjem korelata, tada treba napisati
4 nezavisne ulovne jedna&ine. Odaberimo slede¢u varijantu

oy = — Xp +Xp — Xc + Xp + Iy — Iy = 0

92 = — Xa + Xp + Iy — I, = 0;
o3 = — X¢ + Xp + Iy — Iy = 0;
s = — Xp + X¢ — Iy =0;
l,=—A¢+By— Co + Dy +Laty —Lag= 5"
I, = —A,+ By + Loy — La, = I
Iy = — Cy + Dy + Loy — Lay == "
ly = — B, + Co — Ly e
Na osnovu toga, odgovarajuée matrice i vektor iznose
10 0-—1] =1 1—11] 5|l ‘1000”
ge |l 1=1 0 ol -1 1 00 1_11*{ 0200|
“o 1 0—1 O} cag 0 0—11 |y |1 r44) 0020
l—1 0 o of | 0—1 10| 1 0003"

Kako je defekt mreze d = 1, pseudo jednacina glasi

xﬁ+xB+Xc+xD+0 Ot] ——”]111”
(1,4)
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Obrazujmo normalne jednaéine prema (9)

Il 8 6 6—6—6 6—66[|k| | 5]

‘I 6 9 6-6-6 6 00|k, “ 1|

| 6 6 9-6 0 0—66[fk| [—1]
1/—-6-6-6 6 0—6 60'kd'+|‘—l -
65‘—6—6 0 0 6 6 66/ |xi|" | 0

Ii 6 6 0—6 6 6 66[ (x| | O
|6 0—6 6 6 6 66| x h 0
6 0 6 0 6 6 66| xp ol

ReSenjem normalnih jednaéina, dobijaju se korelate i prirastaji pravaca

| — 2,143 | 2,143 ||
wo || 2143 ‘= ‘ — 2,071
T 2,143 ‘; 19|
0] | —17,143]]
Popravke merenja iznose kontrola
| 27143]
—1%,072| vipv = — k"L
= p—1 = ’
A e U —17,072 10,718 = 10,715
0",714

Izravnate vrednosti pravaca, merenih i nemerenih uglova iznose

[ 0°00'02"143 36°23'23"143 ‘!

30°01°07°929 66°24'28"928 |

X=xotx=| coonasrronn| I=L+V=| 7405340928 l
| 104°54'4s’85?h | 104"54’46”‘”4‘-

_|B —A‘ _ |[30°01"05"786
~ ||D—=C|| ~ |/ 38°30'17"786

Matricu koeficijenata tezina izravnatih vrednosti pravaca odredujemo
prema (16)

‘.- -2 2 3]l 5 0-2-3| " -2 2 3“
Q=Ll—2 151 2|=|03—|—2u|‘—215—1 2 _
"T56| 2-1 15— 2|-2—1 3 03| 2-1 15— 2|
| 3 2—2 n|-322 o 5” " 3 2—2 T
| 15—11— 3— 1
_ 1 |[—=11 23~ 9- 3|
S 2 —3-9 2311

“- I— 33— 15|
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a kvadrat srednje greske jedinice tezine prema (11)

10,718
“d—a+1

l

= 10,718

3.2 Redimo zadatak, sada, smanjenjem broja nepoznatih. Ako pseudo jed-
naéinu re§imo npr. po x4, dobijamo X, —Xp—Xc—Xp;

1 0 o—r\ 2 02 ‘1000
1—1 0 o = 2 11 0200
T = T = = i2:3,
-8 1 o—1 of &7 o—t11] &£~ [looz0 <h23,>
=t 0 & 0 -4 ro 0003
(4 1) b ]'
gt 3
Normalne jednaéine, u ovom sluéaju, obrazujemo prema (22)
8 6 6—6 12 on2f[k| I 5|
6 9 6—6 12 6 6|kl .I'
¢ 6 6 9—-6 0—6 6|k
?-—6—6—6 6—6 6 O|l|lkel + =0
12 12 0—6 0 0 Offxs o
| 0 6—6 6 0 0 Ofxc 0
H12 6 6 0 0 0O0||x | O

Redenjem normalnih jednatina, dobijaju se korelate i deo prirastaja pra-
vaca

K, | — 2,143 .

k | || 2.143 | Xp -2 ,071

k= .kh = | 2’[43 X=|Xc|| = I',O?l
ik:| ‘ ? Xp —17,143

Odredimo, iz pseudo jednatine, preostali prirastaj pravea x,
Xa = — (xB + Xc + xD) = 2',]43

Elementi matrice normalnih jednaéina dela prirastaja pravaca i inverzna
matrica ove matrice iznose,

433 23— 9—3
(CN-1C") =2(365 @N”EU4=T% -9 23-11
1358 —~ 3-—11 15

dok matrica S iznosi
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| —1 —1 —1]
|l 1 o 0‘
S_r 0 1 0
I 0 0 1j

Matricu koeficijenata teZina izravnatih vrednosti pravaca odredujemo na
osnovu (30)

é' : } 23— 9— 3||||-1100!
oll Tz — 9@ 23-11fff—1010
" —3—11 15||||-r1001

Qx=

I
0
1
0

O O e

15 =11 — 8 — 1
_I]—=1 23—9—3
T Ti2fl—=3—9 23 —11

—1—3—11 15

Popravke merenja se dobijaju prema (25)

kontrola:
2',143”
—17072; vipv= —kTl
=p-1 =
v=pTBk=l v om 10,718 = 10,715
0,714 |

Izravnate vrednosti pravaca, merenih i nemerenih uglova iznose

0°00°02"143 36°23'23"143 ‘
30°01°07"929 66°24'28"928

X=%+x=| ge2a3rr071| T =L V=] 7405340925
| 104°54'48"857 . 104°54’46'?I4|

B — A || 30°01'05"786
D — C| 38°30'17"786

Kvadrat srednje greSke raunamo prema (29),

. 10,718

}.I.o = 4——-4-|-—I = 10,?18

a varijanc — kovarijanc matricu pravaca na osnovu (32)

15 —1l— 3 — 1
K_IO,?IS ~J1 23=9= 3
UUIT || —3—9 23 -—11

—1—3—-11 1I5
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4. ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

U radu je izloZena moguénost daljeg uopitavanja izravnanja po metodi
uslovnih merenja sa nepoznatim veli¢inama. Osnovno polaziste ovakvog natina
izravnanja je okolnost da se, u cilju odredivanja svih veli¢ina u slobodnoj mrezi,
u zavisnosti od defekta mreZe, obrazuju od jedne do ¢etiri pseudo jednatine
merenja. Na taj naéin se, u odnosu na izravnanje po metodi uslovnih merenja
sa nepoznatim veli¢inama, ostvaruju realnije vrednosti nepoznatih, verodostoj-
nija ocena tagnosti, smanjenje korelisanosti izravnatih veli¢ina, a ujedno omo-
guéuje i odredivanje objektivnijih kriterijuma u izvrienju apriorne ocene tat-
noti merenih veli¢ina.
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REZIME

U radu je saopSten nov pustupak izravnanja direktno merenih veli¢ina sa
uslovima, nemerenim nepoznatama i pridodatim pseudo merenjima. Ostvareno
je dalje uopStavanje jzravnanja po metodi uslovnih merenja sa nepoznatim
veli¢inama. Primenom predloZenog postupka mogu se reSavati gotovo svi zadaci
u oblasti izravnanja slobodnih mreZza.

Izvedeni izrazi u radu, ilustrovani su brojnim primerom.

ABSTRACT

This article decribes a new procedure for adjustment of directly measured
value in conditions of unmeasured unknowns and added pseudo measurements.
A further compilation of adjustment by the conditional measurement method
with unknown values is accomplished. The application of the suggested pro-
cedure can solve almost all problems in the adjustment of independent net-
works.

The terms outlined in the article are illustrated by numerical examples.
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