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UTICAJ BROJA MERENJA NA ODREDPIVANJE SLOBODNIH
NIVELMANSKIH MREZA

Ivan MOLNAR — Novi Sad*

Slobodne mreze odredene posredstvom geometrijskog ili trigonometrijskog
nivelanja nazivaju se slobodnim nivelmanskim mrezama. One se, u novije vre-
me, ne priklju¢uju na nivelmanske mreze viSih redova, odnosno na repere,
ili reper, ¢ije su nadmorske visine poznate, nego svi reperi mreze, u postupku
izravnanja, dobijaju popravke. U inZenjerskoj geodeziji slobodne mreZe su, po
pravilu, manje lokalne mreze, koje se uspostavljaju u cilju iskol¢enja i stalne
kontrole objekata kao i osmatranja njihovog sleganja i deformacija.

Sve su brojniji radovi i studije u kojima se razmatra problematika obrade
podataka merenja izvrSenih u slobodnim mreZama. Pri brojnim radovima u
oblasti inezenjerske geodezije, primenjuju se takve tehnologije gradnje i mon-
taZe, koje se obavezno zasnivaju na precizno odredenim slobodnim geodetskim
mrezama.

IzloZimo, ukratko, karakteristike postupka odredivanja slobodnih mreza
za slutaj, kad se ne raspolaZe informacijom o datim tatkama. To je, zapravo,
takva situacija kad, pri bilo kom merenju, moZe nastati promena koordinata
svih ta¢aka u mreZi, obzirom da nedostaju podaci o koordinatama datih tac¢aka.
Otuda proistie da se slobodne mreZze mogu, bilo u horizontalnom ili vertikal-
nom smislu, izmes$tati ili rotirati, izdizati ili spustati.

Kako se u slobodnim mreZama, izvesnom broju nepoznatih, ne daju odre-
dene vrednosti (po¢etni direkcioni ugao, koordinate jedne tacke, nadmorska vi-
sina jednog repera), to obrazovanje jednacina popravaka merenja prouzrokuje
singularnost matrice normalnih jedna¢ina. U cilju suzbijanja te singularnosti
postavljaju se uslovi, ili uslov, koje treba da zadovolje nepoznate veli¢ine. Broj
prisilnih uslovnih jednaéina, kojima se zadovoljavaju uslovi, je saglasan sa de-
fektom mreZe. Defekt mreZe se pak, kao §to je poznato, definiSe kao razlika re-
da i ranga matrice normalnih jedna¢ina. Prisilne uslovne jednatine se mogu
pojmovno shvatiti i kao dopunske posredne jednaine, odnosno kao popravke
tzv. pseudo opaZanja.

U slobodnim nivelmanskim mrezama defekt mreze je d = 1, Sto proizilazi
iz izvrSenih nivelanja

ZAH =0 )

* Adresa autora: dr Ivan Molnar, dipl. inZ., Pokrajinska geodetska uprava, Novi
Sad Bulevar M Tita 16.



Molnar J.: Uticaj broja merenja. . ., Geod. list 1981, 1—3. 21

Znati, sve pribliZne vrednosti nadmorskih visina repera u mrezi, u procesu iz-
ravnanja, trpe popravku A H;. Medutim, zbir ovih popravaka treba da je nula,
radi eliminacije defekta mreze.

U slobodnim mreZama mogu nastati okolnosti, da je broj nepoznatih veli-
¢ina veéi od broja merenja (u slobodnim nivelmanskim mreZama, u krajnjem
slu¢aju, broj nepoznatih veli¢ina je jednak broju merenja), a da se, pri tome,
izravnavanje i ocena ta¢nosti traZenih veli¢ina uspesno realizuju. Medutim, pri-
menu u nastavku prikazanog postupka izravnanja slobodnih mreZa ne treba is-
klju¢ivo vezivati za prevazilaZenje problematike odredivanja veéeg, ili jedna-
kog, broja nepoznatih veli¢ina u odnosu na broj merenja, ma da je i ta okol-
nost od nesumnjivog zna¢aja. Postupak je podjednako efiasan i u slu¢ajevima,
kad je broj merenja veéi od broja nepoznatih veli¢ina, pa i tada, kad je broj
merenja maksimalan, tj. kad se mere sve veli¢ine u mrezi.

U oblasti analize merenja, izvriena su brojna i veoma znagajna istraZiva-
nja, koja su imala za cilj postizanje vece, odnosno optimalne, taénosti merenih
rezultata. ZapaZeni uspesi na tom polju, doprineli su da se izravnanjem ostvare
verovatnije vrednosti i verodostojnija ocena taénosti traZenih veli¢ina. Sti¢e se
utisak, medutim, da je istovremeno neopravdano izostala, odnosno da je nedo-
voljno razvijena, analiza uticaja parametara geometrijskog oblika mreZa, na
rezultate dobijene odredivanjem i ocenom taZnosti trazenih velidina.

Obzirom na izneto, paZnju zasluZuju nastojanja okrenuta ka podrobnijim
izu¢avanjima uticaja parametara geometrijskog oblika mreZa na odredivanje i
ocenu tacnosti traZenih veli¢ina. Znadajniji rezultati u tom pravcu, mogu se
posti¢i intenziviranjem i prestrukturiranjem dosadadnjih istrazivanja.

U nastavku se daje prikaz i analizira, prema predhodno izloZenim teorij-
skim postavkama, uticaj broja merenja na tanost odredivanja repera slobodnih
nivelmanskih mreza.

Jedinstvene jednatine popravaka, pored jednaéina popravaka merenja Vo
sadrZe i dopunske (pseudo) jednaline popravaka v;.

v=Ax+4f, @
gde su
Vm Am” Ifm'
v=,vr.|’ A_”a,_!’ f=!50'.|, xT = ||AH, AH, ...AH,||.

Prirastaji nadmorskih visina repera, odreduju se refenjem matrice normalnih
jednaéina

X=—M"1m, 3)
gde su

M~ = (AL An +afa)™! = (M + M), “)
m = AL f,.

Matrica koeficijenata tezina izravnatih veli¢ina se dobija primenom opiteg
zakona rasprostiranja gresaka
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Q: = (Mm 4= Mr)'l Mm (Mm =+ Ml’)_l' (5)

Srednje greSke i kovarijacije izravnatih veli¢ina moZemo odrediti iz va-
rijanc-kovarijanc matrice

K = [-"'oz Q.. (6)
Srednja greska jedinice teZine se dobija primenom zavisnosti

Vin Vm

~ N-rangA,’

2

o Q)

Srednje gre$ke traZenih velitina su &lanovi sa glavne dijagonale matrice
(6), tj.

= Qu  1=1.2,00 (8)
Koeficijenti korelacije se ra¢unaju prema relaciji
QU
Ty = o, )
VQu Qy

Kako je, uproséenja radi, uzeto da su sva merenja izvriena sa istom taéno$-
éu (merenja razlitite taénosti se mogu uvek lako svesti na merenja iste taéno-
sti), to je proiza$la moguénost da se veéina gornjih izraza prikaZu u funkciji
broja repera slobodne mreZe. Srednja greSka jedinice teZine (7) zavisi i od me-
renih rezultata i od broja repera mreZze.

Inverzna matrica normalnih jednadina (4) i matrica koeficijenata teZina iz-
ravnatih veli¢ina (5), poprimaju Sematsku strukturu u procesu izravnanja re-
pera. One se supstituidu matricom Q, &iji su elementi u funkciji broja repera n,
koji obrazuju slobodnu nivelmansku mrezu. Prikazimo izgled matrice Q u slu-
¢aju, kad je broj merenja u mreZi jednak broju repera i broju visinskih razlika.

a) Broj merenja u mreZi je jednak broju repera, N =n

Q11912943+ - - 913 D13 912

£ _;_ Q_L-z q_l-l qlz _ qla qi3 ‘1_1.3 (10)
1912913913+ - 913912 941
gde su
— za inverznu matricu normalnih jednaéina, tj. Q = M!
3i4
repera q=nmn-—-2), q,=2n—35, Qq;=0, q3=3—n
u mreZi
koju Cine i
i vise
e =51, q,=31n—-4, q,=n—4, q,;=-—4

— za matricu koeficijenata teZina izravnatih veli¢ina, tj. Q = Q;
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3id4
repera q=n%} q,=31n-7 q;,=-—1, Q3 =5—2n
u mrezi
koju ¢&ine —
i vise
repera =5n, qll=3n—-5, q|2=n_5’ q13=_5
7 — 1
b) Broj merenja u mreZi je jednak broju visinskih razlika, N = n(n') )
“%1‘:{11---‘:{:2”
Qg_l_:'fqlz‘hl---qu“ (“)
q ll‘ == e rl
912942+ -9qq ]

gde su
— za inverznu matricu normalnih jednaéina, tj. Q = M™!

q=n, q|1=l: CI:2=0;

— za matricu koeficijenata teZina izravnatih vrednosti, tji. Q = Q,

2

q=n% Qqy=n-—1, gp=-—L

U slobodnim nivelmanskim mrezama koje sadrZe tri repera, nema moguéno-
sti za ostvarivanje dijagonalnih veza (broj repera je jednak broju visinskih ra-
zlika). Otuda mreZa takve konfiguracije predstavlja specijalan sluéaj, za koji
vazi da su odgovarajuéi elementi matrica (10) i (11) medusobno jednaki,

U cilju odredivanja $ematske matrice Q, neophodno je raspolagati samo
informacijom o broju repera, koji obrazuju mreu. Prema tome, umesto prime-
ne sloZenijeg ratunskog postupka odredivanja matrica (4) i (5), na veoma jedno-
stavan nacin se uspostavlja matrica (10) ili (11). Na osnovu matrice Q, moguce
je ostvariti uvid u ocenu ta¢nosti i korelisanosti izravnatih veli¢ina. Evo nekih
pokazatelja.

Srednja greska jedinice teZine se moZe smanjiti preciznijim merenjima, tj.
manjim iznosom kvadrata popravaka merenja VI V., kao i poveéanjem broja
merenja u granicama od n-trag A,, do n(n—1)27! — trag A,,. Elementi na glav-
noj dijagonali matrice koeficijenata tezina izravnatih veli¢ina variraju u raz-
maku od (3n—5) (5n)! odnosno od (3n—7)n"* u mrezi od 3 i 4 repera do
(n—1)n"%. Koeficijenti korelacije poprimaju vrednosti u rasponu od (n—5) (3n—
—5)™ odnosno od — (3n — 7)™ u mreZi od 3 i 4 repera do —n—1)1,

Na kraju, u tabeli 1, ilustrovani su rezultati ocene taénosti i korelisanosti
izravnatih veli¢ina u mreZi od &etiri repera. Poveéanjem broja merenja sa 4 na
6, smanjene su brojne vrednosti na glavnoj dijagonali matrice koeficijenata
teZina izravnatih veli¢ina sa 5/16 na 3/16, a poveéala korelisanost sa — 1/5 na
— 1/3 i broj stepeni slobode sa 1 na 3.
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Tabela 1.

Clanovi na glavnoj
dijagonali matrice Qy

Koeficijent korelacije

; Pored me-
Wﬂﬂﬁﬁ%ﬂﬂﬂ%ﬂﬂ Inverzna matrica WMMMWMHJ@MMM%MMH mWM_ﬂw i Merenja uuMw.M&vanﬂMu Merenja %M&M cMMM“
n=4 Qx N-trag Am mcmm%_&a cm.%mgamm mc.mm%ama Mammomﬂ%um-
reperima | dijagonalne| reperima |™¢ . .u_mmoa
Qii veze Tij =
Qii Ll
Tij
3 0-1 0 ul_lul_m
10 0 3 0-1{||1}|—-1 5—-1-3|
N=n=4 —_— — | — - -
n 8ll—1 o 3 o [T6]l=3=1 5-1| 1 5/16 1/5
0—1 0 3 -1-3-1 5
2 00 0 3—-1-1-1
1 0 3 0-1 1|-1 5—-1-3
N=n+1l=5 |— e — =
3 00 2 ol [16l-1—1 3-1 2 5/16 3/16 1/V15 1/3
0—1 0 3 =1=3—1 &
2|AJ1 1 000 f=t=1-1
il 1 01 0o0f|1f-1 3-1-1
_nm—1 _e|%| 001 of [T6]|-1-1 3-1 3 3/16 3/16 —1/3 —1/3
2 0001 S




Molnar J.: Uticaj broja merenja. .., Geod. list 1981, 1—3. 25

LITERATURA:

[1] Mittermayer, E.: Zur Ausgleichung freier Netze, ZfV, 1972.
[2] Molnar, I.: Prilog izravnanju slobodnih mreZa, Geodetska sluzba 1980, 26, 5—10.

[3] Reissmann, G.: Zur Ausgleichung freier Hohennetze, Vermessungstechnik, 1976,
8, 306—309.

REZIME

U radu je interpretiran model izravnanja slobodnih nivelmanskih mreza
za slu¢aj, kad se ne raspolaZe informacijom o datim reperima. Ako su merenja
u mreZi izvriena sa istom taéno$éu (reperi se nalaze na medusobno podjednakom
rastojanju) — saop$tava se — inverznu matricu normalnih jednatina (4) i ma-
tricu koeficijenata teZina izravnatih velidina (5), mogucte je prikazati, i bez in-
vertovanja matrice normalnih jednaéina i primene opsteg zakona rasprostiranja
gresaka, na veoma jednostavan natin. Naime, matrice (4) i (5) poprimaju Se-
matsku strukturu, u funkeiji su broja repera u mrezi i supstituiSu se: matricom
(10) ako je broj merenja u mrezi jednak broju repera, odnosno matricom (11)
ako je broj merenja u mrezi jednak broju visinskih razlika. Pored toga, omo-
guceno je, pre izravnanja, odredivanje ocene taénosti i korelisanosti izravnatih
veli¢ina.

Tabelom 1, ilustrovane su neke od brojnih vrednosti veli¢ina, dobijenih u
procesu izravnanja slobodne nivlemanske mreze, koju obrazuju ¢etiri repera.
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