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REALNA OCENA TACNOSTI LINEARNIH VELICINA
Ivan MOLNAR — Novi Sad*

Pri uspostavljanju bazisnih mreZa, kod ispitivanja elekroopti¢kih instrumenata
za merenje odstojanja kao i u svim ostalim slu¢ajevima odredivanja merenih du-
Zina, prisutne su razliCite informacije o postignutoj ta¢nosti i stepenu korelisanosti
trazenih veli¢ina.

Primenom klasi¢nog postupka obrade podataka (bilo metodom direktnih,
posrednih ili uslovnih) merenja, proizvoljno se usvaja, kao apriori taéna, pozicija
poletnog poloZaja linearnog merenja. Shodno ovoj proizvoljnosti, dobijaju se ve-
li¢ine srednjih greSaka traZenih rezultata. Sti¢e se utisak da su najverovatnije vred-
nosti duzina, koje su udaljenije od pozicije poletnog merenja, odredene sa manjom
tatnod¢u. Na taj nalin, srednje greske pruzaju informaciju iskljuivo o apsolutnoj
tatnosti u odnosu na poziciju pofetnog polozaja merenog odstojanja. Pored toga,
ovako odredene linearne veli¢ine odlikuju se visokim stepenom korelisanosti.

Odredivanje najverovatnijih vrednosti i ocenu ta¢nosti trazenih i merenih ve-
li¢ina treba ostvariti primenom savremenog polazi§ta, da se u postupku izravnanja
duzina (apcisnih odstojanja) svaka pozicija merenja smatra trazenom veli¢inom.
Samo se tako mozZe ostvariti realna ocena ta¢nosti i znatno smanjenje korelisanosti
linearnih veli¢ina. Najzad, primenom realne ocene taénosti omogucaje se uspostav-
ljanje pravilnijih kriterijuma u realizaciji apriorne ocene tanosti linearnih merenja.

ITlustrujmo napred izloZeno na slede¢em primeru. Na osnovici AD izmereno
je Sest duzina (sl. 1) koje smo oznadili arapskim brojevima. Reciprotne vrednosti
ovih duZina uzete su za teZine merenja.

Rezultati merenja:

L, =200,04m L, = 400,00m A1 8 2 e a3 g
L, =200,0lm Lg = 400,02 m : 4 5
L; =199,98m Lg = 599,96 m : s

SL 1

Odredimo najverovatnije vrednosti duzina (apcisnih odstojanja) AB, AC i AD.

1. KLASICNI POSTUPAK (METODA POSREDNIH MERENJA)

Obzirom da se traZene veliCine dobijaju polazeéi od tatke A, to se usvaja da
je pozicija poletnog poloZaja merenja A = 0. Ova okolnost nalaze da se vrednost
A u jednaCinama gresaka naprosto izostavi.

* Dr. Ivan Molnar, dipl. inZ., Pokrajinska geodetska uprava Novi Sad Bul, Margala Tita 16
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Usvojimo, najpre, priblizne vrednosti traZenih veli¢ina
B, = 200,00 m Co = 400,00 m, D, = 600,00 m
Jednacine greSaka glase
vi =Xg+ (Bo — L),
v, =X¢c— X +(Cop — By — L),
v3=3%p —X¢c+ Do — Co — L3),
va = Xc + (Co — La)s
vs = Xp — Xg + (Do — By — Ls).
ve = Xp + (Do — L)

Prema tome, matrica A i vektor 1 iznose

| 1 0 0 -

=1 1 0 =z

| 0 —1 1 2
B 0 1 0 L 0|’

=1 10 .1 —2

0 0 1 4

)

2

Da bi tezine figurisale u celobrojnim vrednostima, za merenu vrednost je-

dinice teZine uzeta je duzina od 1200 m.

- - "—1200—-6 -
Pi—Pz—Ps———ZOO =0y, Pg=Ps = 00 Pﬁ“‘m

Matrica teZina, dakle, glasi

= 206,6,6,3.3, 2>
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Qdredimo elemente normalnih jednacina

15 —6 —3 —12
N=ATPA=|—6 15 —6 n= ATPl =|—18|.
-3 —6 11 I4i
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Trazeni prirastaji nepoznatih se odreduju primenom sledece zavisnosti

10,1086 0,0707 0,0682] [—12| 1,62
x=—N"'n= —/0,0707 0,1313 0,0909| |[—18| = ||1,94| cm. (6)
0,0682 0,0909 0,1591; l4| 10,23
Izravnate vrednosti traZzenih veliina su
| Bo Xp | 200,0162
X= ’ Co ||+ || xc || =|| 400,0194 || m. @)
| Do | xp 600,0023
Popravke merenja iznose
—2,38 ||
—0,68
+0,29
— 4] =
v=Ax+1 11,95 || ™ ®)
—3,39
44,23
dok su izravnate vrednosti merenih rezultata
200,0162
200,0032
.1l 199,9829
I=L+v= 400,0194 m. O]
399,9861
600,0023
Racunska kontrola:
viPv=1TPAx+1TP1
118,82 = 118,82, (10)
Srednja greska jedinice teZine je
_I/v+Pv_1/118,82

dok su srednje greske traZenih veli¢ina
s = o /' Qus = 6,3)/0,1086 = 2,1 cm,

e = po )/ Qec = 6,3)/0,1313 = 42,3 cm, (12)
o = o/ Qop = 6,3 /0,1591 = 42,5 cm.
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Koeficijenti korelacija duzina BC i CD iznose

Cse Qsc 0,0707

"5¢ = ualed ~ /Qus Qee 10,1086 - 0,1313

Uep = Qcp _ Qcp _ 0,0909 — 0,63, (13)
leclto] Qe Qoo J/0,1313 - 0,1591

Odredimo i velié_:lgg S_Ee_dniih_greéaka merenih duZina BC, i CD i BD. Izravna-
te vrednosti duzina BC, CD i BD su funkcije sledecih izravnatih veli¢ina

BC=C—B, CD=D—-C, BD=D —B.

Matrica koja sadrZi funkcije po izravnatim vrednostima parcijalnih derivacija
ima sledeéi oblik

=1 10
G=| 0 —11]|. (14)
-1 @1

i

Matrica koeficijenata traZenih funkcija se odreduje primenom zakona rasprosti-
ranja greSaka

-1 1
Qr=GQxG"=| 0 —1
0

o/ |l0,1086 0,0707 0,0682/ ||—1 0 —1‘
1
Y 1

0,0707 0,1313 0,0909 1 —1 0=
0,0682 0,0909 0,1591 0 1 ll

0,0985 —0,0379 0,0606
= [[—0,0379  0,1086 0,0707 (15)
0,0606 0,0707 0,1313

Srednje greske izravnatih duzina BC, CD i BD iznose

e = to)/Qc-p = 6,3)/0,0985 = +2,0 cm,
to-c = o/ Qo-c = 6,3)/0,1086 = +2,1 cm, (16)
tp-5 = o/ Qo-s = 6,3)/0,1313 = +2,3 cm.

Jo§ je moguce odrediti i srednje greske neizravnatih rezultata merenja. Ove
vrednosti se ratunaju tako §to se srednja gre$ka jedinice teZine odreduje iz izravna-
nja, dok se za koeficijente teZina usvajaju teZine uspostavljene pre izravnanja.
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pi:p.ul/i 1=1,2;3,4,5,6
Pi

51
p1=p§=6,3V7= 43,6 cm (17

Na osnovu uporedenja (12) i (16) sa (17) se vidi da su vrednosti srednjih gre-
$aka duZina, usled izravnanja, smanjene i do 509%,.

2. SAVREMENI POSTUPAK

Jednatine greSaka sada glase
vi =X —Xas +(Bo— Ay — L)),
vz =Xc — Xg + (Co — Bo — L),
V3 =%Xp — Xc + (Do — Cp — L3), (18)
Vs =Xc — Xp +(Co — Ag — Ly),
Vs =Xp — X + (Do — Bo — Ls),
Ve =Xp — Xa + (Do — Ay — Lg),

Ve = Xa + X + Xc + Xp.
Priblizne vrednosti traZenih veli¢ina su
Ay=0,00m By=20000m Cy=400,00m D= 600,00m

Matrica A i vektor 1 poprimaju vrednosti

-1 1 00 |
0—1 10 = |

A,=| 0 0-11 L= 2
0—1 01 —2 (19)
—1 0 01 4

A= 1 1 11 ;=0

Matrica teZina merenih veli¢ina je ista kao i (4), dok je tezina foktvinog merenja
pt =1L
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Elementi normalnih jednacina iznose

N =N, + Ny = AL P, A, + ATA, =

n=n,=ALP, I, =

TraZene vrednosti priraStaja su sledece

0,1162 0,0543 0,0429 0,0366

x=—N-"!n=—

0,0543 0,1010 0,0518 0,0429

0,0429 0,0518 0,1010 0,0543
0,0366 0,0429 0,0543 0,1162

Najverovatnije vrednosti traZzenih veli¢ina su

Ao XA
B, Xp
X= -
Co i Xc
D, Xp
Popravke merenja iznose
Vi =AuX + La
dok su izravnati rezultati merenja

I=L+vy,=

2 =5 =2 =i
—& 1§ ~5 =3
=8 =i 16 =8
=] =2 =% 12
16

w3
g8
14
16| ||—0,95
—12|| |[+0,67
—18f [|+-0,99
14| ||—0,72

' —0,0095

1_ 200,0067

~ |1 400,0099
599,9928
—238
—0,68
+0,29

=l 41,04 ™
—3,39
+4,23

300,0162

200,0032

199,9829

400,0194 || ™

399,9861

600,0023

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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Racunska kontrola:

Vo Pa Ve = QP B+ 15 P 15

118,82 = 118,82. (25)

Srednja gre$ka jedinice teZine iznosi

VEP.v, V 118,82
B Vn —rangA, [ 6—3 £6,3.

Matrica koeficijenata tezina izravnatih vrednosti se odreduje primenom opsteg
zakona rasprostiranja greSaka

szstSTZSN_lS:

gde je S simetri¢na matrica kojom se definiSe zavisnost izravnatih veli¢ina. Ova
matrica (u slucaju odredivanja duZina, uglova i nadmorskih visina) glasi

ln—1 —1 ... =1
I —1lan—1... —1
S=8T=—1|| — — — — — —1|,
n a—— a— — — —_— —
| —1 —1 .. .n—1
| 3 —1 —1 —1|[0,1162 0,0543 0,0429 0,0366 = 0 =) G
Q,—-I‘ —1 3 —1 —1//{0,0543 0,1010 0,0518 0,0429|| 1 |—1 3 —1 —1|
~4/—1 —1 3 —1/ (00,0429 0,0518 0,1010 0,0543| 4 |—1 —1 3 —1]
l—1 —1 —1  3]//0,0366 0,0429 0,0543 0,1162| |—1—1—1 3

| 0,0537 —0,0082 —0,0196 —0,0259
—0,0082  0,0385 —0,0107 —0,0196
—0,0196 —0,0107  0,0385 —0,0082|
—0,0259 —0,0196 —0,0082  0,0537

(26)

Srednje greske traZenih veliina su
s = o V/Qan = 6,3)/0,0537 = +1,5 cm,
pp = gom = 6,3 Vﬁm = 41,2 cm,
tc = o/ Qec = 6,3)/0,0385 = +1,2cm,

tp = o J/Qop = 6,3)/0,0537 = +1,5 cm.
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Sratunajmo koeficijente korelacije duzina AB, BC i CD

Can Qas —0,0082

B3 = Tual sl ~ VQax Que 10,0537 - 0,0985 ~ 1%
Cse Qe —0,0107
i -— e —— - —0,2 3 2
8¢ = Tup| il ~ J/Qus Qec  V(0,0385)2 8. (28)
Cep Qeo 00082 o

4> = Tud o] ~ J/Qcc Qoo 10,0385 - 0,0537

Odredimo srednje greske merenih duzina BC, CD i BD. Izravnate vrednosti
ovih duzina su funkcije sledecih izravnatih velic¢ina.

BC=C—B, CD=D-C, BD=D-—B.

Matrice funkcija po parcijalnim derivacijama poprimaju izgled

0—1 10
G=|lo0 0 =1 1],
o —1 01

dok se matrica koeficijenata ovih funkcija odreduje primenom zakona rasprostiranja
gresaka

Qr = GQG™ =
0 —1 10} {01162 0,0543 0,0429 0,0366 0O 0 O
10 0 —1 1} [|0,0543 0,1010 0,0518 0,0429| |—1 0 —1 i 29)
“llo —1 01 ||0,0429 0,0518 0,1010 0,0543 1 —I 0
0,0366 0,0429 0,0543 0,1162 0 1 1
40,0985 —0,0379 --0,0606
=|(—0,0379 +0,1086 -0,0707|.
40,0606 -+0,0707 --0,1313
Srednje greske ovih duzina iznose
g = o)/ Qc-s = 6,3)/0,0958 = 2,0 cm,
e = o )/ Qo-c = 6,3)/0,1086 = 42,1 cm, (30)

w55 = ko J/Qo-s + 6,3)/0,1313 = +2,3 cm.
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Odredimo, primenom identi¢nog postupka, matricu funkcija i srednje greske
trazenih duzina AB, AC i AD

—1 1 0 0 |0,1162 0,0543 0,0429 0,0366| —1 =

—1 0 1 0f |0,0543 0,1010 0,0518 0,0429

—1 0 0 1) 10,0429 0,0518 0,1010 0,0435
0,0366 0,0429 0,0543 0,1162

Qr =

0,1086 0,0707 0,0682
0,0707 0,1313 0,0909 (1)
0,0682 0,0909 0,1591

uas = o /Qa-a = 6,3)/0,1086 = +2,1 cm,
#xe = tto VQc-a = 6,3)/0,1313 = +2,3 cm, (32)

uap = o V' Qo-a = 6,3)/0,1591 = +2,5 cm.

3. UKLAPANJE SAVREMENO IZRAVNATIH DUZINA U DUZINE 1Z-
RAVNATE KLASICNIM POSTUPKOM

Odredivanje najverovatnijih vrednosti i ocenu taénosti traZenih veli¢ina treba,
najpre, ostvariti primenom postupka prikazanim pod a. Nakon toga, klasi¢no iz-
ravnate duzine se translatorno pomeraju po apcisnoj osovini sve dotle dok suma
kvadrata razlika duZina dobijena primenom klasi¢nog postupka i duZina koje ¢e
se dobiti nakon izrvnanja, ne bude minimum.

TraZeni priradtaji duZina, odreduju se primenom izraza
X=X — ¢
i=LE2...n nt ]
gde je
n
e=(n+ DX xq,
i=1
dok se matrica koeficijenata izravnatih vrednosti dobija primenom zakona raspros-
tiranja gresaka
Qx=SQxST=SN-!§",

gde je S matrica kojom se defini$e zavisnost izravnatih duzina

-1 —1 —1 . . .ulN
I ) T =]
iy =] . o =L

=1 =1 =1. .. n|

S:
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U naSem primeru su:
X = 1,62cem %, = 1,94 cm x,3 = 0,23 cm, n = 3, X0 = 0,00 cm

€= % (1,62 + 1,94 + 0,23) = 0,95 cm (33)

X, =Xs=Xeo—&=—095cm X, =A,+xs=—0,095m,
X2 = Xg = Xk —E= 0,67 cm, XB — Bo + Xg = 200,006? m,
Xg=Xg=ZXg3 — &= 0,99 cm, XC = CD ";" Xc = 400,(”99 m,

X4 =Xp =X,z —E= —0,?2 cm, XD — Do ‘E‘ Xp = 599,9928 m,

1 “; :: :i ’0,1086 0,0707 0,0682/ ; [|—1 3 —1 —1
Qc=7|_7 3 _4ll 00707 0,1313 0,009 7 |l—1 —1 3 —1
—1 -1 3 10,0682 0,0909 01591 * -1 —1 —1 3
0,0537 —0,0082 —0,0196 —0,0259’
_||—0,0082  0,0385 —0,0107 —0,0196 (35)

—0,0196 —0,0107  0,0385 —0,0082|

'—0,0259 —0,0196 —0,0082  0,0537

Analizom postignutih rezultata izravnanja, ostvarenih klasi¢nim u odnosu na
savremeni postupak, moze se zakljuciti:

— da se izravnate vrednosti prirastaja traZenih veli¢ina razlikuju za konstan-
tnu vrednost (uporedivanjem izraza (6) i (21) i kontrolom, koja se ostvaruje primenom
izraza (33))

— da su izravnate vrednosti merenih veli¢ina iste (uporedivanjem izraza (9)
i(24)

— da su srednje greSke izravnatih vrednosti traZenih veli¢ina razlicite, tj.
da srednje greske dobijene primenom savremenog postupka realnije karakteriSu
relativnu tacnost trazenih apscisnih odstojanja (uporedivanjem izraza (12) i (27))

— da su srednje greSke merenih veli¢ina iste (uporedivanjem izraza (12) sa
(32) kao i (61) sa (30))

— da se najverovatnije vrednosti duzina odredene primenom savremenog
postupka odlikuju manjom korelisano$¢u (uporedivanjem izraza (13) sa (28)).
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REZIME

Objektivna informacija o postignutoj tacnosti i korelisanosti linearnih veli¢ina
se dobija primenom savremenog postupka obrade podataka merenja. Savremeni
postupak izravnanja duZina (apscisnih odstojanja) podrazumeva, da se svaka po-
zicija merenja smatra trazenom veli¢inom.
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