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PRILOG ODREDPIVANJU KOTA REPERA NESLOBODNE
MREZE UZIMANJEM U OBZIR GRESAKA DATIH
VELICINA I NJIHOVE ZAVISNOSTI

Ivan MOLNAR — Novi Sad*

UuvoD

U [3] su razmatrani nacini odredivanja kota repera slobodnih nivelmanskih mre-
Za, po postupcima izravnanja mreza sa minimalnim tragom (Mittermayera, Mihai-
lovi¢a i dodatne fiktivne jednacine odstupanja).

Prednost ovih postupaka odredivanja kota repera je u tome, da se svi reperi u
mrezi ukljuCuju u proces izravnanja. Kako je poznato, klasi¢ni postupci izravnanja
kota repera su, ostvarivani na nacin da se jedan od repera usvajao kao »dati« reper.
Time je on, slucajnim izborom, proglasavan staénim« i shodno tome bio liSen svakog
uticaja na proces izravnanja.

Globalna analiza postupaka izravnanja slobodnih nivelmanskih mreZa sa mi-
nimalnim tragom ukazuje na to, da je primena postupka dodatne fiktivne jednadine
odstupanja neuporedivo ekonomic¢nija od postupaka Mittermayera i Mihailoviéa.
Pored toga, radi se i o pojmovno najjednostavnijem postupku, jer se suzbijanje
singularnosti matrica normalnih jednacina ostvaruje tako da se pri formiranju
jednaCina odstupanja obrazuje jo§ i dodatna fiktivna jednadina odstupanija.

U [2] je prikazano odredivanje kota repera neslobodne mreZe, podjednako
udaljenih od datih repera slobodne mreZe. Na kraju prikaza saop$tena je konstata-
cija, da odredivanje kota repera neslobodne mreZe, posredstvom postupka dodatne
fiktivne jednaline odstupanja Cini suviSnom primenu uopstene metode najmanjih
kvadrata (u. m. n. k).

U ovom radu ¢e biti u¢injen pokusaj da se pomenuta konstatacija dokaze. Ob-
zirom na veoma sloZene izraze kojima bi trebalo operisati u opstem sluéaju, odre-
divanje najverovatnijih vrednosti kota repera neslobodne mreZe A bi¢e ostvareno
od tri i Cetiri repera slobodne mreze. Zapravo, primenice se takav vid rasudivanja,
koji se sastoji u dokazivanju formula AT Q;"' = AT time $to se najpre ustanovljava
njihova taCnost za n = 3 4+ 1 = 4 repera slobodne mreZe ako su taine za n = 3
repera slobodne mreZe. Radi se o rekurentnom rasudivanju ili zaklju¢ivanju potpu-
nom (matemati¢kom) indukcijom.
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1. ODREPIVANJE KOTA REPERA SLOBODNE MREZE

Jednatine odstupanja glase

v=A.E+f...p (¢))
gde su
el A A e Il RO, e
V= vl A—Har 3 = ol3 P= 01', ET = |AH, AH, ... AH,|
Ay By 0 100 0 dit 0 -
L vi=[viVs..Val
A 0a,b,... 00 - d; - gl 1 1 e 11
)
00 0..2,b,| 0 dat fi=1fif .5
al=—hi=+1
i=1,2,..n
Koriste¢i uslov minimuma
vT p v = min,
dobijaju se normalne jednacine
N.E4+n=0 ©)
Odavde
E=—N-'n 3)
gde su
N=HA33;” p: 01 | Ac =A‘:prAr+a;raf=’Nr+e
01 g =
‘11...1
a—farg] [P0 |5l arp e +0=n;  e=afa=|''"!
|11...1

Matrica koeficijenta teZina je
Qg =N""'"=N;+e)' “

Ako su merenja istih teZina, tada matrica teZina postaje jedini¢na matrica.
Shodno tome, normalne jednacine glase

ATA . E+ATf=0
Odavde se dobijaju prirastaji pribliznih vrednosti nepoznatih
E= —(ATA)"1ATf

Inverzna matrica matrice normalnih jednacina, tj. matrica koeficijenata teZina
ima Sematski oblik

Q =(ATA)™ #)
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Struktura ove matrice je u funkciji broja repera slobodne mreZe n. Napi§imo
opéti oblik ove matrice koja se moZe odrediti pre izravnanja

- Qyy 912 913 Do -+ Dy D3 D |

912 055 9129 -+ 935 913 I
(%)

1
qfs q’ls q], q}s_"' q}z 9 92
Q2939393 - 94392 94y

gde su

za mrezu od 3 i 4 repera: q’ —n(n—Z), 9, =2n—35;q,=0;q,=3—n
za mrezu od 5 i viSe repera: Q' = 5n;q,, =3n—4;q,,=n—4; q, = —4
Napi$imo na osnovu (5) matricu koeficijenata teZina slobodne nivelmanske mreZe,
koja ima npr. 3, 4 i 5 repera

g, 0 0 ;|| 100 Qi 0 0|
Q«E:?' 0 q, O g 010(l=1| 0 q;; O (6)
o o0 g 001 0 0 qy
'q',, 0 q, 0 3 00—l 1 dir 0 g3 O
sz_L 0 q, 0 q, =i' 0 3 0—1 . 0 q;; 0 qys 0
q9q; 0 q, 0 3|—-1 0 3 0 913 0 q;; O
0 g. 0 g, 0—1 0 3 0 gis 0 g
! q'uq’:zq;aq'uq’n 11 |~ 4 4 1 I
1 qfnqanq’u qla q'u 1 1 11 li— "l 4
QE"E' q:sququq:qus =ﬁ — 4 1 11 1— 4| =
ql3q13q12q11q12 =~ 4— 4 111 1
" q'lz qfls q‘uq‘lzq’u | L~ 4— 4 1 11

i Q11 912 913 913 Qa2
Q12911 912 913 i3
Q13 912 911 912 Qa3 8
Q13 913 912 911 a2
912 913 913 912 911

Procena standardnog odstupanja jedinice teZine na osnovu koje se procjenjuje
standardno odstupanje nepoznatih, glasi

_ V Pr Ve i, V-: Ve
ke Vn —rangA,’ OdBoedio == Vn — rang A, ®)

2. ODREDIVANJE KOTA REPERA NESLOBODNE MREZE

Jednacine odstupanja glase
v=Ax+BE+f..p ' (10)



18 Molnar: Prilog odredivanju kota repera..., Geod. list 1980, 1—3.

gde su
Ve . Ar ’ . Br . L f', . -
V= v, A—‘ar o B= btl’ f—”OHme, x = AHj

by 0.0 a

0 b 0 S =106 ]
Bo=| 27l A=|2l be=]11..1] & =[|AH,AH,..AH,|

0 0-..bn au ar=l
ag=—br=+1
i=12,..n

Ovde se poslo od toga, da se u praksi realizuje pravilni¢ka odredba kojom se
nalaZe da reperi budu na medusobno podjednakom rastojanju.

U neslobodnoj mreZi treba korigovati slobodne Clanove

f=f+B.E (11)
otuda jednatine (10) glase
v=Ax+T (12)
Korelaciona matrica se dobija iz (11)
Q =Q+BQB =p;' + BB ~E+BQ BT (13)

Nakon odredivanja inverzne matrice matrice Q;, neophodno je resiti normalne
jednatine dobijene primenom u. m. n. K

Rx+r=0 (14
odavde
x=—Rlr=—(QATQ'A)'ATQ!'f (15)
Matrica koeficijenata teZina je
Q=R"'=@ATE'A)™ (16)

Ukoliko se dokaZe, a upravo je to i cilj, da je ATQ;"' = AT, tada je u procesu
izravnanja omogudéeno, umesto zametnug postupka u. m. n. k, primeniti klasican
metod najmanjih kvadrata (k. m. n. k).

Kad se istovremeno odreduju dva ili viSe repera neslobodne mreze (H,,Hy, ...)
tada e i broj fiktivnih jednadina odstupanja biti adekvatan broju repera koji se is-
tovremeno odreduju.

Procena standardnog odstupanja jedinice teZine glasi

v Q' Ve
po= =T

n—1

dok procena standardnog odstupanja kote repera A iznosi

Pa = Po = V Qmuu v QT v, -(ATQF'A)! 17)
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Ako se izravnanje ostvaruje primenom k. m. n. k, tada vaZe jednacine (15),
s tim $to je

R=ATA=n+1; r=ATf

. - 1 TF
x —AH“ P—rt n_-{:-T A' f'
Procena standardnog odstupanja jedinice teZine sada glasi
_V vV
Moo= ¥ n—T+rag Q7' B, Q Bf —trag Q;' B, Q; BI Qi A, (ATQ;' A)- T AT

Kako je
Q7' pi = E; trag B, Q; BT A, (ATA,)"! AT =n~!

v
M= —l-(nz—n~l)+tragB,QzB}'

n

Procena standardnog odstupanja kote repera A iznosi

viv,(n+ 1!
Ba = ._]_.(nz—n—l)+tragB,Q5B: 1)

n

U nastavku se daju teorijski dokazi o identi¢nosti postupaka um. n. k. i k.
m. n. k, pri odredivanju najverovatnijih vrednosti kote repera A, kad se on odreduje
od tri, odnosno ¢etiri repera slobodne mreZe. Treba pokazati da korelaciona ma-
trica Q;', odredena primenom postupaka u. m. n. k, zadovoljava relaciju AT Q' =
= AT. Na taj natin se, zaklju¢ivanjem posredstvom matemati¢ke indukcije, obez-
beduje univerzalna primena izravnanja repera neslobodne mreZe postupkom k. m.
n. k.

2.1 Odrediti korelacionu matricu Q' u procesu izravnanja kote repera A, kad se
on odreduje od datih repera 1, 2 1 3, sl. 1
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Elementi jednacina odstupanja su

Vi a; bl 00 fl AH]
v, = ||val[; Ar=|la2]; B.=]| 0b,0 ||; f=|f:|[; & =|AH,|; x =AH,
V3 a, 0 Ob; f, AH,
Vr:Vm af=l b(="llll[ fr':o
Matrica Q; se odreduje na osnovu (13) i (6)
qur + 1 0 0 by qyy

Q= 0 Qs + 1 0 b, Q41
0 0 q;; +1 bsagn
byqyy  b2qyy  biqyy 39y + 1)

Inverzna matrica matrice Q; iznosi

Qir 9;23,Q,,3;23;Q2 3,Q,s
._1=__l_ 2;2,Q, Qi 2;3;Q2 3,Qy3

J Q| a;a3Q22,33Q,2 Qu a3 Qi3
2, Qs 2,Qu5 23Qys Qa3

(18)

gde su
Q=@ +1DM@q+1); Qu=0%+4q,+1; Q=4
Qis = Qi1 + 1) Q115 Qas = (quy + 1)?
Magr;ca (18) ima zaista kompenzacionu strukturu, obzirom da vaZi relacija AT Q7' =

2.2. Odrediti korelacionu matricu Q" u procesu izravnanja kote repera A, kad se
on odreduje od datih repera 1, 2, 31 4,sl. 2

Elementi jednaina odstupanja su
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vy | ia,‘ b, 000 £ AH,
_|[V2|. _llaz|l. _ 1 0b, 00 |. _If2 __||AH,
Ve=llug P A= g, B[ oov,0 [ ET|glF *=|am,
v, | 2, | 000b, f, AH,
Vi = Vias a;=1; bf=||]lll|[; x=AHA
Matrica Q; se odreduje na osnovu (13) i (7)
| qu +1 0 by b3 qys 0 b, (Q11 + 913)
| 0 qip + 1 0 babsqis by (941 + qu3)
Q; = b; by qy, 0 qqp + 1 0 bs (91 + qQi13)
0 bybsqs 0 Qi1 + 1 ba(qis + qua)

by (@11 + Q13)b2 (11 + Q13) b3 (11 + Qi3)ba (Q1y + 913)4(qy1+943)+1
Inverzna matrica matrice Q; iznosi

Qi 2,3,Q22,83Q38,8,Qy, a,Qyq
1 2,8,Q2 Qi 2;3;Q422,3,Qy3 2,Qy,
o= 6 2;,83Q:32;2;Qy2 Qi 238,Qy; a3Qy (19
a,8,Q,2,3,Q,32,8,Q;, Qy a, Qs
H 2, Quy a2, Qus 233Qus 3, Quq Qu

gde su

Q =011 — 931 + 1) (Q1 + Qa3 + 1) [5(q11 + qu3) + 1]

Qi1 = Qi1+ (@Qur + s + D [4Q11+913) + 11—y +943) [3(Q1: +1) +qus3)
Qi2 = (911 — Qi3 + 7) Qa1 + Qua)

Qi3 = (Q11 = Q13)* [(Q11 +7) + 3Q43] — (Qu1 +Qua + D [4(q1y +Qua) +1] Qs
Qisa =011 +913) (@11 — Qs + D@ + Qs + 1)

Qas=@Qu —qus+7@Qu+aq +7)3

Matrica (19), takode, ima kompenzacione karakteristike obzirom da vaZi rela-
cija ATQ;' = AT

ZAKLJUCAK

Primenom matemati¢ke indukcije pokazuje se da formiranje fiktivne jednacine
odstupanja pretstavlja potreban i dovoljan uslov da se greSke datih veli¢ina i njihove
zavisnosti uzmu u obzir pri odredivanju kota repera neslobodne mreZe primenom
k. m. n. k.
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REZIME

U radu se saop§tava teorijski dokaz o tome, da se odredivanje nepoznatih u nes-
lobodnoj nivelmanskoj mreZi, umesto zametnog postupka u. m. n. k, uvek moze
ostvariti primenom k. m. n. k. Dokaz je izveden primenom matemati¢ke indukcije,
tj. ustanovljena je tatnost formule AT Q;'= AT zaslucaj odredivanja nepoznatih
od &etiri data repera, kad je predhodno ova formula ta¢na pri odredivanju nepozna-
tih od tri data repera.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Ausatz wird ein theoretischer Beweis mitgeteilt, nach dem die
Bestimmung von Unbekanten in angeschlossenen Nivellementsnetz statt mittels
verallgemeinter Methode bereits mit klassischer Methode der kleinsten Quadrate
durchfiihrbar ist. Der Beweis ist durch Anwendung der mathematischen Induk-
tion abgeleitet. Es ist die Giltigkeit der Formel AT Q7'= AT fiir die Bestimmung
von Unbekanten aus vier gegebenen Hohenfesputnketn festgestellt. Dabei wird
von dieser Formel ausgegangen, die die Giiltigkeit fiir die Bestimmung der Un-
bekanten aus drei Festpunkten besitzt.

Primljeno: 10. XI 1979.



