IZRAVNAVANJE NIVELMANSKE MREZE NIZEG REDA

Ivan MOLNAR — Novi Sad*

U [3] je pokazan nadin odredivanja najverovatnije vrednosti nadmorske
visine repera mreZe niZeg reda i ocene tafnosti traZene velitine, primenom
uopstene metode najmanjih kvadrata (u.m.n.k). Ovakav postupak izravnanja
se, kao 5to je poznato, ostvaruje koriS¢enjem matrice N~! = Q:, dobijene u
procesu izravnanja repera mreZe viSeg reda.

IzloZeni natin izravnanja sadrZi pretpostavku da postoji samo uticaj gre-
Saka datih veli¢ina, a ne i njihove zavisnosti. Ovo s toga, §to matrica datih
velitina Q: ima elemente razli¢ite od nule samo na glavnoj dijagonali, tj. ona
je sratunata uvodenjem pretpostavke o nezavisnosti izravnatih veli¢ina u
mreZi viseg reda. Zatim je prikazan i odgovarajuéi naéin odredivanja nadmor-
ske visine repera mreZe niZeg reda primenom klasiéne metode najmanjih kva-
drata (k.m.n.k), kao i uporedenje obiju naéina.

Kad su merenja homogene tatnosti, a reperi mreZe viSeg reda podjednako
udaljeni od repera niZeg reda, oba postupka izravnavanja daju za vektor nepo-
znatih veli¢ina identi¢ne rezultate. U tom slu¢aju greske datih velitina ne gola-
ze do izraZaja. One se uzimaju u obzir jednostavno tako da se, pri obrazovanju
jednatina odstupanja u postupku izravnanja, broj jednaéina odstupanja poveca
za fiktivnu jednaéinu odstupanja.

U ovom radu se ne ¢ini pretpostavka o nezavisnosti izravnatih veliéina,
nego se polazi od toga, da su one u slobodnoj mreZi u korelacionom odnosu.
Znati, u procesu izravnanja uzeti ée se u obzir svi, a ne samo elementi na
glavnoj dijagonali matrice datih velid¢ina Q:. Zelja je da se ukaZe, da se u
postupku izravnavanja uvritene nivelmanske mreZe, primenom k.m.n.k., moze
uzeti u obzir i jedinstveni uticaj greSaka datih veli¢ina i njihove zavisnosti,
uvodenjem dodatne fktivne jednadine odstupanja.

Medutim teorijsko uopstenje ovako formulisanog problema je tefko dati,
usled veoma komplikovanih izraza kojima bi trebalo operisati. Razmotrimo s
toga slu¢aj odredivanja kote repera uvritene mreZe A, kada su nivelanja ostva-
rena prema sl. 1.

Pri izravnanju primenom um.n.k jednadine odstupanja glase
v=Lx+ M +1 (n
gde su
VI = | v, vy v,y V| LT = [|a,852,1 || ET = || AH, AH, AH, ||, X = AH,
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SL 1

b,

0 |
:% 0': fi=H —h
M = '0 ’b ‘ F=!]f1f=fs'1l ! w+Ha '
3 I| I=1.1,3

Veza izmedu ¢lanova koeficijenata jednadina odstupanja L i matrice koefi-
cijenata datih veli¢ina M, data je relacijom

oz

ot L=

ay= — b= +1

1=1,2.3
Slobodan ¢&lan koji sadrzi greike datih i merenih veli¢ina iznosi
I=1+ Mg )
te jednadine odstupanja (1) glase
v=1Ix+1 3
Korelaciona matrica se dobija iz (2)
QG=Q+MQ: M” 4

Ako je reper A, u skladu s vaZeéim propisima o rekognosciranju repera,
podjednako udaljen od datih repera 1, 2 i 3, tada je (4)

Qi=E + MQ: M” (s)

Matrica datih veli¢ina Qi dobijena u procesu odredivanja repera u slo-
bodnoj mreZi, prema napred iznetom, ima i elemente van glavne dijagonale
razli¢ite od nule, tj.

Q11912 91a
Q: = [[91292: 928
Q13923 Qaall

(6)

Medutim, kad je data nivelmanska mreZa izravnata po postupku izravna-
nja mreZe sa minimalnim tragom, prema [1] ili [2], matrica (6) poprima izgled

Q11 D12 9ae |
Q12911 92
Q12912 9

Q; = M
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Nadimo proizvod matrica M QEMy, imajuéi u vidu i osobinu matrice (7),
da je zbir njenih vrsta ili kolona jednak nuli

dq a, a, qy 2 834, 0
4; 43 Qg A a, a3 Q44 0
M Q: MT = 8
Q 2 83 q;y @ 83 Qg qn 0 ®
0 0 0 0
MatriceQ; i Q' iznose
any + 1 a, 3 Qi3 8; 8 Gy 0
a, 3 g;3 qu + 1 a, a3 q;; 0
Q_ == 1 : ] 2 9
: 8 3; Qi3 8, 3 Gy qu + 1 0 ®
0 0 0 1]
|l Qu+qut1 0 - g, dy Q12
Q'= 1 l —2 8 G Qu+detl —2 8 dn
Qu+D@Qu+q+1)—2a%|[—2a 28 duu—2 a8 Qg 9+t 1
0 0 0
g |
0 (10)

@u+D@n+aqe+1)— 29},

Ovako odredena korelaciona matrica Q\'' obezbeduje ravnopravno odredi-
vanje kota repera uvritene mreZe A, primenom um.nk. i kmnk, obzirom
da va%i relacija L'Q;' = LT. Time je eliminisan uticaj greSaka datih veli¢ina
i njihove zavisnosti. Ispravnost gledista da korelaciona matrica ima kompen-
zaciono svojstvo i u sluajevima kad se reper A odreduje od cetiri i viSe datih
repera, treba da potvrde rezultati brojnog primera koji sledi. Rezultati brojnog
primera, takoder, treba da potvrde i realnost utinjenih predpostavki u [3],
gde je puna matrica datih veli¢ina aproksimirana matricom dijagonalnog oblika,
tj. slutaj kad se odvojeno razmatra uticaj greSaka datih veli¢ina od njihove
zavisnosti.

Razmotrimo jos i ocenu taénosti uz napomenu, da nju treba realizovati na
bazi stvarnih rezultata merenja. Otuda vrednost v’ Q; v treba ralunati iz
stvarnih popravaka merenja (izostavljanjem fiktivne vrednosti popravke). Broj
stepeni slodobe se, sledstveno tome, odreduje iz broja stvarnih merenja.

Na osnovu izloZenog, procena standardnog odstupanja jedinice teZine glasi

- vTQf'S__
o V e (11)

gde su
b, 0 0| ‘aﬂ".
0b,0l; A=a|; N-U=3-1=2
00 byl |, !

Qi = E + BQ: BY;B=

- a procena standardnog odstupanja nadmorske visine repera A iznosi

- vT QT’ v
2 Vz ArTQ L (2
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Kad se izravnanje ostvaruje primenom k.m.n.k., tada se procena standar-
dnog odstupanja jedinice teZine ra¢una prema izrazu -

tho = V—_ S ._.;'T. Q' a3
N—-U+tragQr'BQ:BT —tragQr'BQz BT Qi ! A(ATQ;' A)~! AT
gde su
Q' =P, = E; VI Qi § =§:l¥, vi; tragBQ: BT = 3q,,
trag B Qz BTA (ATA) 'AT = q,; + 29, = 0
te je

iy ,
[, = . b (14
& V 2 + 3qy s
dok procena standardnog odstupanja nadmorske visine repera iznosi

—_ - — ;:T ;r‘ <
= e 15)
Ha = o V' QHa Ha V @ ¥ 3a, @)

Brojni primer
1. Nivelmanska mreZa na sl. 2 sadrZi 5 repara

U postupku kompleksnog izravnanja odrediti najverovatnije vrednosti kotc
repara 1,2,3 i 4 date i kotu repera A uvrStene mreZe, na osnovu datih i merenih
podataka

Priblizne vrednosti kote repera jesu:

H,y = 1,000 m;  Hg, = 3,000m; Hy, = 0,000m; H,, = 2,000 m; Hoa = 1,500 m
Merene visinske razlike izmedu repera su
h; = 2,000m; h, = 3,021 m; h;=1,990m; h, = 1,000m
hy =0.504m; hy=1,510m; h, = 1,492m; h, = 0,496 m

204



Rastojanja izmedu repera iznose
Sy ™ Sg = 8, &8, = 1 km.
Sa1 = Sas & Say & Sy = 0,707 km.

Jednatine odstupanja glase

v, s g 0 00 0
fvy 0x%1—1 0 O =71
AH
Vs 0 0=1E%1 0 AH‘ 10 |
i v, -1 0 0+1 0-'AH!-- 0
vell 5ll—1 0 0 041} _\H“-T = !
| vgll 0+1 0 0-1 _\H* — 10
v, | 0 =1 gk pjthesd - 8
Ve 0 0 0+1—1 4
Obrazujmo matricu teZina
1 0 o0 0 0 o0 O
6 <% g0 ol o0 ol
| 01 0 0 0 0 0
o 0 0 1 0 0 0 o0
P=io 0 0 0 141 0 0 0
‘0 0 6 0O 001,41 0 O
<0 ¢ Jeaa 0 0 {41 D
il s M R O T (8-
a zatim normalne jednaéine
IE + 341 — 1 0 =i 1,41 ” AH, ) :i F 5,641 ”0;!
| =1 4941 —1 0 — 141 ;—3510 0
0 —1 3411 1,41 || |+ [|< 028!l =] ol
i 0 —1 4341141 AHJ + 15,64 | 0
— 1,41 — 1,41 — 1,41 — 1,41 + 5,64 || AH, L 14,10 0
Obrazujmo matricu i vektor
1 9 0—I1=1 0 0 0
AT | T1+1 0 0 041 0, 0
b 0— =4 @9 B D—=1!%
0 041-+1> 0 0 041
F3.40 —1 0~ =1 i 141
=9 341 =i 0 =14l
N T >
IR 1 +341 -1 —141
1 0 —1 43,41 — 1,41
i+3,41 — 1 0 1 L+ 5,64
-1 +341 -1 0 e aTwe 35,104
ATpA = 0 =1 341 =1 ; TeAppE=H 0,28
—1 o -1 3,41 i 15,64 ||

a zatim matricu
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'+ 15,6162, — 4,8319 + 3,9881 — 4,8319 |
[l — 4,8319'—]— 15.6162 — 4,8319 4 3,9881
3,9881,— 4,8319 + 15,6162 — 4,8319

| — 4,8319+ 3,9881 — 4,8319 + 15,6162

NTN =

i inverznu matricu ove matrice

|| + 0,076 6906 + 0,016,6079 — 0,009 3079 -+ 0,016 €079
N1 = || — 0016 60797 0,076/6906]%_0,016 6079 — 0,009 3079
| — 0,009 3079_0,016/6079 0,076 69061L_0,016 6079 |
|+ 0,016 6079]—.0,009.3079 10,016 6079 + 0,076 6906 ||

Vektor traZenih veli¢ina iznosi

[l AH, | ~ 1,515 mm. !
(AH,| |+ 9,087 mm.|
Xy = — N(NTN)Ylv= " AH,ll = '. L 0,221 mm. |
lan,| |l—s793 mm. |
AH;| | —2,000mm.!

Najvjerojatnije vrednosti kota traZenih repera su

H,=0998485m  H, = 3,000087m H,=0,00022Im H, = 1,904207 m
H, = 1,498 m

2. Uzmimo sada da reperi 1,2,3 i 4 pripadaju datoj a reperi A uvrStenoj
mrezi. Odredimo kote repera date mreZe 1,2,3 i 4 na sl. 3, postupkom izravna-
nja datih mreZa sa minimalnim tragom. Dobijeni podaci ée posluZiti za odre-
divanje kote repera uvritene mreZe, primerom u.m.n.k.

1

Sl 3

PribliZzne vrednosti kote repera su
Hgy, = 1,000 m; H,, = 3,000 m; Hys = 0,000 m; Hye = 2,000 m
Merene visinske razlike su

h, = 2,000 m; hy = 3,021 m; h; = 1,990 m; hy = 1,000 m



Jednatine odstupanja glase

vy | -14+1 0 0 AH, 0
val| 0+1—1 0 AH,| |[[—21
vall 0 0—1-+1( |[AH,|™ |l+10
= ~1 0 o+1] [lanl || o
Obrazujmo matrice i vektor
|—l+l 0 0‘ —14+2—-1 0
AT=|l 0—-1-1 0 Nt = ATA= 0—1+2-—1
0 O+ 1+41]| =1 0-—142|
}4-2—1 0 "—21
ATA =l —-1+2-1 \:A"T—l-,-]l
|l 0o—1+2| i+ 10
Vektor nepoznatih veli¢ina i korelaciona matrica iznose
|;:\1—11| ||+1375mm|
AH 9,125 mm
=Ff = — TN)-1y = | ! ] |
i RQEH* 3 !—4125mm‘
AH‘| u—esvsmm
+5—-1—-3—1
Q.= Q¢ = (NTN)~* AT A, (NTN)=! NT = L i St =3}
? s 6| -3—-1+5-1]|
| -1—-3—-14+5]|

I
3. Odredimo kotu repera neslobodne mreZe A na sl. 4, prema datim i me-

renim podacima, uzimajuéi u obzir greSke datih veli¢ina i njihovu zavisnost
(vektor i puna matrica datih veli¢ina iz zadatka (2)

SL 4

Priblizna vrednost kote repera A je H,, = 2,000 m
Merene visinske razlike iznose

h, = 0,504 m; h, = 1,51 om; h, = 1,492 m; hy = 0,496 m
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Jednatine odstupanja glase

| v + 1 -1 0 o0 of,, — 4
v, ~1/| L o+1 0 0 lig‘ —10 |
iVa||=||+1||AB.+] 0 0-—1 o;IAI—I‘ ' 8
| v | i | 3
[va —1| 0 "0 0+1|fr * 4
[vell -1 f+1+14+141 )" 0
Korigujmo prvo slobodne &lanove
— 4 =F 90 0y o — 5,38
- 10 0+1 0 ofifl & o0, —~ 0,88
I=1+M-E= 8 0 0—1 ojjl " oll=|+1212
4 0 0 o+1fff o ~ 2,38
0| FI+1+1+1 ’ 0
Proizvod matrica M Q¢ MT iznosi f
| + 0,3125 + 0,0625 — 0,1875,+ 0,0625 0
+ 0,0625 + 0,3125 + 0,0625 — 0,1875 0|
M Q:z MT - 0,1875 + 0,0625 + 0,3125 + 0,0625 0 ||
£ 0,0625 — 0,1875 + 0,0625 + 0,3125 0
0 0 0 0 0
Sra¢unajmo matrice Q, i @
+ 1,3125 -+ 0,0625 — 0,1875 + 0,06250
£ 0,0625 + 1,3125 -+ 0,0625 — 0,18750
Qi = — 0,1875 + 0,0625 + 1,3125 = 0,06250
+ 0,0625 — 0,1876 -+ 0,0625 + 1,31250
0 0 0 0 |
{0,783 3333 — 0,5 £ 0,116 6667 — 0,5 0
— 0,5 i 0,783 3333 - 0,5 + 0,116 6667 0
Q' = + 0,116 6667 — 0,5 + 0,783 3333 — 0,5 0
~ 0,5 i 0,116 6667 — 0,5 + 0,783 33330
0 0 0 0 1
N=LTQ;'L=s5; n=L7TQ ' 7= 10; X,=AH,= —N-'n= —2mm
Hy=H,  + AH, = 1,498m; vT= | — 7,38 + 1,12 + 10,12 — 0,38 |

vE= Qi 'v = 106,25 539

I/ms,z}s 39 . £ 508
T ,
Ha = [y Tade 2,66 mm.

4. Odredimo kotu repera uvritene mreZe A na sl. 4 prema podacima zadat-
ka 3, izuzev 3to se iz zadatka 2 uzimaju samo elementi sa glavne dijagonalne
matrice Q. tj.

x = [kl Ky = | s
Qe 13 101 ij l 0

1=
i#j)

. x - -
Matrice Q; i Qj sada iznose
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lekizk 0,0 0 0—5
J I 9+21 0 048
Q= 0 0+21 O0-— 5
0 0 O0+21+ 5l

e N I S

+0,79088 —0,02896 + 0,02896 —0,02896 + 0,12192
—0,02596 + 0,79088 —0,02896 + 0,02896 —0,12192
Q{t = | +0,02896 —0,02896 + 0,79088 —0,02806 + 0,12192
—0,02896 + 0,02896 — 0,02896 + 0,79009 — 0,12192

|| +0,12192 —0,12192 f 0,12192 - 0,12192 + 0,51216 ||

N=LTQj'L =5; n=LETQi ' I'=10; Xy = AH, = —2mm
H, = Hoa + AH, = 1,498 mm;  vT =l —7,38'+ 1,12 + 10,12 — 0,38 !
vI Qi 'v = 120,59

’ .
120,59
=== £634
o l/ 3

Ba = HV—%- = + 2,84 mm

5. Odredimo najzad i kotu uvritene mreZze A prema podacima zadatka 3,
primenom k.m.n.k

Q'=P =E
N=LTL=35; n=L*] =10; X=AH,= —2mm
H, = 1,498 m; VI = || — 7,38 + 1,12 + 10,12 — 0,38 || vTv = 158,2776
1 vivy 1/ 1582176
BT V3 +4qy V .
1
A=) == 2,73

Analiza ostvarenih rezultata

Postignuti rezultati pri odredivanju kote repera uvritene mreZe A, i ocene
tacnosti dobijenih rezultata, ukazuju na sledece:

— vektor nepoznatih x, dobijen parcijalnim izravnanjem (uzimanjem u
obzir pune matrice Q: pri ratunanju korelacione matrice Q;' neé¢e se razliko-
vati od vektora nepoznatih x;, koji bi se dobio kompleksnim izravnanjem re-
pera date i uvritene mreZe

— vektor nepoznatih x; dobijen parcijalnim izravnanjem (uzimanjem u
obzir dijagonalne matrice Q: pri raéunanju korelacione matrice Q;' nete se
razlikovati od vektora nepoznatih xy, koji bi se dobio kompleksnim izravnanjem
repera date i uvritene mreZe

— vektor nepoznatih X, dobijen primenom k.m.n.k (parcijalnim izravna-
njem kad se ne uzimaju u obzir grefke datih veli¢ina niti njihova zavisnost)
nece se razlikovati od vektora nepoznatih x;, koji bi se dobio kompleksnim
izravnanjem repera date i uvritene mreZe
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Ocena ta¢nosti nepoznatih veli¢ina, u svim ovim sluéajevima je ista, unutar
granice taénosti ratunanja.

Na osnovu teorijskih zakljutaka i analizom postignutih rezultata, mogu
se izvesti sledeéi jedinstveni

ZAKLJUCCI

Pri odredivanju najvjerovatnijih vrednosti nadmorskih visina repera uvrs-
tene mreZe A, koji se nalazi na podjednakom rastojanju od repera date mreZe,
greSke datih veli¢ina ne dolaze do izraZaja (pod uslovom da su reperi date
mreZe izravnati postupcima prikazanim u [1] ili [2]). Ovo je teorijski uop3teno
i dokazano u [3], a sada i prakti¢no potvrdeno rezultatom zadatka 4. Medutim,
u ovom radu se pored toga ukazuje jo3 i na to, da pri odrdivanju najverovatnije
vrednost traZene veli¢ine, ne samo da greSke datih veli¢ina, veé i njihova za-
visnost, ne dolaze do izraZaja. Time je nedvosmisleno pokazano, da uvodenje
fiktivne jednacine odstupanja istovremeno predstavlja i uzimanje u obzir gre-
Saka datih veli¢ina i njihove zavisnosti pri izravnanju repera uvritene mreZe.
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REZIME

U radu se saopStava da metode izravnanja uvritene nivelmanske mreZe
primenom u.m.u.k. i km.nk, mogu biti medusobno jednake. Takva tvrdnja je
usledila nakon izvedenih dokaza i analizom postignutih rezultata brojnog pri-
mera uz uslove da su reperi date mreZe izravnati postupkom prikazanim u
[1] ili [2], i pod pretpostavkom, da je traZeni reper podjednako udaljen od
repera date mreze.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Aufsatz wird angegeben, dass man bei der Ausgleichung von
angeschlossenen Nivellementsnetzen mittels klassischen Methode der kleinsten
Quadrate und der verallgemeinerten Methode der kleinsten Quadrate zu den
gleichen Ergebnis kommen kann. Neben dem Beweis stellt der Verfasser auch
ein Beispiel vor. Dabei ist dei Voraussetzung, dass die Festpunkte im gege-
benen Netz nach in [1] oder [2] deschriebenen Verbahren ausgegliechen sind.
Weiter ist vorausgesetzt dass der gesuchte Festpunkt, von der gegebenen Fest-
punkten gleich entfernt ist.

210



