PRILOG STROGOM IZRAVNANJU GEODETSKIH MREZA
PODELOM NA MANJE DELOVE

Drago STEMBERGER — Beograd*

Razvojem ratunske tehnike, potisnuta su u drugi plan reenja, koja pruZa
teorija viSegrupnog izravnanja. Savremeni rafunari su u stanju, da odjednom
reSe Citav proces izravnanja. Prilikom reSavanja zadataka izravnanja teZi se,
da ulazni podaci ra¢unaru budu merene veli¢ine, a izlazni rezultati definitivne
vrednosti merenih ili trazenih veli¢ina, sa kompletnom ocenom taénosti.

Medutim, pogreSno bi bilo shvatiti, da dananja racunska sredstva imaju
neogranifenu mo¢. Da to zaista nije tako, mozZe se zakljuéiti i iz sledeéeg raz-
matranja:

SloZeni nauénotehni¢ki problemi, medu koje spada i izravnanje veéih geo-
detskih mreza, najefikasnije se refavaju kori§tenjem matri¢nog aparata. Neki
zadaci se drukéije ne mogu ni rediti. Matrice pak zahtevaju veliku operativnu
memoriju racunara. Da bi se ova poteSkoc¢a ublaZzila, dvodimenzionalne matrice,
koje se javljaju u algoritmu izravnanja, predstavljaju se jednodimenzionalnim
indeksnim promenljivima. Time se broj zauzetih re¢i operativne memorije prili-
kom realizovanja simetri¢nih matrica, smanjuje gotovo na polovinu. Medutim,
dalja poteSkoc¢a proisti¢e iz vrlo Eeste potrebe, da se za razne geodetske veli-
¢ine, u FORTRAN-u moraju obezbediti dvostruke duZine reé¢i (DOUBLE PRE-
CISION), Sto povla¢i za sobom smanjenje operativne memorije na polovinu.
1z ovih razloga se na relativno velikom raéunskom sistemu, sa kapacitetom od
64 K 32-bitne reéi, moze direktno resiti sistem uslovnih jednaé¢ina ili jednadina
odstupanja, ¢ija matrica ima najviSe do oko 20.000 elemenata (npr. 200 jednagi-
na odstupanja sa 100 nepoznatih veli¢ina). Pri tome se magnetni disk koristi za
sme$tanje kompletnih matrica kao medurezultata i za sme$tanje glavnog pro-
grama i pojedinih potprograma. Time se smanjuje potreba, da veli¢ine i sve
programske naredbe budu stalno prisutne u operativnoj memoriji.

Ovakvo reSenje je najbrZe, najracionalnije i najefektivnije. Ali, kao §to se
vidi, veli¢ina, koja se ovako moze obraditi, nije ba§ impozantna.

Kompletna izravnanja veé¢ih mreZa, mogu se realizovati na dva, sustinski
razli¢ita naéina. Prvi nat¢in je dekompozicija matrica na blokove. Drugi naéin
je izvodenje programskih operacija uz stalnu vezu operativna memorija — ma-
gnetski disk. U naj¢eS¢em broju slutaja prednost ipak treba dati prvom na-
¢inu, jer je on brZi i racionalniji. Kod njega se rezultantne matrice formiraju
u operativnoj memoriji i kao celine zapisuju na disku. Kod drugog naéina ove
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se matrice formiraju na disku. Stalno traganje za pojedinim elementima matri-
ca na disku, viSestruko pove¢ava vreme izvrienja.

Dekompozicija matrica na blokove je ¢isto matemati¢ko reSenje, koje omo-
gucuje, da se operacije izmedu jako velikih matrica, svedu na operacije izmedu
manjih matrica. Specifitno geodetsko reenje zadataka izravnanja, dekompo-
zicijom matrica, je viSegrupno izravnanje. Medutim, nije samo to razlog »reha-
bilitacije« klasi¢nih reSenja viSegrupnog izravnanja, koja su ponikla u eri
raskoraka izmedu, na jednoj strani potreba, a na drugoj moguénosti, raéunskog
aparata. Evo joS nekoliko razloga, zbog kojih viSegrupno izravnanje ostaje i
dalje aktuelno:

— priprema podataka je mnogo preglednija, ako se izvodi parcijalno, po
pojedinim delovima mreZe. Iz ovakve pripreme prirodno proizlazi viSegrupno
izravnanje.

— Uklapanje novih u stare, ranije izravnate mreZe, povlaé¢i za sobom pri-
menu teorije viSegrupnog izravnanja.

— Povezivanje ranije izravnatih mreZa u celini, 3to je danas veoma
aktuelno, najjednostavnije se reSava primenom teorije viSegrupnog izravnanja.
Program za kompjutersku obradu, moze se koncipirati tako, da on prima
podatke po grupama, vrsi obradu po grupama, spaja grupne rezultate u celinu
i vrsi ocenu ta¢nosti. Ako je pri tome primenjena i neka od strogih metoda vise-
grupnog izravnanja, ovakvom naéinu obrade mreZe, ne moze se nac¢i zamerka.

Teorija viSegrupnog izravnanja podjednako uspesno reSava probleme izrav-
nanja metodom uslovnih merenja, posrednih merenja, uslovnih merenja sa
nepoznatim veli¢inama kao i posrednih merenja sa uslovima.

Problemu viSegrupnog izravnanja metodom uslovnih merenja, moze se u
principu pristupiti na dva razli¢ita nac¢ina. Prvi nac¢in je podela mreZe na pro-
izvoljan broj delova. Drugi nacin je podela uslovnih jednac¢ina na proizvoljan
broj grupa. Ako se radi o veéem od dva, broju grupa, nesumnjivu prednost ima
prvi naéin.

Ovde ¢e sada biti izlozen jedan opsti model viSegrupnog izravnanja meto-
dom uslovnih merenja, podelom mreze na proizvoljan broj manjih delova. Pri
tome naravno, podela ne mora biti zasnovana na teritorijalnom principu, veé
se delovi mogu i preklapati. Sam algoritam dokazuje, da se radi o strogom
izravnanju. Krajnji izrazi su vrlo pogodni za kompjutersku obradu. Postupak
se u izvesnim detaljima razlikuje od poznate metode Pranis-Pranevica.

Neka je u nekoj mrezi mereno s veli¢ina. Proizvoljnim delenjem mreZe na k
delova (pri ovome, naravno, izmedu susednih delova mora postojati najmanje
jedan uslov, koji te delove povezuje), dobija se i k vektora merenih veli¢ina:

LI)LZS' = ')Lk “)

pri ¢emu je:

[as = }Em (2)




Cilj izravnanja metodom najmanjih kvadrata je, da se odrede najvero-
vatnije popravke v; merenih veli¢ina 1. Vektori izravnatih veli¢ina ée dakle
biti:

L, L - - 5L (3)
gde je
(l]:;l =k) Li + V' (4)

a V; vektor popravaka dobijen izravnanjem.

Vektori popravaka odrediée se reSenjem k + 1 sistema uslovnih jednaéina,
pod zajedni¢kim uslovom V'PV = min, gde je V zajedniéki vektor podeljen na
blokove:

|V,
V= Y’ _ (5
Il Vi .i
a P kvazidijagonalna matrica tezina merenih veli¢ina
P, O I
P=| P2 | ©
‘ 0 PRJj
k delova mreze daée k sistema uslovnih jednaéina:
AV, + W, =0 ©)
=1k
gde su
‘.’a',, ay - c-oap, |
Al - || e o ‘ ®
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U (k + 1) — v; sistem uslovnih jednaéina, ulaze neophodne uslovne jednadine,
koje delove mreze povezuju u kompletnu celinu.

BiV,+ByVa+ - - - +B{Vy + W =0 (19}
gde su
| bh by - - - by | | W2 ||
| |
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Uslovne jednagine za celu mreZu, mogu se predstaviti matri¢nom jednaginom

A'V+W=0 (13)
gde su matrica A'i vektori V i W, sloZeni od blokova
Al! 0 0 i '0 WI.
0 AY0 ---0 W,
a0 0 A0 Iy IV a4
00 0 ---A} Wy
]B'lBlZB‘l"'B‘l Wy

Vektor V je definisan izrazom (5).

Do sistema normalnih jednaéina korelata dolazi se na osnovu (13) pod dopun-
skim uslovom V'PV = min:

AP-1A + W =0 as)
odnosno na osnovu (5) i (14)
N‘l‘[ 0 0 ot 0 N‘Inl KI Wi
0 N*Z“zo <+ 0 N‘z‘z KZ W,
. : . e A ; A N+l lf=0 (16)
0 0 0 S NALAK N“k’: Kk Wt
NB]A’ N'Z“l NBJAS T NBKAI Nakak | KB WB
gde upotrebljene oznake imaju znadenje:
Nam = A{P' A,
Na\lnl = A{P[' B,
Nua, = Nip, = B{P{' A, (1n

K
Nis = 2 B{ P! B,

i=1
i gde su K; (i = 1, k) elementarni vektori korelata.
Prosdirena matrica sistema normalnih jednacina (16) bice:
| NA,AI 0 +: 0 NAll] - W,
‘ 0 Nau, 20 Naw,—W;
‘ 0 0 r NAu.lk N“l:'k = WK
|N5|A] N82A2 Lz N!kAk Nnn — Wpa

L

(18)

SloZzena blokovska matrica (18), moZe se elementarnim transformacijama,
pomoéu Gausovog algoritma, transformisati u ekvivalentnu matricu kvazitrou-
glastog oblika.

Nakon prve redukcije, dobija se ekvivalentna matrica

NAIAIO w7l NAIBI — Wy
0 Nazaz L Naznz - W,
. - R . . (19)
0 0 - NaaNas, —Wi
0 Nag,» = Np_a, [Nps - 1] = [Wp- 1]



gde su

[Nps - 1] = Npa — Npa, le'é, Nalul

(20)
[Wg - 1] = Wy — Npa, NT,'AI W,

Na kraju, posle k-te redukcije, napokon se dobija kvazitrouglasta matrica,
koja je ekvivalentna pocetnoj (18). Dokaz za ekvivalentnost proisti¢e iz samog
Gausovog algoritma, koji se sastoji od niza elementarnih transformacija ma-
trica.

N"‘l“l 0 Gt Naln, — W,
0 NAzAz v:2.0 Naznz =W,
- . o . - @
0 0 .. N,‘ﬁ I‘\l’,‘kgk — Wy
0 0 -+ 0 an*k]—[W.--]
gde su:
[Nps - k] = [Nps - (k — 1)] — N"k‘L - N:\;‘Ak & Nakn:
(22)

[Ws k] =[Wg-(k—1)] — Nalak < NI,:A‘ - Wy

Na osnovu (21) mogu se napisati relacije, za odredivanje pojedinih elemen-
tarnih vektora korelata:

Ky = —[Npp-k]™' - [Wy-K]
K, =K2+F3‘Kn
Kk-l o K?-I. + FI.-], " K.

(23)
K; o Kg + Fj - K]
Kl - K? 4 Fl . Ku
gde su upotrebljene oznake:
K? — = NX’L’ - Wi
=1, K (24)

Fi = — Nk, - Nap,
Iz (24) je otigledno, da su vektori K¢ velitine, koje bi se dobile, kada bi se
pojedini delovi mreZe izravnavali odvojeno, bez vezujuéih uslova.
Opéti izraz za vektor popravaka glasi:
V=P'.A.K (25)

U ovom sluéaju, na osnovu (5), (6), (14) i (23) biée:



Vil |IP? AsKy + Pt By Ka ||
V= vllz P:'Asz*leBan‘
”Vx'. | u'AnKu+Px‘BuKsl
odnosno, upotrebljavajuci (23) i (24)
Vy =V} + P (A Fy + By) - Ky

V:=V3+PT'(Aze+Bz)Ks (26)

Vi = Vg =)z Pk_l (Ax Fx + Ba) Kp
gde su:

V#-= P! A K
=1Lk

veli¢ine, koje bi se dobile, kada bi se delovi mreze izravnali nezavisno jedan
od drugog.

Ocena taénosti:

Srednja greska jedinice tezine, odredi¢e se prema poznatom izrazu:

VIPV
) o 3 2
K = Z my +r = 3 ( 7)
i=1
pri ¢emu je:

k

VIPV = ¥ ViP,V, (28)
iI=1

Srednja greska funkcije izravnatih veli¢ina f = f (L), odredi¢e se po poznatoj
relaciji:

2l L Q= Qe (29)

mi=p P,

gde je

(30)

=G0 = IG5, 6. - - G

a Q;, korelaciona matrica, kojom se definiSe medusobna zavisnost izravnatih
veli¢ina, proistekla iz izravnanja:

Q =P-'(E— AN"!' A'P-Y) 31

(E — jediniéna matrica)

U izrazu (31), potrebno je odrediti matricu N, koja je ustvari inverzna
matrica sistema normalnih jednaéina (16). Krajnji izraz za ovu matricu, do
koga se moze doé¢i na osnovu nekoliko opste poznatih postupaka, glasi:
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Fl'[Nnn ’k]_l * F‘;F: * [Ngs * k]-’ : F%' "
k]=! - F{F; + [Ngg - k]-*- Fj.-

F,- [Ngs -

Fy < [Ngs - k]™*
[| [Nps - k]! - F{
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(32)

*Fy-[Ngs-k]~'- F{F; - [Ngp - k]?
*Faz - [Npx - k]! - F{

F; - [Nps - k]!

*Fy + [Npp + k]~ - F} Fy - [Ngp - k]!

[Ngs - KI-* ||

Na osnovu krajnjih izraza (26) i (32) je otigledno, da se ovaj naédin izrav-
nanja moze primeniti pri spajanju ranije izravnatih mreZa. Pri tom se u pot-
punosti mogu koristiti ranije dobijeni rezultati, kako izravnanja tako i ocene
tatnosti. Poto je ovo strogi nadin izravnanja, dobijeni rezultati biée identi¢ni
onima, koji bi se dobili pri celovitom izravnanju mreze.

Brojni primer:

Centralni sistem (sl. 1), opaZan je po pravcima girusnom metodom. TeZine
pravaca su medusobno jednake. Isprekidanom linijom ova mreza je podeljena
u dve grupe.

| 3

Sl. 1 Skica mreze

11



Podaci merenja:

stanica pravac merenje
1 1 0 00 00
2 44 52 00

3 94 24 54

4 0 00 00

2 5 48 06 11
6 95 53 43

7 0 00 00

3 8 40 15 48
9 80 36 09

10 0 00 00

4 11 89 05 26
12 46 35 00

13 0 00 00

5 14 87 20 36
15 178 54 02

16 276 08 00

Vektori merenih veli¢ina za I i II deo mreze su:
{=|lasazayo ooy tyatyyel|
3= || oy s ot g oty g Gyg %y ||
Uslovna jednacina I dela glasi: |
“vitvi—vViet Vi FVia—Vie—6=0
Uslovna jedna¢ina II dela:
— Vet Vs —Vg—Ve —Via +Vis—2=0
Vezujuée uslovne jednaéine:
—Vyi+Vva—Vs+Ve—Viz+viet+8=0
— Vit ve— Vi +Via—Vis+Vvig+12=0
— 2,1vy + 3,9v; — 1,8vy — 1,9v4 + 3,8vs — 1,9v¢ — 2,5v; + S,0ve — 2,5v9 — 2,0v0 +
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+ 4,3\’]1 - 2,3\';3 — 20,9 =0
Na osnovu ovih podataka mogu se formirati matrice:
Af=|l 0—-11-1 10 1-1]
Af=|l-1 10 0-11-1 1]
e 1 0 0 0 0 =1 0
Bf=l 0 0o o0 o0 —1 1 o 1
—21 39-18-20 43-23 0 0
0 —1 1 0 0 0 1

0
B} = 0 0 0 -1 1 1] 0—-1
=19 38-19-25 50—-25 0

Vi=llvivaviviovyvia ViaVie ||
Vi=||vavsvevs; vg vo VieVis ||
1= —6]| Wae= || -2
{ 8
We = 12
— 20,9
Na osnovu ovih:
59 1 _ 1]
b IR
Nap, = | —2-2 06 || Nagn, = || =2 -2 -1,8 I
6 0 -03
Nn. - 0 6 0,9
0,3 0,9 109,8

4,666 —1,334 —0,1
[Nps - 2] = || —1,334 4,666 0,5
-0,1 0,5 1092
5,332
[Ws:2]= 9,333
—20,9
0,233 0,0667 —0,0001
[Nes-2]-*=| 0,0667 0,2335 —0,0010
—0,0001 —0,0010 0,0092
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—1,869
Ks = || —2,556 {
0,202 ||
I, =10,3330.333 —0,1 || F, = [0.3330,3330,3 |
Ky=|1] = |[0,333 |
o| 10,33
|- 033 |
1 | o
=, vy =
i 1 2 033
o 0,33 |
\ 1 ~0,33 ||
| —1] 0,33 ||
K, = || — 0,494 | K, = || —1,080]|
| 4] | o7
06 | | 16|
09 | [—22 |
0,1 | 2,0
Va=1i a9 [ Va ""E ~0,5 |
Il —3,0 || | —1.6
1,4 | | —o0,8 ||
| —2,1 | I 1,5

Ocena taénosti

a) Srednja gredka jedinice teZine odreduje se prema (27)

" V;’_(\,92 F17.59 _ 2,98"

5
b) Srednja gre$ka ugla < 14—13

Koleraciona matrica, odredena parcijalno na osnovu (31), data je u celini
tabelom I.

ft=1000000—-1000000010]]
f1Q.’ f = || 1,268 |
Com? 14 —13=p2ft Q.  f= 11,2603
m < 14 — 13.= + 3,35”
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KRATKI SADRZAJ

Pri izravnanju veéih geodetskih mreZa uz primenu digitalnih elektronskih
radunara srednje veli¢ine, namece se problem oskudice u operativnoj memoriji
ra¢unara. Ovaj se problem, manje ili vise efikasno, re$ava na razne natine. Vrlo
efektno refenje, pruza ve¢ pomalo zaboravljena, teorija viSegrupnog izravnanja.
U ¢lanku je dat jedan model viSegrupnog izravnanja po metodi uslovnih me-
renja, podelom mreZe na proizvoljan broj manjih delova. Osim algoritma izrav-
nanja, prikazan je i algoritam ocene taénosti. Izravnanje i ocena tatnosti, ilu-
strovani su brojéanim primerom na jednoj minijaturnoj mreZi.

ABSTRACT

During adjustment of larger geodetic networks with use of digital middle
size computers, occurs problem of insuficient operative memory. This problem
can be, more or less efficiently solved by various calculating technics. Very
effective result can be obtained by a little forgotten theory of multigrouped
adjustment. In this paper is done one model of mutigrouped adjustment using
method of conditional measurement by dividing the whole network into selec-
table number of smaller particles. Except of adjustment algoritm it is also
shown algoritm of accuray estimation. Adjustment and accuracy estimation are
also illustrated by digital exemple from one miniature network.
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