APROKSIMACIJA POLINOMOM

Ladislay FEIL — Zagreb*

U geodeziji desto susreéemo slijede¢i problem: odredene totke poloZene su
po nekoj krivulji, medutim podaci mjerenja koji se odnose na poloZaje totaka
odstupaju i lijevo i desno od krivulje. Funkcija y(x) karakterizira trazenu kri-
vulju koju aproksimiramo polinomom p(x). Polinom p(x) koristi se dakle kao
zamjena za funkeciju y(x). Glavni razlozi zbog Cega se vrii ta supstitucija su:
polinomi imaju jednostavni oblik i lako ih je sra¢unati, te njihove derivacije i
integrali takoder imaju oblik polinoma.

Razliku y(x) — p(x) = v nazivamo pogreskom aproksimacije. Centralna
ideja je aproksimacije posti¢i $to manje pogreske v. Taj kriterij mozemo zado-
voljiti na viSe nadina, a jedan od njih je i geodetima dobro poznata Gaussova
metoda najmanjih kvadrata. Provodenjem te metode nalazimo najvjerojatnije
vrijednosti karakteristika polinoma.

Op¢i oblik polinoma r-tog stupnja je:

PX) =8, % +8,_ X1+ - tazx*+a;x+ ae

X, y; i = 1,2 3,...n) su poznati diskretni (mjereni) podaci. Kod toga da je
izjednatenje moguée mora biti kako je poznaton > r.

Gaussova ideja sastoji se u tome da naginimo sumu kvadrata pogresaka
aproksimacije minimalnom [vv] = min.

k
wl= X (vi — a,xX[—a,_ (X[~} - - - —a;x{ — a1 X; — 80)* = min
I=0
S obzirom da su x;, y; mjerene veli¢ine iz njih treba iskljuciti slu¢ajna od-
stupanja mjerenja. Na taj nac¢in dobit ¢emo pravilnu krivulju, najéeS¢e pravac
ili krivulju drugog odnosno treéeg stupnja. Prikazat ¢emo pravac i krivulju
drugog stupnja, dok za krivulje viSeg reda valja primijeniti analogni postupak.
Linearni polinom opéenito ima oblik
p(x)=Ax 4B N
Prema Gaussovoj ideji mora biti
Lk
[vv] ',=§IE° (vi — Ax; — B)?> = min. @)

Ispunjenjem matemati¢kog uvjeta minimuma imamo
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Uvedimo simbole:
ay = i x§
- )
Be= X xty
=0

Gornje jednadZzbe dobijaju tada oblik dobro nam poznatih normalnih jednadzbi:
A+, B—f, =
ot.A-i-fan—zo*‘O &
Kod toga je
ap=n+1 ay=Xx, «;=3x}, Bo=Zy, i P1=Zxy
RjeSenjem normalnih jednadzbi Gaussovim algoritmom nalazimo nepoznanice
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Polinom drugog stupnja opéenito ima oblik:
p(x)=Ax*+Bx+C €)

Analognim provodenjem Gaussove ideje imamo
[wl = 3 (v; — Ax} — Bx, — C)* = min. ®
i=0

Ispunjenjem matematitkog uvjeta minimuma dobijemo
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Koristeéi simbole (4) dolazimo do slijedeéih normalnih jednadZbi

¢4A+¢:B+0¢zC—B;‘=0
G;A+N;B+=1C—B;=0 (10)
02A + o B+ aC—Po=0

Kod toga je

ﬂg=n+l, a‘=le, E2=2x1’, a3=zx3,, ﬂ.3=z!1,
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RjeSenjem normalnih jednadZbi Gaussovim algoritmom nalazimo nepozna-
nice: A, BiC.

Kontrolu ra¢unanja provodimo pomoc¢u [vv] na tri na¢ina prema poznatim
izrazima posrednog izjednac¢enja.

Srednju pogresku pojedinog mjerenja ratunamo
n — broj mjerenja

A V vV
m= o+ == bt
a—r
r — broj nepoznanica.
Srednje pogreSke nepoznanica ratunamo takoder prema poznatom postupku
posrednog izjednacenja.
Primjer: odredi funkciju promjene atmosferskog pritiska mjerene na stajaliStu
u jednakim vremenskim intervalima.

Podaci mjerenja:
vi (Torra)

.. 759,2
. 158,5
.. 759,8
.. 759,0
.. 759,3
.. 759,1
.. 760,1
.. T61,0
.. 7615
. 762,1

X

O =1 U W= O

-]

a) Pretpostavimo prvo linearnu funkciju
p(x) =Ax + B

Koristeéi izraze (4) i (5), te rjeSenjem normalnih jednadibi nalazimo

A =034
B = 758,43
[vv] = 3,31

Prema tome traZena funkcija imat ¢e oblik:
p (x) = 0,34x + 758,43
b) Pretpostavimo sada funkciju drugog stupnja
p(x) =Ax*+ Bx + C

Analognim koriStenjem izraza (4) i (10) te rjeSenjem normalnih jednadzbi
nalazimo: -

A = + 0,061

B = — 0,208
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C = 759,159
[vv] = 1,34

Trazena funkcija ima dakle oblik:
p(x) = 0,061x* — 0,208x -+ 759,159
¢) Pretpostavimo na koncu funkciju treéeg stupnja
px) =Ax*+ Bx*+Cx+ D
Koristeéi izraz (4) formiramo slijede¢e normalne jednadzbe:

oA +o,B +e,C+aD—f3,=0
A +o,B +a,C+a,D—fB, =0
oA +o,B +e,C+a,D—f, =0
oA +o.B +a,C+aD—f,=0

RjeSenjem normalnih jednadZbi nalazimo

A = —0,00001
B = + 0,0609
C = —0,2082
D = + 759,1591
[vww]l= 1,34
Trazena funkcija poprima oblik:
p(x) = — 0,00001x* + 0,0609x* — 0,2082x + 759,1591

Usporediv$i sve tri pretpostavke nalazimo da linarni oblik traZene funk-
cije nece zadovoljiti, a da oblici krivulja drugog i treéeg stupnja jednako dobro
zadovoljavaju. Radi jednostavnosti preporu¢a se upotreba krivulje drugog
stupnja.

Pokus naravno mozemo i dalje nastavljati krivuljama drugih oblika.
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SAZETAK

Aproksimacija pomoéu polinoma u geodetskoj praksi moze korisno poslu-
ziti u problemima gdje je potrebno pronac¢i neku funkciju koja ¢e se na moguéi
najbolji na¢in prilagoditi odredenom nizu to¢aka. Razliku y(x) — p(x) = v nazi-
vamo pogreSkom aproksimacije i treba ih naravno svesti na razumno male
veli¢ine. Ovaj kriterij moZemo zadovoljiti na viSe nadina, a jedan cd njih je i
dobro poznata metoda najmanjih kvadrata.

SUMMARY

Approximation by polynomials is very useful in geodetic practice for all
the problems where it is important to find a function which will be the best
way to adapt a determined point series. The difference y(x) — p(x) = v is the
error of approximation and the central idea is, of course, to keep this error
reasonably small. This criterion we can satisfy in various ways, one of which is
the well known least squares method.
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