ODREDIVANJE NADMORSKE VISINE REPERA NIZEG RE-
DA UZIMANJEM U OBZIR GRESAKA DATIH VELICINA

Ivan MOLNAR — Novi Sad*

UvoD

Izu¢avanjem istorije postanka geodetskih mreZza moZe se ustanoviti da su
one nastale u razli¢itim vremenskim epohama. Ukoliko se bogata riznica mere-
nja i podataka geodetskih mreZa Zeli koristiti, a to je sasvim realno i moguée
u nas, tada su teorijski ispravna samo stroga reSenja odredivanja novopostav-
ljenih taéaka ili pridodatnih mreza.

Strogim izravnanjem (kompleksno izravnanje), sve merene veliéine, do-
bijene u razli¢itim vremenskim epohama i heterogene ta&nosti ukljutuju se u
izravnanje. Prakti¢no, pri svakom uklju¢ivanju novih tataka u mreZe nastala
bi promena svih koordinata u mrezi. Ova stalna promena koordinata tataka u
mreZi stvorila bi velike tehni¢ke i administrativne teSkoce, te se stroga resenja
u drZzavnim mreZama i ne primenjuju.

Zelja je da se koordinate tataka mreZa visih redova smatraju »datime
tatkama za mreZe niZih redova. Ovo se postiZe na taj nacin Sto se merenja u
mrezama visSih redova izvode sa taéno$éu znatno veéom nego merenja u mre-
Zama nizih redova (odnos standarda merenja se bazira na teorijskoj postavci o
principu beznaéajnosti uticaja).

Medutim, usavriavanjem metoda rada i napretkom tehnologije izrade geo-
detskih instrumenata kao i njihovom upotrebom u savremenim geodetskim

mreZama sve viSe dolazi do »neslaganja« pri uklapanju novih merenja u stare
mreze, :

Takva kretanja su u geodetskoj nauci, u novije vreme, podstakla istraZiva-
nja o greSkama datih veli¢ina i njihovom uticaju na nova merenja i trazene
rezultate.

Obrada podataka merenja uzimanjem u obzir greska datih veli¢ina i nji-
hove zavisnosti je veoma sloZzen posao. Obavljanje ovog posla, pored visoke
struénosti, menjanja ustaljenih metoda rada i nekih pravilni¢kih propisa, zahte-
va i znatno viSe vremena rada, iako se danas$nja rafunanja izvode uglavnom
uz pomo¢ elektronskih raéunara.

Usled toga, opravdano je razmotriti moguénost iznalaZenja uproSéenijih
izraza za odredivanje prostornih koordinata geodetskih taaka i ocena njihove
tatnosti uzimanjem u obzir greSaka datih veli¢ina, odnosno, neophodno je ispi-
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tati, pri kojim uslovima i pretpostavkama greske datih veli¢ina nemaju uticaj
na odredivanje najverovatnijih vrednosti traZenih veli¢ina.

PROBLEMATIKA

Za drzavne trigonometrijske i nivelamanske mreZe postavlja se zahtev da jed-
nom odredene prostorne koordinate tataka budu nepromenljive veli¢ine, zbog
njihove kontinuirane upotrebe i prakti¢ne nemoguénosti da pri svakom uklju-
¢ivanju novih tadaka nastane promena svih koordinata tataka u mreZi.

Medutim, teorijska istrazivanja izvrSena u novije vreme pokazala su da
se u tatkama, odnosno reperima mreza vidih redova manifestuju greske datih
veli¢ina, koje bi trebalo uzeti u obzir pri odredivanju tataka, odnosno repera
mreZa nizih redova. Ovo je narotito izraZeno prilikom »uklapanja« merenja ve-
¢éih taénosii u driuvru mrezua.

Zbog ovih uklapanja merenja vete tafnosti u merenja manje ta¢nosti a
i cbzirom na napred refeno, neophodno je razmotriti moguénost odredivanja
najverovatnijih vrednosti koordinata trigonometrijskih ta¢aka i nadmorskih
visina repera drZzavne mreZe.

U ovom radu razmotrit ée se naéin izravnanja, pri kome greske datih veli&i-
na, uz izvesne realne pretpostavke i u odredenim uslovima, ne uti¢u na najvero-
vatnije vrednosti traZenih veli¢ina. Prikaz ¢e biti dat na modelu nivelmanske
mreZe, u kojoj se odreduje najverovatnija vrednost nadmorske visine repera
mreZe niZeg reda.

1. Slobodna mreZa (mreZa viSeg reda)

Izravnanje mreZe viSeg reda treba ostvariti polazeé¢i od toga, da svi reperi
viSeg reda budu varijabilne veli¢ine, tj. da svi reperi dobijaju popravke. U
postupku izravnanja, istovremeno, treba izvrsiti i realnu procenu standardnih
cdstupanja nadmorskih visina repera. Dosada su, kao §to je poznato, vrednosti
standarda nadmorskih visina repera bile u zavisnosti od izbora poéetnog
(datog) repera mreze,

Ako u slobodnoj mrezi ima N merenih i U traZenih veliéina, jednatine
odstupanja glase:

v=Ax+f (n
gde su
vE = |lvyvy oo vl x" = ||AH, AH, -+ - AHy||

:ﬂl b[ 0 -0 0 |
e ||O82b2zz0 0| e S
i 000 'bN—-LO j _”l 2" InN||

000 -ay  bn||

Elementi matrice A imaju vrednosti

a=—b=+1

i=12---N
Sto ¢e reéi da u svakoj vrsti matrice A ima po dva elementa razli¢ita od
nule, od kojih je jedan -+ 1 A drugi —1. Koji je od njih »+« a koji »—«
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zavisi od smera penjanja terena, obitno naznafenog na Semi slobodne mreZze.
Koriste¢i uslov minimuma

v’ pv = min, €]
dobijaju se normalne jednaéine
Nx+n=0 3)
gde su
|dy* I
. d,* f
N = A'p A; n= ATpf; p=|l : I
| .
‘| dy*

Pri pravilnom rekognosciranju repera mreZze viSeg reda, realizuje se pra-
vilni¢ka odredba da reperi budu postavljeni na medusobno podjednakom
rastojanju, te matrica teZina p prelazi u jedna¢inu matrice E.

| 1
Sada bi se vektor nepoznatih veli¢ina mogao neposredno odrediti iz (3)
x=—N-!n, C))

za slutaj kad bi se defekt normalnih jednatina (u nivelmanskim mreZama
d = 1) otklanjao time 5to bi se jedan od repera usvojio kao »dati« reper.
Medutim, obradu podataka merenja treba izvr§iti, prema napred iznetom
zahtevu, na nain da svi reperi u procesu izravnanja imaju istu ulogu, tj.
da svi reperi u slobodnoj mrezi budu traZzene veli¢ine. U takvom slucaju
normalne jednaine su singularne, te se inverzna matrica matrice N ne mozZe
odrediti.

U cilju jednoznaénog odredivanja vektora nepoznatih veli¢ina, u smislu
pomenutih zahteva, neophodno je sem uslova (2) zadovoljiti jo3 i neke druge
dopunske uslove. Prikazimo ukratko, u nastavku, postupke koje je primenio
Mittermayer [1] i Mihailovié [2] a zatim neS$to Sire i postupak dodatne fiktivne
jednadine odstupanja. Ovim postupcima se prevazilazi problem singularnosti
normalnih jednadina i ostvaruje realna procena tatnosti repera u slobodnoj
mrezi.

1.1. Postupak Mittermayera
Pored uslova (2) postavlja se naknadni uslov
X" X = min, (5

na osnovu (2) i (5) dobijaju se vektori traZenih veli¢ina i korelaciona matri-
ca, [1]:

x=£=B(BB) 'R (6)
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Q.=Q:=B(BB)"!'B(BB)""B n

B=ATpA=ATA; R=ATpf=ATf

1. 2. Postupak Mihailovica

Obzirom da je rang matrice jednadine odstupanja u nivelmanskim mre-
zama r = U—1, to se obrazuje redukovana matrica jednaéina odstupanja A,
sa N vrsta i U —1 kolona

la,;b, 0 0 0
0 az b; 0 0
Ay = || s
/0 00 L - Y bn-|
H0:0 0 - © an |
U ovom slu¢aju normalne jednaéine glase
N'x+w=0 (8)

gde su
NT'= AT, pA=AT; A: w=AT, pf=A%f
Vektor traZzenih veli¢ina i korelaciona matrica su prema [2]

x=E=-—NN'N)"'w )

Qi=Q:=NNN)"“A", pA, (NTN)"“N" = N(N"TN)"* AT, A, (NTN)""NT" (10)

1.3. Postupak dodatne fiktivne jednacne odstupanja

Pored uslova (2) postavlja se jo§ i uslov
STx =0 (1)
gde je S vektor sopstvenih vrednosti
Sha 1 Li<ae 1!
koji zadovoljava relaciju
AS=0 (12)

Na osnovu uslova (11) moZe se napisati formula
U
S'x = AH, =0 (13)
1

koja omoguc¢uje obrazovanje dodatne fiktivne jednadine odstupanja
vi=Al+ (14)
gde su
Ar=S8"=|11:-1]; £f=0
Uzimajuéi u obzir (1) i (14), mogu se napisati jedinstvene jednadine odstu-

panja
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v=1Lx+1 (15)

gde su
x" = || AH, AH, - -+ AHy ||

vi=|lvyvy- e vnvel

1T = || f fa -+ £ 0l

lagby; O - 00
|0 a;z b} 3 0 0
L = | PRSP . e mmmm——
|0 0 0 - ay by |
000 --11]
Normalne jednacine sada glase
NX+n=20 (16)
gde su
d,~* | | 1 Il
™ e |
N=L"pL=L"L; n=LT'Pl=L"1; P=E=‘ =‘ .
| e :
dn, 1|
Vektor nepoznatih veli¢ina se dobija reSenjem (16)
x=E= —N-'n= — (LTPL)~' L™Pl = — (LTL)~* L7 an
dok je korelaciona matrica
Q,=Qg=N"!'=(L"PL)"!' = (LTL)™* (18)

Pri praktiénim ra¢unanjima, primenom postupka 1.1, 1.2 i dobijaju se
identi¢ni rezultati za vektor nepoznatih veli¢ina x, dok postupci 1.1 i 1.2 daju
jednu, a postupak 1.3, drugu vrednost za korelacionu matricu Q,.

2. Neslobodna mreZa (mreZa nifeg reda)
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Odredimo nadmorsku visinu repera niZeg reda A uzimanjem u obzir
greSaka datih veli¢éina (na osnovu vektora datih veli¢ina i koleracione matri-
ce Q,, dobijenih u procesu izravnanja repera mreZe viSeg reda).

Jednaéine odstupanja se mogu ovako prikazati

v=Lx+ M+ 1 m
gde su

vi=|lviva-eownvell

ET = || AH, AH, - - - AHx |

L'=||a;a;---an1||

1T = || f,f; - £ 0|

x = AH,

! ‘J[ 0 = 0
L R
"o 0 --- by

g L 4

Veza izmedu ¢lanova vektora koeficijenata jednadina odstupanja L i
matrice koeficijenata datih veli¢éina M, data je relacijom

= — b] = 1
i = l: 21 i N
Vrednost ovih ¢lanova u iznosu +1 ili —1 je u zavisnosti od smera penjanja

terena.
Obzirom da je reduktivni slobodni ¢lan u (1)

1=1+4+ Mg (2
to se odavde dobija matrica Q,
Qi = Qi + MQ:M" 3

Ako pretpostavimo da je reper A postavljen na podjednakom odstojanju
od datih repera, da su sva nivelanja od repera A do datih repera izvrSena sa
istom ta¢no3¢u i da su izvrSena merenja nekorelisana, matrica Q, biée

Q= E + MQ:M" (4

Imajuéi u vidu simetri¢nu strukturu matrice Q;, dobijenu pri oceni taénosti
repera u mreZi viSeg reda, ova se moZe aproksimirati matricom dijagonalnog
oblika, U re(thodnom poglavlju izneti postupci izravnanja repera u mreZi
viSeg reda takode Cine realnom pretpostavku o jednakosti koeficijenata teZi-
na nz glavnoj dijagonali matrice Q:

Q= [lky iy = { g }

Odredimo sada proizvod matrica M Q M

1 0 -0 b, 1 0 - 0 -—a;

01 ::-0 b, e R

MO:MT = =y et | | PR
2 b PO R 0 o - =
by by by N | =g iy s ey i
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a zatim i matricu Q; prema (4)

Q+NDO -0 Qb i [(Q+D 0 wex: 10 —Qa, |
i TR TR N W TS Y S
e |o 0 - (Q+DQbx | ll0 0 co (Q+D  —Qdw |
Qb, Qb, ---Qby (NQ+D| || —Qa, —Qa; -+ —Qax MNQ+D
(5)
Inverzna matrica Qj je
Q4+ (N+1Q+1 Q%bb, - - Qbby  —QQ+Db,
= Lol l ?P.AP,s...9ii@i.t.l.?.‘;!ﬂ...:_:.:............C.!f.‘?.z,.‘?.r.«..........:.9(9.&.!)!?.1.
Qi Q+HMNQ+Q+1) Q2byb, Q?*buyb; QP4 (N+1DQ+1 —Q(Q+1)by
—Q@QF Db, —QUQE1)b; -+ QQ+1bx (Q+1)?
odnosno;
Q2+ (N+1DQ+1 QPaa; --- Q%a,ay Q(Q+ ay
e 1T QrauanQb s Qe QQiDa
G =QRFHMNAFQI | Qla, Qiana; -+ QLN+DQFT Q@+ Dax
QQ+1a; QQ+Da, -+ QQ+1ax Q+1)?
)

Kontrola: QE_LQI =E

Normalne jednacine dobijene primenom uopS$tenog metoda najmanjih
kvadrata (u. m. n. k) ovako izgledaju

Rx +r=0 ™
gde su
R=LTQ:-_L|‘—"‘N+[§ r=L'Qi—'~Fl=Za'I'

Prirastaj nadmorske visine repera A se dobija reSenjem (7)

- ] -
e e Pt e AT T O TN L T O] = -y
x=AH,= —R"'r (LQ* L) I..Qx 1 N+D al (8)
Definitivna vrednost nadmorske visine repera A je
H, = Hoa + AH, (&)

Ocena taénosti

Kad se prirastaj repera A odredi prema (8) i zameni u (1), dobija se vektor
popravka v. Procena standarda odstupanja jedinice tezine glasi

V—vf“qr‘w_
e, e e
trag Qi "Qy
tragQ;tQ,=N+1-U=N (10)

T
N

Procena standarda odstupanja nadmorske visine repara A odreduje se
prema izrazu
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A VWTO—Ly
ta = pho VN + DE = V-‘Lf’-—" an
NMN+1)

Odredimo sada nadmorsku visinu repera niZzeg reda A primenom klasiénog
principa najmanjih kvadrata (k. m. n. k). Jednadine odstupanja u ovom
slu¢aju glase

v=Lx+1 (12)
dok su normalne jednacline
Rx+r=0 (13)
odnosno
(N+ 1)x+ Zal=0
1

i L T
x = AH, NED al (14)
Ocena taénosti
i T g TR L e
m=V—"—T-Q‘ 4 =V-}‘"‘ as ; u,.=V. L2 (16,
N+1—v N NN+ 1D
Pravilna ocena ta¢nosti se ostvaruje primenom korektivne formule
R oy
g = V Vit amn
trgQrtQ
trag Qi Qy =N+ 1-U+ tragQi*MQ: M" — trag Qi "MQ: M" Qi "L (L"Qy *L)~* LT
ragQtQy =N +2ND - 0=N( +2Q
o 3
o = V s ¥V {|3)
N@2Q+1)
ey T3
pa = o V(N+ L) = 19)
NIN+1)2Q+ 1)

Na osnovu izravnanja primenom u. m. n. k i k. m. n. k. proizlazi da je

(20)
2 se moze izvesti sledeci:

ZAKLJUCAK

U sluéaju ukljuc¢ivanja novih repera u drzavnu nivelmansku mrezu, kad
su reperi u mrezi vSeg reda izravnati primenom jednog od postupka 1.1, 1.2,
ili 1.3 i ako su merenja homogene taénosti, a reperi mreZe nizeg reda
postavljeni na podjednakom rastojanju od datih repera (u skladu sa vaZeéim
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pravilni¢kim propisom) greSke datih veli¢ina nemaju uticaj na odredivanje
najverovatnijih vrednosti nadmorskih visina repera niZeg reda. Kad se
izravnanje vrsi primenom k. m. n. k, pravilnu ocenu taénosti dobijenih rezulta-
ta je moguce ostvariti koris¢enjem formule (19).

Sasvim je drugi pristup u slu¢aju, kad se vr§i izravnanje repera nizih re-
dova, u okviru mreZa razvijenih za potrebe inZenjerske geodezije, u kojima
usled raznih prisilnosti, najéei¢e nije moguce voditi ra¢una o pravilnom obli-
ku nivelmanske mreze. Tada odredivanje najverovatnijih vrednosti i ocenu
taénosti nadmorskih visina repera nizih redova treba ostvariti primenom stro-
gog postupka, tj. posredstvom uticaja greSaka datih wveli¢ina. Veli¢ina
uticaja je utakvom sluéaju u funkeiji nejednakosti duZzna u mrezi; ukoliko
je nejednakost duzina veéa utoliko je i veca razlika izmedu najverovat-
nijih vrednosti i standarda odstupanja nadmorskih visina traZenih repera
odredenih primenom u. m. n. k. i k. m. n. k. Na osnovu napred izloZenog, greske
datih veli¢ina su posledice uticaja oblika, odnosno konfiguracije nivelmanske
mreZe na odredivanje traZenih veli¢ina, pri izravnanju novih repera u nivel-
manskim mreZama.
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REZIME

Reperi drzavne mreZe nizih redova se po pravilu odreduju od predhodno
odredenih repera visih redova, koji se nazivaju datim veli¢inama. Sva danasnja
teorijska istrazivanja o ovom problemu su usmerena u tom pravcu da se poka-
ze, da se date veli¢ine moraju uzeti u obzir pri izravnanju i oceni taénosti
dobijenih rezultata.

Medutim, u ovom radu se pokazuje, uz izvesne objektivne pretpostavke
i u odredenim uslovima, da greske koje sadrze date veli¢ine i njihova zavisnost
nemaju uticaj na izravnanje dobijenih rezultata u drzavnim mreZzama.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Hohenfestpunkte niedriger Ordnung bestimnt man in Landesnetz aus
der Hohenfestpunkten hoherer Ordnung, die man als gegebene Punkte bezeich-
net. Theoretische Untersuchungen auf diesem Gebiet zeigen dass man heute
bei der Ausgleichung und Gennauikeitsbeurteilung die gegebene Grissen in
Kauf nehmen muss.

In diesem Aufsatz ist gezigt dass bei gewissen objektiven Voraussetzungen und
in bestimmten Bedingungen die Fehler der gegebenen Grossen und ihre Korre-
lation kein Einfluss auf das Ergebnis der Ausgleichung im Landesnetz haben.
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