MATEMATICKA OBRADA PODATAKA MEHANICKIM PUTEM

Ivan MOLNAR — Novi Sad*

Kao 5to je poznato, metoda matematicke abrade podataka ima mnogo, ali
centralno mesto medu njima ima metoda najmanjih kvadrata. U geodetskoj
praksi se naj¢esc¢e koristi postupak K. F. Gaussa (1777—1855) koji bazira na
racunu verovatnoce.

Metoda najmanjih kvadrata, medutim, ne bazira na potpuno diskutabil-
nim osnovama. lzvodenja vezana za izravnanja primenom ove metode sadr-
Ze neke slabosti. Tako npr. da greske slede zakon greSaka, odnosno da je funk-
cija, zakon gresaka pretpostavlja veoma velik broj merenja, a u praksi se ostva-
ruje mali broj merenja uz pretpostavku Pojave podjednakog broja pozitivnih i
negativnih gresaka, itd.

I pored proizvoljnosti uéinjenim pretpostavkama, metoda najmanjih kva-
drata je opste prihvac¢ena kao koristan princip 1 najsire se koristi kao postupak.
Princip 2PVV = minimum je pogodan da svim oblastima koje koriste me-
renja, ponudi najprihvatljivija resenja matemati¢ke obrade podataka.

Jedna od moguéih metoda matematicke obrade rezultata merenja je i
metoda zasnovana na principima mehanike. U proslosti su u geodetskoj lite-
raturi postojali pokusaji da se obrada rezultata merenja ostvari na osnovama
principa mehanike. Autor [1] smatra da se:... »Metoda najmanjih kvadrata
moZe ostvariti bez zakljutaka baziranih na teoriji verovatnoce, iskljuéivo na
osnovama mehanike, odnosno na osnovu paralelograma sila, virtuelnih brzina
i zakona najmanjeg rada.«

Pri matematitkoj obradi podataka zasnovanoj na principima mehanike,
greSke merenja postaju samo u prenosnom smislu mehani¢ki pojam. Svaki po-
jedini rezultat merenja se moZe smatrati fiktivnom silom, i povratnim dej-
stvom,, svakoj popravci merenja takode odgovara po jedna sila. Najverovat-
nije vrednosti trazenih veli¢ina se dobivaju na osnovu uslova ravnoteZe sis-
tema sila popravaka. U nastavku se daje jedan od moguéih naéina izravnanja
koordinata tatke na osnovu merenih duZina strana metodom koji se zasniva na
stati¢kim principima.

Zamislimo da popravke opaZenih pravaca i merenih duZina obrazovane u
cilju odredivanja koordinata neke tacke uspostavljaju, u mestu definitivne
(izravnate) vrednosti tacke, takav sistem sila u ravni sa zajedni¢kom prese-
¢enom tatkom, koji se nalazi u ravnotezi. Sila F koja pripada opaZanom prav-
cu odgovara popravci merenja v na jedininom rastojanju i javlja se kao
odstupanje upravno na pravac, koje nastoji da tatku dovede u pravu koja odgo-
vara rezultatu merenja.
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Sila, pak koja pripada merenoj duZini, odnosno deo popravke merene du-
zine koja otpada na jedinicu duZine, nastoji da tofku dovede u pravac mere-
ne duZine prema orgovaraju¢em mestu rezultata merenja. Svakom pojedinat-
nom opaZenom pravcu ili merenoj duzini pripada po jedna sila.

Obzirom da je u izravnatom mestu tactke sistem sila u ravnotezi, to je iz-
bor pozitivnog smisla sila proizvoljan. Smatrajmo silu pozitivhu tada, kada
je popravka merenja pozitivna. Saobrazno tome, sila koja pripada opaZanom
praveu je:

R I
3 P

dok je sila koja pripada merenoj duZini, obeleZavaju¢i duzinu sa d
X imcoet 11

RavnoteZu izraZava stav, da su projekcije sume sila pojedinaéno po koordinat-
nim osama ravne nuli

EF,=0 ZF.,=0 111

IZRAVNANJE PUTEM MERENIH DUZINA STRANA

Ako je d izravnata (definitivna) duZina strane izmedu date A; i traZene
tatke T, rezultat merene duZine strane d’, tada je popravka merene duZine
strane

Vd - d . d’ (l)

Suma projekcije sila po koordinatnim osovinama obrazovane prema (II) jesu:

F,=%’-5inv, F.=%‘1cosv (2)

Razlika izmedu privremene duZine d, i rezultata merene duZine d),
naziva se odstupanje duzine

S=dy,—d 3

Popravka merene duZine, na osnovu slike 1. je
Vo= Aysinv 4 Axcosv 4 S (4)
Obzirom da sume projekcija sila treba da su ravne nuli, projekcije sila se

mogu izmnoZiti sa ¢”. U&inivsi to i radunajuéi prirastaje koordinata i jedinica-
ma desimetra, jediniéne ravnoteZe u matri¢nom obliku glase:

|[ [b] — [c]|
!l — [l [dll

Ay [ssinv] 0

&)

+
Ax [scosv] 0
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U cilju ratunanja koeficijenata pravaca, sem merene i privremene duZine
strana treba poznavati i privremenu vrednost direkcionog ugla merene strane,
jer se pri ratunanju koristi vrednost sinusa odnosno ovog ugla.

Multiplikacijom projekcija sila sa #” uspostavljene su, zapravo, projekcije
sila, upravne na pravac merene duZzine prema traZenoj tatki (direkcioni uglovi
su manji za 90°) i jednake su projekcijama sila koje pripadaju zami$ljenim
(fiktivnim) merenjima pravaca. U tom smislu vrednosti ra¢unate na osnovu (7)
mogu se smatrati odstupanjima pravaca fiktivnih pravaca.

Prirastaji direkcionih uglova za fiktivno opaZene pravce koji zamenjuju
merene duZine strana, ratunaju se prema izrazu

b, Ay + ¢, Ax
+ sin v

— ¢ Ay + d; Ax

+ cos v ®

Ay, = ili Ay, =
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dok se popravke odreduju po formuli
Oy - A\‘j + 8 (9)
Odgovarajuée popravke merenih strana, na osnovu popravaka fiktivnih
pravaca se ratunaju uspostavljanjem veza

Ugy = ';%dl (10)

Iz osnovnog principa izravnanja sledi, da unutar granice tatnosti ratunanja,
moraju biti zadovoljeni uslovi, putem popravaka fiktivno opaZenih pravaca

[veosv] =0 i [usiny]=0 an
Ako se putem definitivnih koordinata traZene tatke sratunaju definitivne du-
ine strana d, tada se popravke duZina ratunaju prema izrazu
vy = d; — d'y (12)
koje sada u granicama tafnosti ratunanja treba da se slaZu sa vrednostima ra-
¢unatim prema (10) i treba da zadovolje uslove
v,

Ve = 12 e
a smv] 0 [d coav] 0 (13)

Primer* Sa svojim koordinatama zadane su tatke P, P,, Ps, Pi. Odreduju se
koordinate tatke P merenjem stranica d;, dg, ds, d4 (luéni presek). Koordinate
tatke P se odreduju mehani¢kim izravnanjem.

Koordinate datih tadaka merene duZine
Y; X; d’;
m m m
+9,84 +39,35 104,25
+14,76 +121,18 90,67
+167,26 +186,94 111,59
+127,91 +29,52 94 57

* Primer uzet iz knjige Prof. dr ing. Nikole Cubrani¢a »Teorija pogreSaka s ra-
éunom izjednatenja«. (strana 106.)
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TABELA A

Mere- v a " R s” d Va
nje o ’ » m m | m m m
= A = I G [ LI ) 1 =l
P, 45 11 53 104,250 | 104,517 | -0.267 | 45269 | 104,267 | 40,017
P, 130 31 14 90,670 91,084 | 0414 | +9375 90,699 | +0.020
P, 228 23 36 111,590 | 111,351 | —0,239 | —4427 | 111.621 | +0,031
P, 332 15 21 94,570 94324 | —0,246 | —537,9 94,600 | +0,030
=) ) Lt " TH R e T B s ) |
TABELA B
_____ il oy = L — = =
hﬁt;;e- a b c s sin v, COS v, ssin v SCos v
P; +98,1 +99,5 —989 | 45269 | 40,710 | 40,705 +374,1 | +371,5
P, +9858 | +1309 | +111,9 | +9375 | +0.760 | —0,650 +712,5 | —609,4
P, +81,7 | +103,9 —92,1 | —4427 | —0,749 | —0.,664 +331,6 | +294,0

P, +171,2 +47,5 +90,1 | —537,9 | —0,466 | + 0.885 +250,7 | —476,0

il +446,8 | 1+381,8 +11,0 +1668,9 | —419.9

Proces izravnanja se moZe pratiti na osnovu tabela A, B i C. Jednatine rav-
noteZe glase

381,8 —11,0'| ||AY —1668,9
= tj.
—11,0 446,8’ AX ' 419,9
A,=f

inverzna matrica matrice A

e "Q'n Qy . 0,002621  0,000065
Q,y Qi 0,000065  0,002240
Prirastaji koordinata su
xT = ||Ay Ax|| = ||— 4,347 + 0,833]|

Obzirom da je na osnovu tabela A [dss] = 158091,2, to je iz jednatine

—fTx + ds"s = dv'v

1 1
20,63 20,63

vrednost dv'y = 1211. U tabeli C ova vrednost iznosi 1294.9. Slaganje je
unutar granice ta¢nosti ratunanja.

Srednja greSka jedinice teZine

o = ]/12:49: V647,45 = + 254
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Uzmimo kao primer srednju greSku prve merene duZine strane
1= 25,41—;? /0,10 = 4 0,039 m.

Prilikom reSavanja ravnoteZnih jednagina, dobivene su za koordinate
koeficijentama teZina proporcionalne vrednosti Q'yy = 0,002621 i Q'xx =
0,002240. U ovakvom sluaju srednje greSke koordinata se ratunaju prema
izrazu

Q,y,

by = 01 ) 55 Zuo= 002/ Q. i 1 = 0,022/ Qr o

iy = 0,022 //0,002621 - 25,4 = + 0,029 m.

i, = 0,022 //0,002240 - 25,4 = -+ 0,026 m.

U tabeli C su za kontrolu ratunate sume komponenata dejstvujuéih sila
na nepoznate. Dobivene vrednosti su:

4 4
S wsiny, = —0,03=0 S vicosy = — 0,01 =0

i=1 i=1

Postignuti rezultati izravnanja dobiveni primenom metode mehani¢kog izrav-
nanja se potpuno slaZu sa rezultatima postignutim u primeru u knjizi Prof.
dr. ing. N. Cubraniéa.
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ZUSAMMENFASSUNG

In der geoditischen Praxis wurde die mathematische Bearbeitung von
Messungsergebnissen iiberwiegend auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf-
gebaut und zwar ausgehend vom GAUSS-schen Fehlerfortpflanzugsgesetz.
Die Bedingung [pvv] = Min. ist tatséchlich glinstig allen jenen Bereichen,
welche die Beobachtungen verwenden, die annehmenswerte Lésungen an-
zubieten.

Einer der benutzbaren Methoden der numerischen Auswertung von Mes-
sungsdaten kommen die Prinzipien aus der Mechanik zugute. Bei ihrer An-
wendung werden den Messungen bzw. Beobachtungen nur im iibertragenen
Sinne eine mechanische Bedeutung zugeschrieben. Wenn man von denselben
Ausgangsdaten startet, werden dann die identischen Resultate wie nach dem
sonst in der Methode der kleinsten Quadrate iiblichen Wege erhalten.
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