TRIGONOMETRIJSKI NIVELMAN — NOVE FORLULE ZA
OCJENU TACNOSTI

Gligorije PEROVIC — Beograd*

Prema onome 5to je do sada uradeno na polju ocjene tacnosti trigonome-
trijskog nivelmana, kao metode odredivanja visina tacaka, moze se zakljuéiti
da ima dosta pitanja bez taénih odgovora. Neka od tih pitanja bila bi izvori
slutajnih i sistematskih greSaka mjerenih elemenata i velid¢ine tih gresaka.
Ovaj rad je upravo tome posveéen.

Jedno od bitnih pitanja razmatranih u ovom radu jeste preciznije defini-
sanje greSaka mjerenih elemenata ili, bolje re¢eno, blize odredivanje broja
i vrste greSaka mjerenih elemenata.

Pri ovoj analizi prethodno su uoéene neke greske koje nisu uzimane u ob-
zir u dosada$njim formulama, a zatim u toku same analize otkriveno je da
neke greske, sadrzane u dosadasnjim formulama kao nezavisne, ne postoje kao
takve.

Prije objasnjenja novih formula treba napomenuti da one same po sebi
nisu bile cilj ovoga rada, kao i to da nisu izvedene pri detaljnoj analizi (sta-
Listickoj analizi). Cilj ovoga rada je dakle tainije definisanje i odredivanje
veli¢ine greSaka mjerenih elemenata. Cijela analiza, tj. ocjena taénosti, izve-
dena je samo na osnovi dvostrukih mjerenja visinskih razlika kod nas — u
SFRJ, jer su jedino ti podaci bili lako dostupni.

Za ovu analizu ucinjene su dvije pretpostavke:

1. Da postoji sistematska greSka u mjerenju zenitne daljine prouzrokova-
na natinom viziranja, naime prilikom viziranja vrha signala horizontalni
konac tangira signal odozgo;

2. Da se srednja vrijednost koeficijenata refrakcije na jednoj odredenoj
teritoriji razlikuje od vrijednosti koja se uzima u ratun (kod nas ta vrijednost
koja se uzima u ratun iznosi k = 0,13), 3to je opet jedan sistematski uticaj
tj. sistematska greka. U koliko postoje ove (i druge) sistematske greske onda
matematitka nada razlike »uspon« — »pade¢ neée biti jednaka nuli. Odavde
se izvlaéi zakljutak da, u koliko imamo srednje vrijednosti (ovdje smo mate-
matitku nadu zamijenili sa srednjom vrijedno$éu inate ne bi mogli doéi do
rjeSenja) razlika »uspon« — »pad« visinskih razlika za odredenu teritoriju i
za razlitite duZine moZemo odrediti vrijednosti ovih sistematskih greSaka,
Sto je i uradeno. Izvori podataka za ovaj deo bili su: :

1. InZz. N. Sve¢nikov, VISA GEODEZIJA — druga knjiga, Beograd 1955,

2. Ing. Dragmio M. Boskovi¢ — Beograd; SREDNJE ODSTUPANJE PRI
TRIGONOMETRIJSKOM ODREDIVANJU VISINA, Geodetski list broj 9—10,
Zagreb 1953.

* Gligorije Perovié dipl. inf. — Gradevinski fakultet Beograd
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A sada predimo na dokaz. Radi odredivanja visinske razlike Ah izmedu
tataka A i B izmjerena je (sl. 1.) u objema tatkama: zenitn daljina, visina sig-
nala i visina instrumenata. Pored toga odredena je i duZina S izmedu tataka
AiB.

Neka je
A ’ ’ k! S: 'l L sz »”
h'= ScotgZ’ - T + 1= +2—r+l~. (1)

visinska razlika iz podataka u tatki A — »usponc i

2 2

"o e w8 e ¢ 5 r
Ah" = ScolgZ’ — K’ 5+ i =V + - — K @

visinska razlika iz podataka u tatki B — »pad«.

Razlika iz vrijednosti »uspon« »pad« dobiée se ustvari kao zbir (1) i (2).
Oznatimo ovu razliku sa d, pa ée biti

2 2
d = Ah’ 4 Ah” = S (cotg Z' + cotg Z) — ;r K+K)+E+i)—Q+1)+ 251 3

Dalje, treba definisati sve greske koje ulaze u razliku (3), pa zatim naéi
matemati¢ku nadu veli¢ine d.

Prvo, uvedimo oznake:

As — ukupna — totalna greska strane S;
Aj — ukupna — totalna greska visine instrumenata;
Al — ukupna — totalna gre$ka visine signala;
Az = ¢+ T: — ukupna — totalna gredka
zenitne daljine sastavljena iz
sistematske greske cz i slu¢ajne greske Ty;
Ak = ck — ukupna — totalna greska
koeficijenta refrakcije k sastav-
ljena samo od sistematske grefke ck. J

(C))]

-

Taéne vrijednosti pojedinih elemenata koji ulaze u (3) oznaimo sa indek-
som »0« — nula.
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Napomena. Prema naéinu merenja visine signala i instrumenta moZe se
smatrati da nema sistematskih greSaka pa za njihove greSke moZemo uzeti
Ai=1
@)
Al=n1

gdje su Ti i Ti slutajne greske.

GreSku As strane S za sada smatrajmo slu¢ajnom, tj. uzmimo da je
As=r, (%)

Ako mjerene elemente predstavimo pomoéu njihovih tadnih vrijednosti i
odgovarajué¢ih greSaka tada dobijamo

d=d,+ Ad )
gdje je:
2
do = AR’y + Ah”, = S, (cotg Z’, + cotg Z”,) — 52? x4 D+

S

2
=+ i’o + i”a il (1‘0“" l“o} o : =0 (6)

ta¢na vrijednost razlike d;

’ u_§_t3 TS 7 R g_§ C'.+T'._c",+"r", .
Ad_-r,[ootgz.—l— cotg Z", - (k’s + k"5) + r] +Su($iﬂ"2', SinzZ".)

S.: * n . o o
=FeCae ) + 55+ = (T 4 @

gresSka razlike d.

Ako sada potrazimo matemati®ku nadu razlike d imajuéi u vidu (6) i (7)
dobiéemo

M{d} =M{d, + Ad}) = M {d,} + M {Ad} =

M {rs [ 27+ gz, = S s+ k0 + 2] +

c’l + vy ¢’y + 7”' Si° o g . =
% S'(sinlz-_f: i -Bi.n’Z”,_) —'E'(C'u +')+ T+ =G+ ) (8)

Ovdje je neophodno pretpostaviti da je

Ke=k", =k,
Ce=c"y = (&)
Zy=Z = Zy = 90°

kao i to da je
S, < 10km
T, 5 0,1 m. "
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Imajuéi u vidu (9) i (9") dobijemo

M@ = M (s [oot 2z + cog 2z, — S0+ k0 + ]| +

+M{S. Qe+ +)—M [S:"C;, +M{t,+") Mz + ) (10)
odnosno
M =285, M e — S Ma), (1
posto je
M{x}=M{x"}=0. (12)

Posto su ¢, i ¢, sistematske gretke sa konstantnim predznakom i konstan-
tnom vrijedno3¢u to je

M {C,} =G
M {e} = ¢y (13
pa je
52
M{d)}=25,¢c, — —;?c..

Radi lakSeg pisanja izbriSemo indeks »0« — nula pa imamo

83
M {d} = 2S¢, — — o (14)

Otigledno je M{d}#0 osim u slutaju
_ 8
G = -Z_I'c‘.

U praksi nemamo M {d} ve¢ srednju vrijednost_tf. I za duZine S ima-
mo diskretne vrijednosti, pa konatno moZemo napisati

- S|2 = ¥
dl"‘ZSng'—_r‘cb i=12%...,n (ld)

Dalja aproksimacija u (14) sastojala bi se u tome da podatke razdjelimo
po grupama zavisno od duZina. Ovdje je ba$ iskoris¢ena podjela u grupe koju
je naveo u svom radu Ing. D. Bogkovi¢, tako da je dobijeno svega pet grupa,
a to su:

I grupa (i = 1), za duZine od 0,5 do 1 km,

II grupa (i = 2), za duZine od 1 do 1,5 km,
IIT grupa (i = 3), za duZ'ne od 1,5 do 2 km,
IV grupa (i = 4), za duzine od 2 do 2,5 km,
V grupa (i = 5), za duzine od 2,5 do 3 km.

Nedostatak ovih podataka je u tome $to nemaju srednju vrijednost duzine
u grupi, pa se pri ovom rafunanju umjesto srednje vrijednosti S morala
uzeti vrijednost duZine koja odgovara sredini intervala, tako je uzeto:
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za I grupu Si1 = 0,75 km,

za II grupu Sz = 1,25 km,
za III grupu Sz = 1,75 km,
za IV grupu Sa = 2,25 km,
za V grupu S5 = 2,75 km.

Srednja vrijednost d,u grupii dobijena je tako 3to je zbir razlika d po-
dijeljen sa brojem razlika u toj grupi. Tako su definitivno dobijene funkcijske
veze koje odgovaraju funkciji veze kod posrednog izravnanja gdje su nepozna-
tec, i Cy.

Polazni podaci su dati u Tabeli 1.

2] 'a—-n:
,i:?i e g Ex' E ‘; E Srednja 0
g o s 5o LB~ E-i-' . razlika 2 2
g2 | 4561 | 3 R e g 3
[ E A% =73 Mo =g Ty 0 E
i km nj m m km
1 0,5—1 1123 +0,02 +0,000 018 0,75
i N pleie. * -
2 1—15 1608 +6,84 +0,004 25 1,25
3 15—2 1161 | +18,18 +0,015 66 1,75
s | .
4 ‘ 2—25 402 I +717 \ -+0,017 84 2,25
i [ |
5 ‘ 258 | 82 | +3,40 ‘ +0,041 46 2,75
; | | |
Zbir: 4376 1 35,61 ’

Sada je neophodno bilo uzeti u obzir i teZine, i one su ratunate po formuli

Di=—= i=1,2,3,4,5
i

gdje je k>o.

Dalje, formirane su jednatine popravaka, a zatim normalne jednatine,
koriste¢i se principom [pvv] = minimum, &je reSenje daje najvjerovatnije
vrijednosti veli¢ina ¢, i ¢;. Ovdje je dat samo opsti oblik jednadina popravaka
koji izgleda ovako

2

Vi =28V~ >lvitfy i=1,2,3,4,5 (16)
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gdje je sa v oznatena popravka odgovarajuée velitine, a sa f slobodni €lan u
jednatinama popravaka.

Na ovaj nadin za velitine ¢, i ¢y dobijene su vrijednosti

c, = — 0,388”
an
¢, = — 0,383.
Ako sada sratunamo koeficijent refrakcije koji odgovara ovim vrijednos-
tima dobi¢emo

k = 0,13 — ¢ = 0,168, (18)

&to predstavlja srednju vrijednost koeficijenta refrakcije za teritoriju Jugosla-
vije, posto su pri ovom rafunanju koris¢eni podaci iz trinaest srezova sa ci-
jele teritorije SFRJ.

Na slitan na¢in postupamo i sa kvadratom razlike d. Kvadrirajmo (5),
odnosno (6) i (7), a zatim potraZimo matemati¢ku nadu, dobi¢emo

M{d?}) = M {(d, + Ad)?} = M {d.* + 2d,Ad + (Ad)?} = M {(Ad)*} =
i [[-r, (g Z's + g 2" — 0 (Ko + K7D + (Zg) + (19)
Pl e R 8% s = T G ok
+ So(csin'-‘"ZL', 3 Es_m’Z—",) - -i;-(cl—[— O+ ,)] }

Postupajuéi kao kod dokaza sa M {d} i imajuéi u vidu (9) i (9') poslije neko-
ilko jednostavnih transfomacija dobijamo da je

M {d®) = (M {d))* + 2 8? m*, + 2(m? + m?) l 20

gdje je sa m? oznaena matematitka nada kvadrata slutajne greSke. U formuli
(20) izostavljen je &lan koji proistite iz ¢lana

e SO . i ! ZS"
Tz [(coth', + cotg Z” ) — —;_—(kn + k"o + ‘;’]

smatrajuéi ga zanemarljivom veli¢inom u odnosu na vrijednost razlike d.

U formuli (20) velitina 2 (m;? + m,?), koja potvite od greske visine instru-
menta i signala, nije posebno raspravljana veé¢ je uzeto da je (m; — nova oz-
naka)

2 (m?, + m?) = m?% @2n

I ovdje je M {d*} zamijenjeno sa srednjom vrijednoséu d? i izvrZena po-
djela u pet grupa kao ranije, pa jednatine (20) prelaze u oblik

d%, = (M{d)? +28,m? +m?, (i=12345 (22)

U jednatinama (22) nepoznate su samo m, i m, posto M {d?} moZemo sra-
¢unati prema (14) i (17).

Najvjerovatnije vrijednosti m, i m, dobijene su takode pod uslovom [pvv]
= minimum i iznose

m, = 87,95,
m, = 3,40 sm. (23)
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Za teZine su i ovdje uzete vrijednosti
k
P = 'I_l? fk < 0)

Podaci kori$¢eni pri ovom radunanju navode se u Tabeli 2.

@

-8 o Srednja
E‘ g o vrijednost
T | # z

n d21o d21n s 2
£ oy T [p d7]; [d2]; 7 - L
1
g g &Y 3k
=78 M=
i km nj m?
1 0.5—1 1123 60 612 34094 30,360
3 1—1,5 1608 76 805 120 008 74,632
2 15—2 1161 47182 144 495 124,457
4 2—25 402 16 724 84 665 210,610
5 25—3 82 3052 23 081 281,473
m; = 3,40 sm. (23)

Vidimo da u ovim formulama nema slutajne greSke my koeficijenta re-
frakcije jer ona upravo i ne postoji

Dokaz. Neka je k kriva refrakeija (sl. 2) koja orgovara koeficijentu refrak-
cije k, a k" kriva refrakcije pri mjerenju. Zenitna daljina i koeficijent re-
frakcije povezani su formulama preko ugla p.

A= 180" — Z', = 180° — (Z, + ¢.). (249
[d?]; moralo se svako [pd2]; pomnoZiti sa % = 8%, a S, uzeti prema (15).
1

Ugao pi koeficijenat, refrakcije k povezani su formulom

S

T (25)

p=k

pa je sada (ako izostavimo indekse)
o 1 S
A = 180° — (Z -|-k2-r)

* Za tezinu p u izvornim podacima stoji vrijednost p = 1:S2, pa da bi se dobilo
[d*]; moralo se svako [pd?], pomnoZiti sa —;— = S a S, uzeti prema 15
]
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/B

(Fg :I\_, aP)
R
20
Sl 2
odakle se dobija
o S
Z=180°—A—k5: (26)
tj. Z je funkcija od k.
Diferenciranjem (26) dobijamo
(AZ) = — AxS. (27
=i 2r )

posto je A konstanta.

Dakle kada se mijenja refrakciona kriva, odnosno koeficijenat refrakcije,
mijenja se i zenitna daljina proporcionalno koeficijentu -(S:2r) ili, drugatije
redeno, ova greSka ostaje u ukupnoj gredci zenitne daljine; ili, matematitki
tatno definisano, ona je komponenta grefke zenitne daljine. Prema tome ne
moZe se izdvojiti u nezavisnu greSku odnosno prevesti u gresku koeficijenta
refrakcije.

43



