NEKI METODSKI PRILOZI MATEMATICKOJ TEORIJI
VISE GEODEZIJE

Manojlo MILADINOVIC — Beograd*

1. UVOD

Za matemati¢ki definisanu povrd koja dovoljno taZno predstavlja oblik
Zemlje, uzima se obrtni elipsoid sa malom spljoStenoS¢u. Odredivanje zemlji-
nog elipsoida sastoji se u odredivanju parametara, koji karakterifu njegovu
veli¢inu, oblik i orijentaciju u zemljinom telu.

Praktiéno izudavanje oblika Zemlje svodi se na odredivanje koordinata
tataka neke povrsi u jednom, opstem sistemu za celu Zemlju.

U naSoj i svetskoj literaturi iz ove oblasti, odnosi izmedu geometrijskih
veli¢ina interpretiraju se i izutavaju klasiénim metodama matematike a cije
osnove nalazimo jo§ u radovima Gausa, Helmerta, Klerooa itd.

U ovom radu smo pokusali, da primenom savremenih matematitkih me-
toda definiSemo neke probleme matematitke teorije vise geodezije,

1.1. Primena tenzora i vektora u geometriji

Za izraZavanje veza izmedu geometrijskih veli¢ina i izmedu fizi¢kih veli-
¢ina koristimo se algebrom i analizom. Medu njima razlikujemo skalare, vek-
tore i tenzore.

MoZe se re¢i da su tenzori opite veli¢ine za izraZavanje odnosa izmedu
geometrijskih i fizi¢kih veli¢ina, a vektori i skalari se smatraju posebnim
vrstama tenzora.

Koordinate ma koje tatke, u koordinatnom sistemu, su komponente vek-
tora.

Kako su koordinate tatke U u stvari i koordinate pomeranja OP (O je
koordinatni po&etak), to znaéi da svakom vektoru odgovara pomeranje tatke
iz koordinatnog podetka.

U odnosu na neki Dekartov pravougli koordinatni sistem vy’ kvadrat linij-
skog elementa koji definiSe metriku Euklidovog prostora, odreduje se obrascem

N N
ds* = z (dy')" - z dyl . d)'"
i=1 i=1
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ako se radi o Euklidovom prostoru Ey od N dimenzija. Ako umesto Dekarto-
vih uvedemo generalisane koordinate
Y=y (xlx3,..,x)
bice
ds? = g;; dx' dx’
we 3
k=1

g;; je simetriéni dvostruki tenzor. Zove se i osnovni (fundamentalni) metricki
tenzor drugog reda ili samo metri¢ki tenzor.

2. PARAMETRI ZEMJINOG ELIPSOIDA. VEKTORSKA JEDNACINA
ELIPSOIDNE POVRSI

Na slici 2.1 dat je obrtni elipsoid. Za dati elipsoid uveli smo geografske
koordinate (unutradnje koordinate) ¢ i A.

Sl 2.1.
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Sl 2.2

Geografska Sirina ¢ tatke M je ugao obrazovan normalom N na povrsi
elipsoida u toj tatki sa ravni ekvatora, pri ¢emu je @ € [—=/2, +7/2] odnosno
imamo severne i juZne geografske Sirine,

Geografska duZina ) tatke M je ugao izmedu ravni nultog odnosno pocet-
nog meridijana i meridijana tatke M. Geografske duZine se radunaju istoéno
i zapadno od pogetnog meridijana i to A € [—7, +=].

Za potetak ortonormiranog prostornog sistema uzeta je pocetna tacka O.
Osovina Oz poklapa se sa obrtnom osovinom elipsoida.

Jednaé¢ina elipsoida u vektorskom obliku ; :*1:(@, M) ili koordinate tatke
M glase:

___cosq: cosh =X = x(p,1)
V1 — e?si e’sm (-}

?(rp, A) = cospsinh =Y =y(p,2)

Y= e’sin’ ¢

a3
-i(-—l——?—z_—sincp =Z=z(¢a,l}
| V1= e%in?g

gde je a = velika poluosovina elipse
b = a)/1 — ¢ = mala poluosovina elipse

e= - — odstojanje ZZe od centra F,0 =F,0 =¢

Veli¢ina € ¢esto se naziva prvi brojni ekscentricitet elipse [vidi 1].
2. Koordinatni vektori elipsoida

Parcijalni izvodi vektorske funkcije T =_1:(q), A) po @ i A zovu se koor-

. =0 : ey .
dinatni vektori povrsi i obelezavaju se sa 3;— i- d;" U zadatoj tacki elipsoida
imali bi
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o ;[ oy &)
o  ° lop’ o9’ 09

or = _(ox dy oz
n-RT AT »

odnosno,

—asing (1 —¢%) X - s GO0 SR
VT = ¢ sin? )° V1= ctsin’e

oot i 1—e?) . -

2 _Msm,;n= ——a'—_,___._.___m?ml

(1 — ¢ sin? @)° V 1—e*sin?g

acosg(l—e) 0
(1 — e* sin? g)*

pri ¢emu su gornji parcijalni izvodi dobijeni tako 5to smo prethodno nasli
sledete izvode:

P 1
- —sin )T —¢*sin? ¢ + —————— 2 ¢*sin 9 cos?
( cos @ )_ ’ 21— e*sin? g . . _
Y1 =¢"sin’g 1—e'sin’o
sin @ (1 — e

= VA= ep
kao i

— s 1
I—¢&sin*gp +—F———
( sin ¢ )’= SOSQV 4 2)1—e*sin’g
?

2e*sin? g cosg

1 — e*sin? (1 — e*sin? @)
. cos @
(1 — ¢ sin? @)°

3. METRICKI TENZOR ELIPSOIDA (TENZOR PRVE KVADRATNE FORME)

Definicija: U svakoj regularnoj talki (regularna tatka povr$i je ona u
kogo; Je rang matrice jednak dva ili drugun reéxma u kojoj je ispunjen uslov

r X r; # 0) elipsoida, koordinatni vektori r, i r; odreduju po jednu ravan
kOJOJ pripadaju tangentni vektori svih glat]uh krivih koje leZe na toj povrsi
i prolaze kroz tu tacku.

Veli¢ina
8oo L
llgll2.2=

Blp B
zove se metritki tenzor prve kvadratne forme elipsoida, odnosno

- - a* (1 — e9)?

Bep =T Tp= = sl g)® = E, [vidi 1]

* Simboll 1| metod izlaganja u ovom radu uzetl su prema [3]
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gor =g =0=F,
a* cos? @

B~ [ ersintp O
tj.
a* (1 — e G
(1 — e*sin? g)?
llgll2,2 = (3.1
0 a*cos? g
1, — e*sin?g

4. PRVA (GAUSOVA FUNDAMENTALNA) KVADRATNA FORMA POVRSI

Definicija: Izraz ds® = gee (d9)" + 2gie dA dp + gaa (dV)" zove se prva kva-
dratna forma povrsi. Za obrtni elipsoid bi imali:

s (1 —e) v, 2cos’e ..,
Sl = L e o el

5. LAMEOVI (LAME) KOEFICIJENTI

Veliéine:
Iy ox\? dy \? 0z
- l/(r?) +(39) + (55) =V %o =Voem
a(l —e% _
V(I — e* sin? g)?
gde je M polupre¢nik krivine luka meridijana u datoj tatki [vidi 1]

or

o9

H, =

H|=

or ax\? _ [oy\2 az=lr—--—l{—
H = — = [— — —_— = =
A '/(cn) +(ax) +(o;\) AL
acos @
H =-——-——_=N008
Y Y 1—csinte b

gde je Ncosp polupreénik krivine luka paralele u datoj tatki i nazivaju se
Lameovi koeficijenti.

6. ?c‘:;lUGA KVADRATNA FORMA POVRSI (TENZOR DRUGE KVADRATNE
RME)

Definicija: Za elipsoid r = r(p,\) gde je r dva puta diferencijabilna
funkcija parametara g, A izraz h,, dg)® 4+ 2h,; dpd\ + h;(d))? nazivamo dru-
gom kvadratnom formom povrsi elipsoida.

Koeficijenti druge kvadratne forme h,,h,; = h;h;; odreduju tenzor
druge kvadratne forme

hw hpl
Ih|l2.2 =

hie hao
i odreduju se po formulama:

— - - - - - -
b= () o by s (l'ei\; L N (tan rw,rx)
X n g X IA I | Ip X l‘?.
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Za obrtni elipsoid bi imali:

—acos@(l —e*)(l + 2e*sin? @)
V(T —esin? @)*

b —acosg(l —e®)(l + 2e*sin? @)

Tow= V= ¢*sin? )

—asing (1 — e®) (1 — e*— 2e* cos? )

V= e sin 9)°
[ asinpcosg(l — e¥)

V (1 — e*sin? )3

cos A

sini !,

sin A

- —asingcos @ (l — e¥) ik

e == V (1 — e*sin® g)? s

2 J

[—; cosepousl}

V1 —e*sin?op

—_————————C0S @ COS A
Vl-e'sin’qa a

l 0
pri ¢emu su gornji parcijalni izvodi dobijeni tako Sto smo prethodno nasli
sledece zvode:

1

2/ (1 —esnie)?
(1 — e*sin? @)

cos o)/ T— e*sin? g)° +

[ sin g ]'
V(1 — e* sin? g)?
3(1 —e"sin’g) - 2e*singcosp _ cosg(l + 2e”sin’ 9)

(1 — e*sin? )3 Y — e sin? @)*
e 1
, =i T—csinfg) + :
[ _ cosp ]= sing V¢ kil T v
V(1 — e* sin? g)3 (1 — e*sin? g)?

3(1 —e*sin®*@)? - 2e*sinpcos’e _ —sinp(l —e* — 2e"cos? g
(1 — e*sin? g)° Vo *

Izratunajmo i veli¢inu

i-l:wx;al VSW B — B =W
odnosno

W — l/ a*coslo(l —e®)*  a’cosg(l —eY)
a (1 —e*sin®g)* (1 — e*sin? @)?

Da bismo izraéunali veli¢ine h,, h;, = h,; h;; napiS§imo ih u razvijenom
obliku:
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—acosd(l — e?)(1 4 2e*sin?g) —acose (I —e?)(1 + 2e*sin?g)
——— Ccos A sin A
V(1 = e sin? g)° V1 —e*sin? 9)*
—asing (1 —e?)(1 —e? — 2 e*cos? g)

1 V (1 — e*sin? g)*

— asing (1 — e?) —asing (1 — %) din acosp(l —e?)
V(1 = ¢*sin? )2 V (1 — e*sin? g)3 V(1 = e*sin? )}
—acose .. acos @ o~ 0

V-lh-e’sin’ep

Ako izratunamo gornju determinantu dobi¢emo:

V" I — e*sin’g

(1 — e*sin? @) . _a'singcosg(l —e*) _asing (1 —e")(1 — e* — 2e? cos? g)

B a*cos g (1 — e%) (1 — e*sin? @)? th
3+ acosg(l —e’) (I — e*sin?g)? _a'cos? @ (1 —e*) (1 + 2¢*sin? ) o
ya—= e*sin? g)° a’cosp(l — e?) (1 — e? sin? )2
a(l —e?

ML S S 8 e g 2 2 2 fad =
I/(l__;i_:;i_nz_@_}.;[su-n @ (l —e* — 2e?cos? g) + cos?q (1 + 2 e*sin? g)]

. a(l —e?)
V1 = e?5sin?)?

Vrlo lako se moze dokazati da je h;, = h,; = 0. Na isti nadin éemo izraéunati i
h;”.

-——-—-—__a.__ COS@ cosh — : cos @ sin 0
4 1 —e*sin?g V 1 — e*sin® g
H e H e —md
i et =gy, o Asmeld=d) ., wemelfogh) |
W V(1 = e* sin? 9)? V(1 = e* sin? ?)? Vi1 = e sin? 0)?
a a ’
- 5 =————c08 @ sini o e — = ] sin) 0
Vi-csntg) ¥ V1 —e'sin’o
— ot eind > § R— 3 2 2 2
= (1 — e*sin? @) ; acos@(l — e ,_a’cos’g acos_ep =N cos ; ili
a*cos g (1 — e?) V(l—c’aiu’q:')a 1—e*sinte | 1 —e*sin? g
a(l —e»
S —————— 0
V.~ & sin’p)°
[EYA .
acos? @

0

V 1—e¥sin?e

Uporedimo tenzore I i II kvadratne forme, ako prethodno uvedemo odgova-
raju¢e zamene za M i N

M2 0
lgllz.z =
0 N?cos? g

o
©.1)

o

Ncos’q;[

Iz gornjih matrica se jasno vidi u kakvom su odnosu koeficijenti prve i
druge kvadratne forme. O¢igledno je da su tenzori vrlo jednostavni $to nam
omogu¢uje da vrlo lako dodemo do ostalih podataka o povrsi obrtnog elip-
soida.
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7. NORMALNA KRIVINA KRIVE U PROIZVOLJNOM PRAVCU (AZIMUTU)

Normalna krivina krive definife se kao koli¢nik druge i prve kvadratne
forme elipsoida

de)? _ de
“W(dz) +2hg - G+

de\? _de -
Bw(a) +2%0 5t ER

Nakon zamene koeficijenata iz (6.1) u (7.1) dobijamo

M (de)* + N cos? @ (dA)?
= M (do)? + N cos? @ ()

KNE

(7.0

Kx

(7.2)

Obzirom da je o= N cosectga (vidi sl. 7.1.)

V., dp

Sl 7.1

imamo da je

2
M E?-) + Ncos? ¢ -?g-ctg’u-:-l

T < _  Ncos?a + M sin?a
H—Mz (El?-)!-l_Nz Cosz@— N( + ctg’a) N-M
da
pa je
; cos? sin? a
s }\N __ M__ _]_q

$to je veé poznata Ojlerova jednadina za rafunanje polupre¢nika krivine u
proizvoljnom azimutu &, ako su poznati polupre¢nici krivina glavnih normal-
nih preseka M i N.
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8. KRIVINE GLAVNIH NORMALNIH PRESEKA
Krivine glavnih normalnih preseka se dobijaju kao koreni jednaédine

hee — Kgop hor — Kgar

| he —Kge ha—Kgi

odakle se dobijaju krivine

=0

9. GAUSOVA KRIVINA

Gausova krivina se dobija po formuli

heo - hax — hi, 1
K=K IK = =
T ges o —8le M- N

10. SREDNJA KRIVINA
Srednja krivina se ratuna po formuli

gntho-gee = M+N
2o * B ZM-N

H=—;—(K;+K,)—% hoo - (10.1)

Do izraza (10.1) se vrlo lako doslo i to je algebarska vrednost srednjeg polu-
preénika krivine.

Pri reSavanju mnogih zadataka vise geodezije, koji se uglavnom odnose na
ratunanje trigonometrijskih mreZa visih redova, &esto se primenjuje taj postu-
pak 3to se deo povriine elipsoida zamenjuje povrS§inom lopte sa tzv. srednjim
polupreénikom krivine. Ovaj polupreénik se uzimao kao aritmeti¢ka sredina
iz polupre¢nika krivine svih normalnih preseka koji se mogu poloZiti kroz
proizvoljnu tatku na povrSi elipsoida i ratunao se, prema tome, po formuli

2n
r,-=—l—fr(c:)da=-VM-N (10.2)

2
0

gde je a azimut proizvoljnog pravca.

To je obrazac Gruntera i, prema tome, srednji polupre¢nik krivine je geo-
metrijska sredina iz polupre¢nika krivine po meridijanu i prvom vertikalu.
Sasvim opravdano se moZe postaviti pitanje koji od ova dva izraza realnije
aproksimiraju deo obrtnog elipsoida u proizvoljnoj taéki, povrSinom lopte.

Mi smo izvrsili izvesna ispitivanja tako $to smo sratunali efektivne vred-
nosti srednjih polupreénika krivina (vidi tabelu 1) po formulama (10.1) i (10.2).
Prilikom ra¢unanja uzeli smo da je (Beselov elipsoid):

a =6377397.155m
a? = 0.006 674 261 230.
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TABLICA 1.

2MN

? M N h,.=H M N 1, = J MN I, — Ty [m]

0 6 334 832.03 6377 397.16 6 354 842.68 6 355478.07 635.39
10 6336 744.91 6 378 039.00 6356 199.15 6 356 795.05 595.90
20 6342 258.19 6379 888.20 6 360 092.77 6 360 582.65 489.88
30 6 350 720.55 6 382 724.46 6 366 024.26 6 366 373.22 348.96
40 6361 126.91 6386 208.83 6373 246.97 6373 457.36 210.39
42 6 363 334.57 6 386 947.53 6374 769.48 6 374 955.22 185.74
RS 6 365 559.79 6387 691.94 6 376 300.72 6 376 463.26 162.54
46 6 367 791.74 6 388 438.42 6377 833.23 6377974.13 140.90
50 6372 232.37 6 389 923.08 6 380 872.41 6 380 975.05 102.64
60 6 382 697.57 6393419.26 6 387 984.36 6 388 021.38 37.02
80 6 396 842.66 6398 138.72 6 397 489.63 6 397 490.16 0.53
90 6 398 “86.85 6 398 786.85 6 398 786.95 6 398 786.85 0.00

Na osnovu tablice 1 napravljen je dijagram odstupanja (sl. 10.1) V,—V_.
Za podruéje naSe drzave razlika V,—V,, nalazi se negde u granicama

140 - 90, <To— Iy < 210 -3

Ostaje da se razjasni pitanje da li ova razlika ima prakti¢nih posledica
pri geodetskim ra¢unanjima i koja je srednja vrednost polupre¢nika krivine
teoretski ispravnija. U tom pravecu smo nastavili istrazivanja a rezultate ¢emo
saopéstiti u jednom od narednih radova.

11. OSNOVNA SVOJSTVA GEODETSKE LINIJE NA OBRTNOM ELIPSOIDU.
JEDNACINA GEODETSKE LINIJE

Zadatak se moZe reSiti i analiti¢ki, tj. reSavajuc¢i jednaline geodezijskih
krivih vidi [4, str. 121].

A To= rgn (0]

600 |
500 |

400
300

200
100

/o

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Sl (10.1)
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Jednatine geodezijskih krivih glase:

08 a1 =.1,2)

d .
ZE(&I [ah) = T (11.1)

gde tatka znaéi izvod po s. Za obrtni elipsoid bi imali
ul=¢ ; w2=2

} B e it e
e e vl B i
Ako izraz (11.2) uvrstimo u (11.1) dobi¢emo
21( .i’i)__‘?ivl.(iq‘_ t
ds \B%° " Gs) T og ds)
i
d Cda) _ oga  (da)?
5% (gn 'ds) TR (ds)
Obzirom da g;; ne zavisi od A to iz druge jednaéine dobijemo
d da
rny (W' E) =2
odnosno
da
g - k = konstanta (11.3)
Imali smo da linijski element, odnosno njegov kvadrat, na obrtnom elip-
soidu iznosi
(11.4)

ds* = M? (dg)? + N2 cos? g (d))?
i zamenom u izraz (11.3), koga smo prethodno kvadrirali, dobijamo
N* cos* @ (dW)? = k2 M2 (d9)? + k? NZ cos? g (dA)?
odnosno
(dR)? (N* cos* @ — k2 N2 cos? g) = k? M2 (dg)?
d\Ncosp ) Nicos?g — k? =kMdep

obzirom da je
e M tada je

dp ~ Neosg-cga
NZ cos? P — k2 = ki Stgz“
Kako je R = Ncosg tada konaéno dobijemo
R? — k? = kZ ctg? «

ili
‘—":__.'—R-: = Rsina = k
V 1+ cgia
a S§to je ve¢ poznata Kleroova jednatina geodetske linije, pri ¢emu je R polu-

pre¢nik paralele.
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