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VIŠE GEODEZIJE
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1. UVOD

Za matematički definisanu površ koja dovoljno tačno predstavlja oblik
Zemlje, uzima se obrtni elipsoid sa malom spljoštenošću. Određivanje zemlji­
nog elipsoida sastoji se u određivanju parametara, koji karakterišu njegovu
veličinu, oblik i orijentaciju u zemljinom telu.

Praktično izučavanje oblika Zemlje svodi se na određivanje koordinata
tačaka neke površi u jednom, opštem sistemu za celu Zemlju.

U našoj i svetskoj literaturi iz ove oblasti, odnosi između geometrijskih
veličina interpretiraju se i izučavaju klasičnim metodama matematike a čije
osnove nalazimo još u radovima Gausa, Helmerta, Klerooa itd.

U ovom radu smo pokušali, da primenom savremenih matematičkih me­
toda definišemo neke probleme matematičke teorije više geodezije.

1.1. „ r žm xn Z t xn z o r Z ž v xk t o r Z u čxo m xt r žćž 

Za izražavanje veza između geometrijskih veličina i između fizičkih veli­
čina koristimo se algebrom i analizom. Među njima razlikujemo skalare, vek­
tore i tenzore.

Može se reći da su tenzori opšte veličine za izražavanje odnosa između
geometrijskih i fizičkih veličina, a vektori i skalari se smatraju posebnim
vrstama tenzora.

Koordinate ma koje tačke, u koordinatnom sistemu, su komponente vek­
tora.

--+Kako su koordinate tačke U u stvari i koordinate pomeranja OP (O je
koordinatni početak), to znači da svakom vektoru odgovara pomeranje tačke
iz koordinatnog početka.

U odnosu na neki Dekartov pravougli koordinatni sistem y' kvadrat linij­
skog elementa koji definiše metriku Euklidovog prostora, određuje se obrascem
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ako se radi o Euklidovom prostoru ' · od N dimenzija. Ako umesto Dekarto­
vih uvedemo generalisane koordinate

biće
dsR m ] 4N dx' dx'

N i)yk i)yk 
] 4Nmx67Đ5· & 

� mL 

gii je simetrični dvostruki tenzor. Zove se i osnovni (fundamentalni) metrički
tenzor drugog reda ili samo metrički tenzor.

2. PARAMETRI ZEMJINOG ELIPSOIDA. VEKTORSKA JEDNACINA
ELIPSOIDNE POVRšI

Na slici 2.1 dat je obrtni elipsoid. Za dati elipsoid uveli smo geografske
koordinate (unutrašnje koordinate) ep i )...

W 

y

\ 

Sl. 2.1.
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Sl. 2.2.

Geografska širina ep tačke M je ugao obrazovan normalom N na povrsi
elipsoida u toj tački sa ravni ekvatora, pri čemu je ep E [ - rt/2, + rt/2] odnosno
imamo severne i južne geografske širine.

Geografska dužina ). tačke M je ugao između ravni nultog odnosno počet­
nog meridijana i meridijana tačke M. Geografske dužine se računaju istočno
i zapadno od početnog meridijana i to ). Š [-rt, +rt].

Za početak ortonormiranog prostornog sistema uzeta je početna tačka O.
Osovina Oz poklapa se sa obrtnom osovinom elipsoida.- -Jednačina elipsoida u vektorskom obliku r = r (ep,).) ili koordinate tačke
M glase:

č ww a 'cos ep cos A = Q = x (ep, A)
OD e2sin2ep

a cos ep sin A = ! = Y (ep, A)V 1 - e2sin2 ep

a (I - e2) .&mmmmm sm epV 1 - e2sin2 ep

gde je a = velika poluosovina elipse
b = a V I - eR = mala poluosovina elipse

e= e:
a'E - odstojanje žiže od centra F10 = F20 = E

Veličina E često se naziva prvi brojni ekscentricitet elipse [vidi 1].

2. y o o r ~žn Zt n ž v xk t o r ž x«žp s o ž~Z 

Parcijalni izvodi vektorske funkcije -; =-; (ep, ).) po ep i ). zovu se koor­

dinatni vektori površi i obeležavaju se sa :; i :; . U zadatoj tački elipsoida
imali bi
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odnosno,

-asinep(l-e') ,cos 92 V(1 - e• sin2 ep)3

a sin ep (1 - e2) ,_,
D DgDDimmmmmmm&� V44P i r,. =

V(l - e• sin" ep)3
a cos ep (1 - e•)

V(l - C• sin2 ep)3

pri čemu su gornji parcijalni izvodi dobijeni tako što smo prethodno našli
sledeće izvode:

fq, =

a cos ep sin).
A O D e• sin2 ep

a cos ep cos XA O D e• sin2 ep

o

(
cosep )'

A 1 - C• sin2 ep ...

kao i

( sin ep )'
1 - e• sin2 ep =

• -,-----:--=- r- sin A 1 - e• sinR ep A DDDDgDmmmmm 2 e• sin ep cosR ep
2 A / D e• sin2 ep

1 - e• sin2 ep

sin ep 6O D e•)
= - vc1 - e• sin2 ep)3

sosep A / D e• sin2 ep A 1 2e'sin2epcosep
2 A 1 - e- sin2 ep

6O D e• sin2 ep)

cos ep
V(l - e• sin2 ep)3

3. METRICKI TENZOR ELIPSOIDA (TENZOR PRVE KVADRATNE FORME)

Definicija: U svakoj regularnoj tački (regularna tačka površi je ona u
kojoj je rang matrice jednak dva ili drugim rečima u kojoj je ispunjen uslov
➔ ➔ ➔ ➔
r,,, X ri ~ O) elipsoida, koordinatni vektori ro, i ri određuju po jednu ravan
kojoj pripadaju tangentni vektori svih glatkih krivih koje leže na toj površi
i prolaze kroz tu tačku.

Veličina

4f g 4„ ER m 4f gq,q, gq,A 4f97 
g)-q, g)-)-

zove se metrički tenzor prve kvadratne forme elipsoida, odnosno
- - a• (1 - e')2

• •
gq,q, = rq, • rc;, = (l • . 2 )3 mm E, [vidi 1]

- C sin ep

• Slmboll i metod izlaganja u ovom radu uzeti su prema [3)
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] �iB 7E = (_E�iB = ~ == 2B 

a• cos2 ep
g;v, = 1 - e• sin2 ep ""' G,

tj.

11 ] 112,2 =

a• 6O D e')2

6O D e• sin2 cp)3 o

o a• cos2 cp
LB D e• sin2 ep

(3,1)

4. PRVA (GAUSOVA FUNDAMENTALNA) KVADRATNA FORMA POVRŠI

Definicija: Izraz ds" = ] < (dep)" + R]BB�iB 0r dcp + ] iV (d).)' zove se prva kva­
dratna forma površi. Za obrtni elipsoid bi imali:

a• (1 - e•) a• cos2 cp
ds" = 6O D e• sin2 cp)3 (dep)2 + O D e• sin2 ep (d).)2

5. LAMEOVI (LAME) KOEFICIJENTI

Veličine:

H1= a(l-e') =M
A (l - e• sin2 ep)3

gde je M poluprečnik krivine luka meridijana u datoj tački [vidi 1] 

acosep NH2 = A 5 = cos ep
1 - e• sin2 cp

gde je Ncoso poluprečnik krivine luka paralele u datoj tački i nazivaju se
Lameovi koeficijenti.

6. DRUGA KVADRATNA FORMA POVRŠI (TENZOR DRUGE KVADRATNE
FORME)

➔ ➔ ➔
Definicija: Za elipsoid r = r (ep, A) gde je r dva puta diferencijabilna

funkcija parametara ep,).. izraz h'P'P dep)2 + 2 h,pl depd).. + hu(d)..)2 nazivamo dru­
gom kvadratnom formom površi elipsoida.

Koeficijenti druge kvadratne forme h.,.,, h.,, = h.,,, hu određuju tenzor
druge kvadratne forme

4f± VEE = 4fggg gg 4f 
i određuju se po formulama:
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Za obrtni elipsoid bi imali:

- acosep(l -e'J(l + 2e'sin2ep)

rcpq, =

V (l - e• sin2 ep)5

- a cos ep (1 - e•) (1 + 2 e' sin2 ep)
V (I - c• sin2 ep)5

- a sin ep 6L D e•) 6O D e• - 2 e• cos2 ep)

V 6O D e' sin2 ep)5

cos A l

sin' /5 
• 

a sin ep cos ep (I - e•)

A (I - e• sin2 ep)3
sin x

- a sin ep cos ep (I - e•)
cos ,- ,

A (1 - e• sin2 ep)3

o

a'7F=====:==- cos ep cos ,­V 1 - e• sin 2 ep

a
DDDgDBDmmmmgmmD cos ep cos ,­y I - e" sin2 ep

o

pri čemu su gornji parcijalni izvodi dobijeni tako što smo prethodno našli
sledeće zvode:

[
sin ep ]'

V(I - e' sin2 ep)l

cos epY 1 - e• sin2 ep)3 + A 1
2 (I - e• sin2 ep)3

(1 - e• sin2 ep)3

3 (I - e• sin2 ep) • 2 e• sin2 ep cos ep
(1 - e• sin2 ep)3

cos ep (I + 2 e• sin2 ep)
A (I - e• sin2 ep)5

[
CQS ep ] 9 

) ml u e• sin2 ep)S =
- sin ep V (I - e• sin2 ep)S + 1

2 A (I - e• sin2 ep)3

3 (I - e' sin2 ep)2 • 2 e' sin ep cos2 ep
(1 - e' sin2 ep)3

Izračunajmo i veličinu

(I - e• sin2 ep)3

- sin ep ( L D e' - 2 e• cos 2 ep
A (l - e• sin2 ep)5

odnosno

k = , / U4 cos2 <1> 6O D CMR2 = a2 cos ep (1. - e')r 6O D e• sin2 ep)4 6O D e• sin2 ep)2

Da bismo izračunali veličine h,,,,,,, h,<P = h,,,,, hu napišimo ih u razvijenom
obliku:
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I
hq,q,=w

- a cos cb(l - e3)(1 + 2e' sin2<p) , - a cosqi (f - e2)(1 + 2 e'sin2qi)
cos x ------:-' ;:::::==:::::::::==:----'-' sin).A (I - e• sin2 ep)5 A (I - e• sin2 ep)5

2 U sin ep (I - e2) (I - e2 - 2 e• cos2 ep)
A (I - e• sin2 ep)5

- a sin ep (1 - e')
-:-;:======~=:=- cos).A (I - e• sin2 ep)3

- a cos ep sin).
A 4 D e'sin2ep

- a sin ep (I - e')
-;:=======- sin ).A (I - e• sin2 ep)3

-;-::=a=c=o=s:::ep== cos).A 1 - e• sin2 ep

a cos ep (I - e')

A (1 - e• sin2 ep)3

o

Ako izračunamo gornju determinantu dobićemo:
(1 - e• sin2 ep)2

hq,q,=
a• cos ep (I - e')

_a•_s_in_~epco_s_ep~(l_-_e_•~)._a_s_in~ep~(_I_-=e'=)=(=l=-=e•=-=2~_e2_c_o_s_2~ep)+
(l - e• sin2 ep)2 A (I - e• sin2 ep)5

+ a cos qi (1 - e') (I - e• sin2 ep)2 a• cos2 ep (I - e') (1 + 2 e• sin2 ep)
A (I - e• sin2 ep)3 a2 cos ep (I - e2) m9 u e2 sin2 ep)2

A a (l - e•) [sin2 ep (I - e• - 2 e2 cos2 ep) + cos2ep (I + 2 e• sin2 epJ] =
(1 - e' sin2 ep)5

a(l - e2
) = M

A (I - e2 sin2)3

Vrlo lako se može dokazati da je h,., = h.,, = O. Na isti način ćemo izračunati
hu".

a
-;::===== cos ep cos),A 1 - e• sin2 ep

asinep(J - e') ,
~====:=~ 1 ± 6X2 Ao u x sin2 ep)3

- a cosep sin).A (l - e'sin2 ep)

-:-;::==a=== cos ep sin).A 1 - e• sin2 ep

a sin ep ( 1 - e') . ,
~=======~sin"
v(I - e• sin2 q,)3

a
-:,=====:== cos ep sin).A 1 - e• sin2 ep

o

a cos ep (I - e2)

Ao u e• s-in2 ep)3

o

(1 - e' sin2 ep)2

a2 cos ep (I - e2)

a cos ep (I - e•)

A (1 - e2 sin2 ep)3

a2 cos2 ep
I - e• sin2 ep

:-.==a=c=o=s=
2

=ep=== N cos2 ep, iliA 1 - e• sin2 ep

4f± 112,2 =

a (I - e•)

J/(1.- e'.sin\ep)3
o

o a cos2 qi
J1---r=e 2 sinl ep

Uporedimo tenzore I i II kvadratne forme, ako prethodno uvedemo odgova­
rajuće zamene za M i N

4f g 112,2 = 4f M2 M 4f i 
O N2 cos2 ep 4f± 112.2·= /I Mo o '1IN cos2 ep

(6.1)

Iz gornjih matrica se jasno vidi u kakvom su odnosu koeficijenti prve i
druge kvadratne forme. Očigledno je da su tenzori vrlo jednostavni što nam
omogućuje da vrlo lako dođemo do ostalih podataka o površi obrtnog elip­
soida.
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7. NORMALNA KRIVINA KRIVE U PROIZVOLJN OM PRAVCU (AZIMUTU)

Normalna krivina krive definiše se kao količnik druge i prve kvadratne
forme elipsoida

bw(~r +2h1.,p·*+h).).

(
dep )2 dep _g,p,p di' + 2 g1.,p • di' + m

Nakon zamene koeficijenata iz (6.1) u (7.1) dobijamo

k · = M (dep)2 A N cos2 ep (d).)2

M2 (dep)2 + N2 cos2 ep (d).)2

(7.1)

(7.2)

Obzirom da je dep M
ci). = N cos ep ctg « (vidi sl. 7.1.)

Sl. 7.1.

imamo da je
MN ctg2tt + 1

N (1 + ctg2 a)
N cos2 tt + M sin2 tt

N-M

pa je

r
cos2 tt sin2 tt

k · mDĐg/DA& 

što je već poznata Ojlerova jednačina za računanje poluprečnika krivine u
proizvoljnom azimutu a, ako su poznati poluprečnici krivina glavnih normal­
nih preseka M i N.
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8. i · fl fpP _ nGlp fc p r · o Gnp fc u· P; Pi G 

i r sv sBC glavnih normalnih preseka se dobijaju kao koreni jednačine

4f 
h,pcp - K gcpcp hcp). - K gcp).11 = O

h)."' - Kg)."' hu- Kgu

odakle se dobijaju krivine
1kDmD • M

/ 
k Rm· 

9. GAUSOVA KRIVINA

Gausova krivina se dobija po formuli

hcpcp • hu - hf„ 1i 0 i X • i Y m --'-'------==- m DD 
d,­,­ • g).). - dT „ o • p 

10. ; ·P Np gG i· fl fp G 

Srednja krivina se računa po formuli

c m ~X~ Oi X + i YR m _I_ hcpcp • du + hu • d,­,­ 
2 2 gcpcp • du 

o Zp 
Yo · p (10.1)

Do izraza (10.1) se vrlo lako došlo i to je algebarska vrednost srednjeg polu­
prečnika krivine.

Pri rešavanju mnogih zadataka više geodezije, koji se uglavnom odnose na
računanje trigonometrijskih mreža viših redova, često se primenjuje taj postu­
pak što se deo površine elipsoida zamenjuje površinom lopte sa tzv. srednjim
poluprečnikom krivine. Ovaj poluprečnik se uzimao kao aritmetička sredina
iz poluprečnika krivine svih normalnih preseka koji se mogu položiti kroz
proizvoljnu tačku na površi elipsoida i računao se, prema tome, po formuli

RHg 

/E = 2
1
Tt f / (a:) da:= VM • N 

j 
gde je ct azimut proizvoljnog pravca.

To je obrazac Gruntera i, prema tome, srednji poluprečnik krivine je geo­
metrijska sredina iz poluprečnika krivine po meridijanu i prvom vertikalu.
Sasvim opravdano se može postaviti pitanje koji od ova dva izraza realnije
aproksimiraju deo obrtnog elipsoida u proizvoljnoj tački, površinom lopte.

(10.2)

Mi smo izvršili izvesna ispitivanja tako što smo sračunali efektivne vred­
nosti srednjih poluprečnika krivina (vidi tabelu 1) po formulama (10.1) i (10.2).
Prilikom računanja uzeli smo da je (Beselov elipsoid):

a = 6 377 397.155 m
aR = 0.006 674 261 230.

XeX 



TABLICA 1.

ep
I

M 
I

N 4r.,=H= 2MNI r. = A= Q I r0 - r., [m]M+N 

M 6 334 832.03 6 377 397.16 6 354 842.68 6 355 478.07 635.39
JO 6 336 744.91 6 378 039.00 6356199.15 6 356 795.05 595.90
20 6 342 258.19 6 379 888.20 6360 092.77 6 360 582.65 489.88
30 6 350 720.55 6 382 724.46 6 366 024.26 6 366 373.22 348.96
40 6 361 126.91 6 386 208.83 6 373 246.97 6373457.36 210.39
42 6 363 334.57 6 386 947.53 6 374 769.48 6 374 955.22 185.74
44 6 365 559.79 6 387 691.94 6 376 300.72 6 376 463.26 162.54
46 6 367 791.74 6 388 438.42 6 377 833.23 6 377 974.13 140.90
50 6 372 232.37 6 389 923.08 6180 872.41 6 380 975.05 102.64
60 6 382 697.57 6 393 419.26 6 387 984.36 6 388 021.38 37.02
80 6 396 842.66 6 398 138.72 6 397 489.63 6 397 490.16 0.53

L 90 6 398 -86.85 6 398 786.85 6 398 786.95 6 398 786.85 0.00

Na osnovu tablice 1 napravljen je dijagram odstupanja (sl. 10.1) VJ-Vsr.
Za područje naše države razlika V0- V5, nalazi se negde u granicama

140 • 90m < /E D /BE < 210 • 3 m

Ostaje da se razjasni pitanje da li ova razlika ima praktičnih posledica
pri geodetskim računanjima i koja je srednja vrednost poluprečnika krivine
teoretski ispravnija. U tom pravcu smo nastavili istraživanja a rezultate ćemo
saopštiti u jednom od narednih radova.

11. OSNOVNA SVOJSTVA GEODETSKE LINIJE NA OBRTNOM ELIPSOIDU.
JEDNACINA GEODETSKE LINIJE

Zadatak se može rešiti i analitički, tj. rešavajući jednačine geodezijskih
krivih vidi [4, str. 121].
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M 40 50 70 80 90

Sl. (10.1)
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Jednačine geodezijskih krivih glase:

2 d ( [. 1) -~ • •• 1 • • k (1 - • 1 2)ds g11. u - iJ u' a u -. ,

gde tačka znači izvod po s. Za obrtni elipsoid bi imali
u 1 = ep ; u2 = :>..

(11.1)

du1
ts M022- 

ds
\ll=~j

ds
. , d:>..
VmD 

ds (J 1.2)

Ako izraz (11.2) uvrstimo u (11.1) dobićemo

2 d ( dcp) iJ gq,q, ( dcp) R 

ds gq,q,"Ts =~- ds

2..5!_ (gu • ~) =ds ds

Obzirom da gH ne zavisi od )., to iz

iJgu . (~)2
iJ).. ds

druge jednačine dobijemo

d ( d:>..)Y2 d-u • 2 =O
ds ds

odnosno
d),.

gu • - = k = konstantads

Imali smo da linijski element, odnosno njegov kvadrat, na obrtnom elip-

(11.3)

soidu iznosi

ds2 = o Y (dcp)2 + N2 cos2 ep (d:>..)2

i zamenom u izraz (11.3), koga smo prethodno kvadrirali, dobijamo
N4 cos+ ep (d:>..)2 = k2 o Y (dcp)2 + k2 N2 cos2 ep (d:>..)2

odnosno

(d:>..)2 (N4 cos4 ep - k2 N2 cos2 ep)= k2 M2 (dcpJ2

dA N cos <p A N2 cos2 <p - k2 = k M dcp

obzirom da je

dA o 
- - ------ tada jedcp - N cos ep • ctg 0t

N2 cos2 ep - k2 = k2 stg2 0t

Kako je R = Ncosrp tada konačno dobijemo
R 2 - k2 = k2 ctg2 0t

ili

(J 1.4)

RBmmm&mm = Rsin0t = k
A L + ctg? Ot

a što je već poznata Kleroova jednačina geodetske linije, pri čemu je R polu­
prečnik paralele.
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