PRILOG RAZMATRANJU METODA NUMERICKE OBRADE
MIKROTRIANGULACIONIH MREZA

Mladen BOLT, Eduard KRIZAJ — Zagreb*

Mikrotriangulacionu mreZu ¢ini niz svrsishodno povezanih to¢aka koje

moraju osigurati solidnu geodetsku osnovu u fazi projektiranja, izvodenja i
kontrole zamasnijih gradevinskih objekata. U skladu s namjenom takva mreZa
treba da zadovolji redovito vrlo velike zahtjeve u pogledu toénosti. Broj to¢aka
koje mikromreza sadrzi, te povriina koju ona obuhvaéa ovise o dimenzijama
budué¢eg objekta kao i o lokalnim terenskim uvjetima.
Nije rijedak slu¢aj da se zbog nepovoljnih terenskih uvjeta ne mogu ispuniti
svi oni teoretski zahtjevi koje bi mikrotriangulaciona mreza morala zadovoljiti
obzirom na potrebnu toénost. Osim toga javlja se potreba da se pojedine to¢ke
zbog odredenih zahtjeva postavljaju na sam gradevinski objekt, §to takoder
otezava formiranje optimalnog oblika mreze.

Ako ne mozemo zadovoljiti zahtjeve u pogledu oblika mreZe i medusobnog
rasporeda totaka, onda ove nedostatke nastojimo kompenzirati izborom kvali-
tetnih instrumenata i toénijih metoda mjerenja. Svaka mikromreza, obzirom na
namjenu i okolnosti pod kojima se izvodi i obraduje, predstavlja gotovo uvijek
specifitan zadatak. RaspoloZiv instrumentarij za realizaciju projekta na terenu,
obradu podataka mjerenja i analizu dobivenih rezultata uvjetuje metodologiju
cjelokupnog rada. U nastavku éemo se poblize osvrnuti na dio problematike
vezan uz ratunsku obradu i analizu podataka mjerenja.

Nagli razvoj elektronike, pojava sve novijih i novijih elektroniékih raéu-
nala omogutuje, da se mnogi zadaci s podrudja obrade raznih podataka mje-
renja rjeSavaju razmjerno lako i brzo. No, realno gledajuéi, nisu nam svima
uvijek na raspolagnju ratunala velikog kapaciteta, a ako i jesu, ne moZemo
ih uvijek koristiti kako bismo Zeljeli i upravo kada su nam potrebna. Zbog
toga su danas ve¢ mnoge organizacije snabdjevene stolnim radunalima raz-
mjerno velikih moguénosti i malih dimenzija, karakteristike kojih bez obzira
na porijeklo i proizvodata omoguéuju rjesavanje mnogih uobi¢ajenih, a tako-
der i posebnih problema iz prakse.

Uobitajeno je da se mikrotriangulacione mreZe obraduju kao samostalne,
lokalne mreZe. Takoder je uobitajeno da se mikromreze — najvise zbog raz-
loga ekonomié¢nosti — izjednatuju metodom uvjetnih mjerenja. Posebno je za-
nimljiv slu¢aj mreZza koje se zbog utvrdivanja stabilnosti objekata opazaju
uvijek ponovno u kraéim ili duljim vremenskim intervalima. Jasno je da ée
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se prilikom izjednacenja takvih serija opaZanja mijenjati samo nesuglasice u
uvjetnim jednadzbama. Iz ovog proizlazi da se koeficijenti jednom formiranih
normalnih jednadzbi korelata za odredenu mreZu nete mijenjati, ve¢ ¢e se
rjeSavajuéi normalne jednadzbe morati ra¢unati samo reducirane koeficijente
u stupcu nesuglasica, tj. wy, [w,-1], [wy-2] itd. Ratun korelata, ratun popra-
vaka pravaca, nuzne kontrole i ocjenu to¢nosti morat ¢e se uvijek nanovo ra-
¢unati za svaku novu seriju opazanja.

Promotrimo kako je koncipiran i programski rijeSen problem izjednace-
nja mikromreZe (slika 1) metodom uvjetnih mjerenja za raéunalo Hewlett
Packard 9830. Obzirom da je izjednalenje provedeno po pravcima, ova mreZa
sadrZi devet figurnih i tri sinusna uvjeta. Od osam tofaka koje ¢ine mreZu
toéka 7 predstavlja izmaknuto ishodiSte lokalnog koordinatnog sustava, a
smjer osi X paralelan je spojnici totaka 7 i 6. Takoder je poznata udaljenost
ovih totaka, ¢ime je odredeno mjerilo mikromreze.

Koristeéi simbole matri¢nog ratuna moZemo uvjetne jednadZzbe izraziti u
slijedeéem obliku:

ATviw=0
A, je transponirana matrica koeficijenata uvjetnih jednadzbi. Vektor v sati-
njavaju nepoznanice, tj. popravei pravaca, a vektor w sainjavaju nesuglasice
uvjetnih jednadzbi. Brojne vrijednosti elemenata matrice i vektora navedeni
su u prilogu 1. Koeficijenti sinusnih uvjetnih jednadzbi izratunati su na uobi-
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¢ajen nac¢in. Na temelju elemenata matrice A radunamo koeficijente normal-
nih jednadzbi korelata koji tvore matricu N (prilog 2), odnosno, normalne jed-
nadzbe moZemo izraziti:

ATAk+w=Nk+w=0.
Korelate dobivamo na temelju izraza:
k=—N-lw,
a nakon toga rafunamo popravke pravaca:
v=Ak
Inverzijom matrice N dobivamo matricu N™! (prilog 3).

Programirano izjednatenje ove mikromreZe zamisljeno je i ostvareno tako,
da se nakon sredivanja podataka mjerenja (trig. obr. br. 2) unesu vrijednosti
svih pravaca, te se nakon izvodenja programa dobivaju sredeni rezultati izjed-
natenja i koordinate totaka. Svi potrebni elementi (koeficijenti uvjetnih jed-
nadzbi koji su prethodno izratunati izvan programa, duzina izmedu totaka 6
i 7, koordinate totke 7, te potetni smjernjak) sadrzani su u programskim ko-
racima, tj. ukljueni su u programski tok.

Prilog 4 sadrzi ispisanu listu unijetih mjerenih podataka zbog kolacioni-
ranja. Prilog 5 sadrzi ispis nesuglasica figurnih (u sekundama) i sinusnih
uvjeta (u jedinicama sedmog decimalnog mijesta), korelata i sumu k-w. U
daljnjim prilozima 6, 7, 8 i 9 prikazani su rezultati izjedna¢enja ukljudujuéi
ratun definitivnih duZina, koordinata te ocjenu toénosti. Obzirom da je oblik
ispisa uvjetovan Sirinom papirnate trake elektroni¢kog raunala, radi bolje

preglednosti u prilozima 2 i 3 podvuéeni su elementi na glavnim dijagona-
lama.

Treba uotiti da je za ovakvo izjednafenje mikromreZe potrebno izvrditi
vrlo malo predradnji, tj. treba samo srediti trig. obr. br. 2., obzirom da nepo-
sredno odavde uzimamo ulazne podatke, koje unosimo ruéno u ratunalo.

Na drugom primjeru prikazat ¢emo kako je programski rijeeno izjedna-
¢enje mikromreze (slika 2) metodom posrednih mjerenja. U ovoj mreZi izmje-
rena su 42 pravca pa ¢e biti potrebno postaviti isto toliko jednadzbi pogresaka.
Tocke II i VII zadane su koordinatama, pa je na taj naéin definiran koordinatni
sustav mikromreze. Izjednafenjem treba odrediti koordinate preostalih Sest
totaka. JednadZbe pogreSaka sastavljamo prema izrazima:

a) za pravac koji je opaZan sa traZene to¢ke »i« na traZenu to¢ku »r«
Vie= 8 A% + b, Ay +agAx, + by Ay, + Az + f),
i obratno
Va=8nqAX, + by Ax, +a,Ax;, + b, Ay, + Az, + f,4;
b) za pravac koji je opaZan sa zadane totke »n« na traZenu totku »re«
Var=08,, Ax, + b Ay, + Az, + f,,
i obratno

Apg =8, AX, + b Ay, + Az, + f,,, jer je Ax, = Ay, =0;
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¢) za pravac opaZan sa zadane toke »n« na zadanu tocku »m«
Vem=AZ, + f
i obratno
Ve = AZy 4 gy jer je Axy = Ay, = Ax, = Ay, =0.

U ovim izrazima »a« i »b« su koeficijenti uz nepoznanice u jednadZbama
pogreSaka, Az je popravak orijentacije na odredenom stajaliftu, a »f« je slo-
bodni &élan. O¢ito je da se za odredenu mreZu koeficijenti uz nepoznanice u
jednadzbama pogre$aka nefe mijenjati ako u odabranim vremenskim razma-
cima ponavljamo opazanja cjelokupne mikromreZze, ve¢ ée se mijenjati samo
slobodni ¢lanovi. Iz ovog proizlazi — pojednostavljeno govoreéi — da ¢e biti
potrebno za svaku novu seriju opaZanja izratunati slobodne ¢lanove jednadzbi
pogreSaka, unijeti ih u svrsishodno sastavljen program izjednadenja kako bi
se nakon izvodenja programa dobili konaéni i sredeni rezultati izjedacenja.

Privremena orijentacija mjerenih pravaca na svim stajaliStima izvrSena
je u trig. obr. br. 5 gdje su takoder radunati slobodni élanovi. U isti obrazac
unijeti su pripadajué¢i koeficijenti jednadzbi pogreSaka (prilog 10) koji su
prethodno izratunati na poznati naéin. Na temelju ovih elemenata sastavljamo
jedndZbe pogreSaka:

v =—Az + 820,9Ax, + 10488Ay, — 8209Axs — 10488Ays 4+ 0

el
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Koriste¢i se simbolikom matritnog rafuna jednadZbe pogreSaka moZemo
izraziti:
v=A-x+1f,

gdje je A matrica koeficijenata jednadZbi pogredaka, x je vektor popravaka i
f vektor slobodnih ¢lanova. Normalne jednadzbe dobit éemo na temelju izraza:

ATAx 4+ ATf=0,
Ako uvedemo oznake:
ATA=N i A'f=n
normalne jednadzbe moZemo prikazati na slijedeéi naéin:
Nx+n=0,
a odavde moZemo odrediti vektor nepoznanica:
X==N'!'-n=—-Q-n

Matricu N ¢ine elementi [aa], [ab].... dok je vektor n sastavljen od ele-
menata [af], [bf]....

Elementi matrice Q ovise o obliku mreZe, tj. za odabranu mre#u oni su
konstantni. Elementi na glavnoj dijagonali su koeficijenti tezina nepoznanica
te pomo¢u njih moZemo ra¢unati srednje pogredke svih nepoznanica kao i po-
loZajne pogreske pojedinih totaka. Osim toga moZemo — koristeéi se elemen-
tima matrice Q — ratunati elemente elipsi pogrefaka. Ovu okolnost mozemo
svrsishodno koristiti u fazi projektiranja mreze.

Ocito je da rezultati ovako provedenog izjednatenja mikromreze metodom
posrednih opaZanja pruZaju Sire moguénosti u pogledu ocjene postignute toé-
nosti i analize eventualnih poloZajnih pomicanja pojedinih to¢aka.

Kada smo na temelju izjednadenja odredili popravke koordinata, tada pre-
ostaje jo§ ratunanje popravaka mjerenih pravaca kao i definitivna orijenta-
cija pravaca na svim stajali§tima.

Da bismo za svaku seriju opaZanja mogli dobiti rezultate izjednadenja
Sto brZe i jednostavnije, moramo u programski tok unijeti koeficijente jed-
nadzbi pogreSaka upravo zbog tora, §to su nam potrebni za ratunanje popra-
vaka pravaca. Za samo ratunanje popravaka koordinata zadovoljili bi nas
jednom dobijeni koeficijenti inverzne matrice Q. Pretpostavimo 1i moguénost
da u svakoj seriji opaZanja neée biti izmjereni uvijek svi pravei, moéi éemo
obaviti izjednatenje mikromreZe uz izvjesne preinake programa. Bit ée po-
trebno ponistiti sve koeficijente u jednadzbama pogresaka za pravce koji nisu
opazani, a za slobodne ¢&lanove u odgovarajuéim jednadzbama unijet éemo
nistice. Na izlaznoj listi popraveci pravaca koji nisu opaZani bit ée niStice. Ta-
koder ¢e biti potrebno da se prilagodi onaj dio programa, koji se odnosi na
ratun srednje pogreSke mjerenog pravca te na definitivnu orijentaciju pra-
vaca. U odnosu na izjednadenje metodom uvjetnih mjerenja gdje ispustanje
pojedinih pravaca smanjuje broj uvjeta i zahtijeva znatnije promjene utvrde-
nog programskog toka — posredno izjednadenje ima izvjesnih prednosti.

Ocjena tofnosti izvrSena je na temelju slijede¢ih formula:

— srednja pogreska mjerenog pravca
= [vv]
g - Vn —-3U-D
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gdje je »n« broj svih opaZanih pravaca, »U« broj traZenih tofaka i »D« broj
zadanih totaka na kojima su opaZani pravei;

— srednja pogreska nepoznanica
m, = +m}Q.
m, = + m)Q,;
— srednja pogreska polozaja totke
M=+ | 'm}+ mi.
Elementi elipsi pogreSaka ratunati su prema formulama:
— kut © 3to ga velika poluos A zatvara s osi X

2Q, _

g206 = 3
' QH_Q”

— velika poluos
2
A* = Z-(Qu + Qy + K3

— mala poluos

B? = 2= (Qu + Qy — K

K =LV (Qux — Q”): T+ 4Q§y :

Kako broj normalnih jednadZbi do izvjesnog broja ne igra ulogu kada je
rije¢ o stolnom ra¢unalu HP 9830 s kapacitetom 8000 rijedi, prilikom formira-
nja jednadZbi pogreSaka nije izvrSena eliminacija popravaka orijentacionog
kuta tvorbom reduciranih koeficijenata. Takoder nije izvrSeno spajanje jed-
nadzbi pogreSaka primjenom Schreiberovih pravila. Kad ne bismo imali na
raspolaganju odgovarajuéa pomagala morali bismo se koristiti pogodnostima
koje pruza primjena spomenutih pravila radi smanjenja opsega ratunskog
posla. Kako je veé prije spomenuto, za svaku seriju opaZanja treba izvrSiti
privremenu orijentaciju pravaca, odnosno ratunanje slobodnih ¢lanova jed-
nadzbi pogredaka te ih ruéno uvesti u ratunalo. Nakon izvodenja programa
dobivaju se rezultati u obliku sistematiziranog ispisa kako je to vidljivo iz
priloga.

ZUSAMMENFASSUNG

Verwendung der elektronischen Tischrechner ermdglicht die Losung
verchiedener Probleme aus tiglicher Praxis. Es wird die Programmkonzeption
der Ausgleichung von freien Kleintriangulationsnetzen nach bedingten und
vermittelnden Beobachtungen an Hand von HP 9830 Rechner ausgelegt, mit
zwei nummerichen Beispielen. Die Vorteile der Ausgleichung nach vermit-
telnden Beobachtungen werden betont.
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RACUNANJE HESUGLASICA UVJETNIH JEDNADZEI
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A< NESUGLASICE FIGURMIH UYJETHIH JEDHADZEI:
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FREGLED KEZULTHTH [ZJENMACEMJA
AR R e

MJIEFENT "FREAYAC FOPRAYAK POFRAYLJENT PRAYALC
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ZAYRSNE KOMTROLE
FEFFFEEFFERER RS 5 S

A+ "NESUGLASICE FIGURNIH UYJETNTH *JEDNARDZEI MNAKON I1ZJEDNACENJA:

W 1= @, 6a
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W 3= g.aa
W 4= @, aa
W 3= 6,04
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W 8= a.aa
W 9= g.48a

B/ NESUGLASICE SINUSHIH UVJETHNIH JEDHADZET NAKOM 1Z2JEDNACENJA:

W 168= @.08
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PRILOG 7
RACUN DEFIMITIVHIH DUZIHA
FEFFEEFFFFFFEEEERFEREFFEE
TOCKA AR - TOCKER B DUZIHA
1 2 229,194
& 3 168,578
2 4 145,855
%
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- o 269,327
T 5] 267, 566
PRILOG 8
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RACUN FOLIGOM!

KOG YLAKA

FARFEERFFE R RS R R RRERF

OCER PRELUMHI SHJERHNI DUZIHAR K OO R DI HATE
KUTEY] KUTEYWI ¥
&
186 © 6.808
i 298 31 29.69 560, 666 SOH.DaE0
298 31 29.69 111.542
8 138 46 ©£.55 298, 6878 477.5097
217 17 86.24 74.994
1 95 £ 44.26 243.2492 418, 1488
133 24 20.58 329,194
2 84 5 23.6€9 } 5984.4185 191.9461
a7 29 44.19 160,57/
3 128 1B 28.94 682.1497 319,2365
245 48 13.12 145,855
4 235 26 25.82 E46,3792 466.7374
41 14 38,15 163.473 g
o f8 38 51.79 794. 1586 0383.8555
292 5 29.94 274.29%0
= &¢ 99 26,86 LEY,wDBEE 6BG6.2130
188 @ B.68 186.813
7 258 31 29.69 500.0000 500.00080
PREGLEDNI SPISAK TRIANGULACIJE
§8 52 | Demitvai | = | opesam | "G 7" | Orijentisani | Popravka
58|85 | cirekcion § pravel W'WT“ pravei _ i
Vizurna tatka Eg 'éz 2 0-——?'— =0_
2 ] o lv—
is %15 e g o= 9] 4 1i0 ;
&% |= A o e (0 O TR | T o T
1 CFi &5 4 5 6 7 8 9
Q x S e
§ Cix | ik Jhrbutewal obglen 4 "—%
£ ﬁ#
#| (k) Shyadish | o1 |()
I Y9 2503|637, Y= #|9s9|358
A © 5 |8109 10hek1Akd [SE|S8 | 22 | 24330 /1000 | 258|06| 480 | Al [5Es8 0] o o
2| o4 |-9n0) kSla% |S8lo8.4s| . |n92|33|es 93 24 4756 490|58, 09.0k 055
3 © 3 |7 bobi|%08 [35(37.69| » [34p |10] 52 89 \n4 &4 86| 108135 Lo, 9 325
4] o6 fos| sez|osolsyloesi| |12 42,65 24146 68| 050|371 20.94 143
5 © 9 |-934] 97]|264|23]08.26] p.9o | 5|58]|40 83) 245343 264 00| 58.94) 532
61 (@7 FW3|-69]27905/504 | 22 | 90|4t|eoty 2414964 279 05|48 1,53 |
7] @2 |#85]-msleosl16lazea| o | as|si|4a117 2.4 46 52| 09416 |29, 28 45
53]35.86 59| 590¢ 53 | 36,80 533583 | cus | Coe|
59(59 0¢| |_53 36,77 m-ugléa,«
53| 36 60| 533583

PRILOG 9 i 10
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SLOBODMI CLAMOYI JEDHRDZBI FOCRESAEH

FEEFEFEFFEEFFT R L F RIS R XTSI F IR R TR T

BROJ PEAVCH YRIJEDHOSTI SL. CLAMOYH

AN QO fa PO G

=3 O (N b O3 T —
I

= O] = 0 ST
= - n - -
(Sa R W O R ) ) o]

i

48 -8.21

41 @, 56

42 -0, 65
PRILOG 11

FOFRAYCI FRAVACA HAEON IZ2JEDNACENJA
FEEEEFEFFERIFRFFRRERIX RS FFRFHERS

BEROJ PRAYCH FOFPRAVAE

1 <0, 18
2 @, 55
3 g, a4
4 =378
5 2.0
£ -8.3
v ~B.69

44 -2.45

41 ~0.33

42 2.89

PRILOG 13



RACUN DEFINITIVYNIH KOORDIMNATA
**_******************************************!—*i***********

KOORDINATE PRIJE POFRAYCI KOORDINATA  KOORDINATE MAKON
1ZJEDNACENJR NAKON TZJEDNACEMJA I1Z JEDNARCENJA
TOCKA Y A oy DX W X
I 2503.632 1919.856 ~-0.6039 0.600%Y  2503.C231 1919.3569
11 2324,.812 2000.0060 2324.8120 2000, 0000
ITI 2361.218 1658.883 0.0876 -0.6153  2361.2104 1658, 1023
Iv 2422.425 1560.373 0.68118 -0,82601 2422.4132 1588, 3931
v 2599.087 1797.401 00,0146 -0.0058 2599.68724 1797.4068
VI 2308.118 1850.600 0.0010 -6.0056 23082, 1176 1850, 6056
Vil 2808, 05 2000, Ban 2088, aeBe 2080, 9000
I¥ 2289.358 1898.287 -0.6017 -0,6009  2289,3517 1892, 2879
0OCJEHNARA TOCHNOSTII
FEEEF AL REF R RS F IR R RS RRF R RS
SUHA VV=  68.26014
SUMA VW= 68,24893
SREDNJA POGRESKA MJERENOG FRAYCA = 1.761 SEK
TOCKA SEEDNJE POGRESKE SREDNJE FOGRESKE  ELEMENTI ELIPSI
HEPOZHANICA FOLOZAJA FOGEESAKA
MM MM MM §ig MM STUP
MA iy M A B THETA
{ 2,15 3.98 4,32 4.3 1,3 29.21
I
111 7.48 2.23 7.81 TaD 2.2 90.65
IV 11.35 3.12 11.78 11.4 2.9 96,68
v 4.94 3.99 7.73 7D 1.9 66,77
¥I 2,62 08.93 2.78 2.6 8.8 9.31
VII
I¥ 1.69 a,93 1,93 1.8 .7 26, 06
PRILOG 12
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DEFINITIVNA ORIJENTACIJA

STAJALISTE: 1

Y= 2503.6221

¥=  1919,3569

ORIJENTRCIJA

- o o o o i B o B e S e S o e et

T L Qo N on
Lo a8 B AR | s Bt

-

TOCKA M1 PRAYAC
5 141 57 @.86 243 32 10.04
4 1906 58 11,65 2%2 33 28.93
3 288 35 42.84 310 18 52,83
6 258 37 31.29 352 12 42.83
2 264 23 3.21 5 58 10.83
7 279 5 50.31 28 41 8.47
2 294 16 38.64 35 51 41,17
SREDINA=
PRILOG 14
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