GENERALISANJE PROBLEMA IZRAVNAVANJA
U TRIANGULACIJI

Jovan STEVANOVIC — Beograd*

U procesu izravnavanja geodetskih mreza svih redova, ukljuéujuéi i
problem naknadno opaZanih mreza kao $to su gradske mreZe, razradeni su
odgovarajuéi postupci koji se u praksi najéeSée koriste. Ovde ¢e biti naprav-
ljen pokuSaj da se obezbedi jedna op$ta teorijska polazna osnova za praktiko-
vane slucajeve izravnavanja, pri ¢emu ée opSti principi biti izlozeni kroz
izravnavanje u triangulaciji.

U najopstijem slu¢aju, u triangulaciji mere se, kao podaci koje treba
izravnavati, pravei, uglovi, duzine, geografske koordinate na osnovu kojih
se odreduju pravougle koordinate, geografski azimuti i azimuti opaZani Ziro-
teodolitom. Obi¢no se za mreze prvog reda odreduju geografske koordinate
samo za pojedine tatke u mrezi. Za niZe redove, ukljuéujuéi i naknadno
opaZane mreZe, ranije odredene koordinate tataka visih redova se koriste kao
podloga za odredivanje koordinata tataka dotitne mreZe., Pri svemu ovome
u praksi mogu da uslede slede¢i slu¢ajevi:

1. Odredene su koordinate samo dveju taaka u mreZi ili jedna koordi-
nata i jedan azimut. U ovom sludaju, koriste¢i ostale merenjem dobivene
podatke, mreZa se izravnava kao slobodna mreza.

2. Merenjem su, pored ostalog, odredene koordinate vi$e a vrlo retko
svih tataka u mrezi. U ovom slu¢aju, procesom izravnavanja treba izravnati,
pored ostalih merenjem dobivenih podataka, i merenjem odredene koordinate.
MreZa prvog reda bi mogla biti svrstana u ovaj slucaj.

3. Ranijim izravnavanjem su dobivene koordinate niza tadaka visih
redova na koje se oslanja mreZza odnosnog reda. U ovom slu¢aju mogu da
nastupe tri moguénosti:

3a. Date tatke su odredene s tafnodéu koja je znatno iznad taénosti
merenja u novoj mrezi. U ovom sludaju, pri izravnavanju, date taéke se
smatraju da su bezpogreSne. Ovo bi bio sluéaj najéesée praktikovanog pos-
tupka izravnavanja po principu »od veéeg ka manjemc.

3b. Date tatke su odredene sa tanoiéu koja je na nivou tadnosti merenja
u novoj mreZi. Pri izravnavanju nove mreZe ne bi bilo celishodno dozvoliti
toliku deformaciju merenih podataka nove mreZe da bi se oni saobrazili datim
koordinatama, ve¢ je bolje izravnavanje obaviti tako da i date koordinate
dobiju odgovarajuce popravke. U ovom slu¢aju koordinate datih tadaka po-
primaju karakter merenih podataka kao kod sludaja 2.1 ako su u ovom
slutaju koordinate datih tataka meduzavisne u korelaciji, iz prakti¢nih razloga
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za diskusiju je da li tu korelativnost treba uzimati u obzir pri izravnavanju.
U predstoje¢im razmatranjima ta korelativnost je zanemarena. U zavisnosti
od odnosa tanosti datih koordinata i taénosti merenja u novoj mrezi, pri
izravnavanju, popravkama koordinata datih tataka mogu biti odredene odgo-
varajuée tezine, kojima se moze regulisati stepen uticaja datih koordinata
na deformaciju podataka nove mreZze.

3c. Date tacke su odredene sa tatnodéu koja je znatno slabija od tacnosti
merenih podataka u novoj mrezi. Zbog ovoga nije celishodno da date koordi-
nate uti¢u na odredivanje medusobnog odnosa tataka nove mreze, ali date
koordinate moraju biti iskoriS¢ene za orijentaciju i smjeStaj nove mreze.
Ovo je najteséi slucaj naknadno opaZanih gradskih trigonometrijskih mreza,
a moze se i mreza prvog reda tretirati na sli¢an nac¢in. U ovom sludaju koordi-
nate datih tataka imaju karakter merenih podataka, ali zbog njihove izrazito
slabe tatnosti, ne smeju biti ukljutene u izravnavanje na naé¢in kao kod
slu¢aja 2, odnosno 3b.

Dubljim razmatranjem i sistematizacijom navedenih slu¢ajeva, moZe se
zakljuéiti da navedeni sluéajevi 1, 3a i 3b, mogu da budu interpretirani kao
specijalni slu¢ajevi slu¢aja 2, pa prema tome, stvarni problemi koji treba da
budu posebno razmatrani su slu¢ajevi 2 i 3c.

Treba imati u vidu da na sli¢an naéin mogu da budu tretirane nivelmanske

i ostale mreZe.

Koridéeni simboli. U daljem izlaganju su koriS¢ene sledete oznake i
simboli:

pi — izravnate vrednosti merenih veli¢ina (uglova, pravaca, duZina,
azimuta).

pl — merenjem odredene vrednosti merenih veligina.

vi — popravke izravnavanja merenih velié¢ina.

i — indeks koji kao i indeksi j, k, 1, j’, kK, varira od 1 do n.

n — ukupan broj merenih podataka (uglova, pravaca, duzina, azimuta).

x° — opaZanjem odredene vrednosti koordinata, odnosno ranije odre-
dene vrednosti koordinata datih tadaka.

x; — privremene koordinate.

%° — izravnate vrednosti koordinata bilo datih bilo novih tadaka.

X® — prira§taji privremenih koordinata bilo datih bilo novih tat¢aka koje
se odreduju izravnavanjem.

p — indeks koji kao i indeksi ¢, 7, @) ¢’, 7', variraju od 1 do 2N.

v® — popravke merenjem odredenih koordinata koje se odreduju izrav-
navanjem.

8; — odnosno §i; Kronekerovi simboli.

N — broj svih tataka bilo datih bilo novih u mrezi.

Poito u mreZi postoje tatke sa radnije odredenim koordinatama, to su
njihove koordinate obelezene indeksin_la p, @, T, ¢’ ¢, T, a koordinate novo-

odredenih tataka indeksima g, o, -f; p;, g5 T
E -E_, itd. variraju od 1 do 2 N1
e <, itd. variraju od 1 do 2 N2



N; — broj tataka sa ranije odredenim koordinatama
N, — broj tataka &ije koordinate treba odrediti

Ovde je:
N=N,; + N, 1

Jednadine gre$aka. Svaki meren podatak (ugao, pravac, duZina, azimut),
kao $to je poznato, nakon linearizovanja odgovarajuéih funkeija preko privre-
menih koordinata, bilo za tatke za koje su ranije odredene koordinate, bilo
za nove tacke, daje po jednu jednaéinu greSaka oblika

V=g X° 4 X —1' 2

U skladu sa Ajnstajnovom konvencijom, u ovom izrazu a i u buduée, isti
gornji i donji indeks u izrazu podrazumeva znak sumiranja po tom indeksu.

Za merenjem odredene koordinate jednadine greSaka bi bile:
V=xf4+ XP—xP = XP _ IF 3
Zbog razmatranja koja ¢e uslediti kasnije, biée korisno da se uoéi oblik
jednatina greSaka za slutaj ako se pri njihovom formiranju ne koriste privre-
mene ve¢ direktno merenjem odredene koordinate. U tom slu¢aju se, za
tatke sa odredenim koordinatama, izravnavanjem dobijaju direktno popravke

koordinata. Ako za ovaj sludaj obelezimo nepoznate sa X'?, a slobodne &lanove
sa 1'i, bice:

1
vl =al X% + azX'e — 1" 4

vP = X'P B

USLOV MINIMUMA ZA DVA NAVEDENA KARAKTERISTICNA
SLUCAJA

Veé je navedeno da se teorijskom obradom sludaja 2 obezbeduje osnova
za obradu slu¢ajeva 1, 3.a, i 3.b, a da se sluéaj 3.c mora posebno obraditi.
Pre prelaska na detaljniju teorijsku obradu ova dva slu¢aja, korisno je odmah
na poletku istaéi sustinsku razliku izmedu njih, pa i polazne teorijske osnove
za svaki od ova dva slu&aja.

I slu€aj 2 i slu€aj 3.c podrazumevaju da su u mrezi obavljena odgovara-
juta merenja (pravaca, uglova, duZina, azimuta), kao i da su, bilo direktnim
merenjem kao u mreZi I reda, bilo u okviru mreZa vi§ih redova, ranije odre-
dene koordinate za niz tataka u mreZi. Pri izravnavanju doti¢ne mreze treba,
pored uobi¢ajenih podataka, u izravnavanje ukljuéiti i ranije odredene koordi-
nate kao podatke koje treba izravnavati. Razlika izmedu ova dva slu¢aja je
u sledeéem:

Kod slu¢aja 2 razlika u taénosti merenih podataka u mrezi i taénosti
merenjem odredenih koordinata nije tako drasti¢no, pa ¢e se optimum dobiti
ako se procesom izravnavanja obezbedi medusobni uticaj i merenih podataka
na izravnate koordinate i merenjem odredenih koordinata na izravnate
podatke.



Kod sludaja 3.c tatnost merenih podataka je daleko vecéa od tatnosti
merenjem odredenih koordinata, zbog &ega nije celishodno da merenjem odre-
dene koordinate utiéu na izravnate podatke mreZe. Definitivni medusobni
odnos tadaka ne treba da zavisi od ranije odredenih koordinata.

Prema svemu, u oba slu¢aja se u izravnavanje uklju¢uju podaci iste pri-
rode, ali, zbog razlike u taénosti pojedinih kategorija podataka, neophodni su
razliéiti pristupi problemu izravnavanja.

Kod slutaja 2, obzirom da nema bitne diferencijacije u ta¢nosti pojedinih
kategorija merenih podataka, izravnavanje treba obaviti uz uobitajen uslov
da suma kvadrata popravaka svih merenih veli¢ina bude minimalna, odnosno
da je:

E =g, V'V + g5 vP v° = min. 6

U ovom izrazu su: g;; koeficijenti tezina merenih podataka.
g, — koeficijenti teZina ranije odredenih koordinata.
Poito u op§tem sluaju mereni podaci u mrezi nisu u korelaciji, bice:

8y =3,y p.
gde su:
1zai=j
8y = 7
0zai+#j
p; — tezine merenih podataka.

Merene koordinate u mreZi prvog reda nisu u korelaciji, a kod slutaja
2 su u korelaciji. Zbog, ovoga, ako ranije odredene koordinate nisu u ko-
relaciji, je:

g = 3% pp 8
lzapg=gq

8= 9
0zag+#a

Ako su ranije odredene koordinate u korelaciji, g°® je kvadratna matrica.
U gornjem izrazu su p; teZinske koordinata. Navedenom simbolikom obuhva-
éeno je izravnavanje i za slu¢aj ako su koordinate u korelaciji.

Za slutaj 3.c, kao $to je navedeno, nije celishodno da ranije odredene
koordinate, zbog male taénosti, utiéu na definitivni medusobni odnos tataka,
upravo na izravnate podatke mreze, zbog ega se ne moZe postaviti jedinstven
uslov minimuma kao u slu¢aju 2. Ovdje se moraju postaviti odvojeno uslov
minimuma za popravke merenih podataka mreZe, a odvojeno za popravke
koordinata. Da bi se obezbedio minimum kvadrata popravaka merenih veli¢ina
u mreZi, neophodan je uslov:

E, = g, v v! = min. 10

Ovakav uslov minimuma bi odgovarao slobodnoj mrezi u kojoj nije
odredena ni jedna koordinata. Poito je u mrezi stvarno odredeno niz koordi-
nata x° (kod trigonometrijskih mreZa 7 je najmanje 6), koje isto treba izrav-
nati, postavlja se separatni uslov minimuma za sumu kvadrata popravaka
koordinata:
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E, = gz5 v v0 = min. 11

koji treba da bude zadovoljen uz uslov da budu zadovoljene i sve normalne
jednatine koje su posledica uslova minimuma za E,.

U literaturi nalazimo za navedene probleme re§enja u raznim vidovima.
U ovom radu ¢e biti nastojanja da se redenja istih problema sistematizuju i
obrade kroz posredno izravnavanije.

U (2) nalazimo predlog ocene taénosti za slobodnu mre%u. Po§to taj pred-
log polazi od nekih postavki kojima bi se mogla osporiti realnost, mislim da
bi sistematizacija raznih moguénosti izravnavanja, na naéin kako ¢e to biti
izlozeno u ovom radu, najeksplicitnije ukazala na nerealnost ocene tanosti
slobodne mreze postupkom koji je izloZen u (2).

IZRAVNAVANJE ZA SLUCAJ USAGLASENE TACNOSTI PODATAKA
MREZE I MERENJEM ODREDENIH KOORDINATA. SLUCAJ 2

Stvarna sultina ovog slucaja je ranije izloZena. Obzirom na jednacine 2 i 3,
uslov minimuma 6 dobija oblik:

E=gy (a;agxﬁ -‘—a-;' Xe --1') (3:1)(11: - 1’] + Baa (X"“ - [9)()(3 I"} = min. |2
Iz ovog uslova slede normalne jednadine:

gua:j aé_xé + 8s5 X% + Sualp- a:’_xo = Bua;l_-r P —g51° =0
13
13! w5 ! ’.xu L p =
gy az;- a X +gyazas —giazl =
U ovom normalnim jednaéinama su koeficijenti i slobodni &lanovi posledica,
kako jednatina greSaka za merene podatke u mrezi, tako i jednadina greSaka
za koordinate. Bi¢e korisno da se deo koeficijenata, koji je posledica samo

jednaégina greSaka merenih podataka u mreZi, obeleZi sa b,, , odnosno deo
slobodnih ¢lanova sa r, , pri ¢emu je:

bpa = g; ah a) 14
ro =gyah I’ 15
Koeficijenti by, ¢ine matricu koju éemo obeleZiti sa B:
B = [bgs] 16
Ova matrica B moZe biti polazna osnova za sludajeve koji ée biti razmatrani.

Ako se matrica B rastavi na blok matrice:

[bes) | [beo] |

B= = [ 17
| [bas] | [bs3] |
pa se prva blok matrica sabere s matricom g;; , koja je za sluéaj da koordi-
nate nisu u korelaciji dijagonalna matrica, dobi¢e se matrica B,:
(bos + 8351 | [bzs ] i
' [bzs 1| [bg)



koja u celini odgovara navedenim normalnim jedna¢inama 13. Koeficijenti
matrice B; bi¢e b,,, . Ovi koeficijenti ée se samo kod prve blok matrice
razlikovati od koeficijenata b.,

Ako se, na osnovu izraza r definiSu novi slobodni élanovi r,, :

fip=Ty + 855 1° 19
normalne jednaéine 13 dobijaju oblik:
bl:axe_'rlozo 20

Posredstvom inverzne matrice Q,:
Q, =B,

¢iji su elementi qf° vezani s koeficijentima b,;, jednaéinama:
bipeqf® = 83 21
moZe se naci reSenje za nepoznate prirastaje:

L
X% =qi"rig

ra
(]

Matrica Q, je ujedno i matrica kofaktora nepoznatih priraStaja Al
Posto se izravnate koordinate dobijaju preko jednaéina:

x% =37 +X° 23

gdje su x; konstanta, biée matrica Q, i matrica kofaktora definitivnih koor-
dinata.

Ako su jednaline greSaka formirane na osnovu merenjem odredenih
vrednosti za koordinate za tatke ¢&ije su koordinate ranije odredene, i na
osnovu privremenih koordinata za novoodredene tatke, preko jednadina 41i 5
i uslova minimuma 6, dobi¢e se normalne jednacine:

gy ay as X + gz X" + gy aba=X's — g,apl" = 0

o 1 — 1 .
g”a%—-a‘;-}{“ + gu a; al?Xa gijap_l 4 0

Treba uo¢iti da se jednaéine 24 formalno razlikuju od jednacine 13 samo zbog
slobodnih élanova. U slobodnim é&lanovima jedna&ina 24 ne figuridu 17 . Me-
dutim sustinska razlika je u tome 3to nepoznate X'° , u jednadinama 24, nemaju
isti smisao kao nepoznate X° u jednafinama 13. U jednalinama 13 i X °
i Xo su priradtaji privremenih koordinata, a u jedna¢inama 24 su X' po-
pravke merenjem odredenih koordinata, a X's su priraStaji privremenih
koordinata. Matrica sistema jednalina 24 je ista kao matrica koja odgovara
jednadinama 13. Zbog ovoga su medusobno jednake i inverzne matrice za oba
navedena sistema. Samo mora se podvu¢i da, dok je kod jednadina 13 inverzna
matrica bila ujedno i matrica kofaktora priraitaja X° , kod jednadina 24
inverzna matrica neée biti matrica kofaktora nepoznatih X' . Ona to nete
biti jer se nepoznate dobijaju u funkeciji slobodnih &lanova u kojima ne fi-
gurirajui 17 .

Na osnovu jednaéina 23, kofaktori definitivnih koordinata su jednaki
kofaktorima prirastaja jer su privremene koordinate konstantne, ali, ako su
izravnavanjem odredene popravke, definitivne koordinate su zbir merenih
vrenosti i popravaka, pa ne mogu kofaktori definitivnih koordinata da budu
jednaki kofaktorima popravaka.
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Jedan podsluéaj sluéaja 2. Navedeno je da je u (2) razmatran problem
ocene ta¢nosti koordinata slobodne mreZe, pa bi, radi kasnijeg komentara
ovako interpretirane ocene ta¢nosti slobodne mreZe, bile korisno obraditi
detaljnije specijalnu moguénost slu¢aja 2, ako su za sve tatke u mrezi ranije
odredene koordinate. U tom sludaju ne egzistiraju koordinate sa indeksom [

Ako se i pored merenjem odredenih vrednosti za koordinate usvoji, pri
formiranju jednalina greSaka, privremene koordinate koje nisu jednake me-
renim koordinatama, tada bi se formiranje normalnih jednatina obavilo na
napred naveden naéin, a same normalne jednadine bi imale oblik:

] i o
(2 2, 25 + £5) X% — (2251 + k35 17) = 0 25
ReSenje ovih jednalina se moZe dobiti preko inverzne matrice:
[gialal + gea]l~! 2%
g o

Ova inverzna matrica bi za ovako tretiran sluaj bila i matrica kofaktora
nepoznatih prirastaja X° i izravnatih koordinata X~ .

Medutim, ako se pri formiranju jednatina greSaka, vrednosti dobivene
merenjem koordinata, direktno iskoriste kao privremene koordinate, jedna-
¢ine gresaka 4 i 5 bi imale oblik:

vi= a'E_X" i 27

Vo = XP 28

Na osnovu svih jednaéina i uslova minimuma 6, dobijaju se normalne jedna-
éine oblika:

1 3 .
(Eu 2 ag-+ ges) X'0 — g.,a;-l t=10 29
I ovde ¢e se posredstvom inverzne matrice
(&) aL_a’F'F' goa] 7! 10

dobiti nepoznate X'3 . Ponavljamo da ée nepoznate X'@ biti direktne po-
pravke merenih koordinata, ali ova inverzna matrica neée biti i matrica
kofaktora nepoznatih X'¢ . Detaljna obrada ocene taénosti popravka X'c°
nije tako jednostavna, ali ako uo&imo da u jednadinama gre$aka 27 prakti¢no
nema, u stvarnom smislu redi, nepoznatih parametara, veé figurirju samo
popravke veli¢ina koje su merene, mogu se sve jednadine tretirati kao uslovne
jednatine i problem izravnavanja rediti postupkom uslovnog izravnavanja.

Za uslovno izravnavanje, ako se posluZimo simbolima kao u
% x° — kofaktori izravnatih koordinata
x* x — kofaktori mernih koordinata
X*® X" — kofaktori popravaka

kofaktori izravnatih veli¢ina, merenih veliéina i popravaka prema 5 stoje u
odnosu:

¥ = ¥ x - XP X0 31



IZRAVNAVANJE SLOBODNE MREZE. SLUCAJ 1

Ako u mre#i nema tataka sa odredenim koordinatama, na osnovu jedna-
¢ina gre$aka merenih podataka u mrezi, koje mogu biti formirane i u odnosu
na proizvoljan koordinatni sistem, preko uslova minimuma 6 u koji ne ulaze
popravke koordinata, dobiée se normalne jednaéine ¢&iji koeficijenti ¢e da
&ine matricu B. Za izravnavanje slobodne mreZe nisu neophodne tatke sa
poznatim koordinatama. Medutim, razmatran nalin bazira na posrednom
izravnavanju, a rezultat posrednog izravnavanja su koordinate. Ako u mreZi
nisu odredene koordinate ni jedne tadke, nemoguée je reSenje problema izrav-
navanja slobodne mre%e posrednim izravnavanjem, zbog ¢ega je matrica B
singularna. Za reSenje problema neophodno je da budu poznate koordinate
bar dveju tadaka u mreZi, ako su u mreZi obavljena samo uglovna merenja,
odnosno jedna koordinata i jedan azimut ako su u mreZi obavljena i duZinska
merenja. Poznate koordinate ne dobijaju popravke pa bi, za reSenje problema
izravnavanja slobodne mreZe, bilo neophodno da prirastaji za 4 odnosno za
3 koordinate budu jednaki nuli. Polaze¢i od matrice B, za slobodnu mrezu
bez ijedne odredene koordinate, ovaj efekat ¢e se posti¢i, ako se u matrici
B precrtaju 4 odnosno 3 proizvoljne kolone i njima odgovaraju¢e vrste, &ime
matrica B dobija oblik matrice koja ¢e biti obeleZena sa B,.

Posredstvom matrice Q,:

Q: = R‘2_‘1 32

dobiée se priradtaji za nepoznate koordinate u tom proizvoljnom koordinatnom
sistemu. Matrica Q, bi¢e matrica kofaktora prirastaja koordinata.

Ako se ne radi o proizvoljnom veé o drZzavnom koordinatnom sistemu,
u kom su odredene koordinate dveju tataka odnosne mreZe, tada se na osnovu
privremenih koordinata i priraStaja koordinata mogu sratunati definitivne
koordinate. Matrica Q, bi bila i matrica kofaktora definitivnih koordinata.
U ovom sluéaju, kofaktori definitivnih koordinata bi svakako zavisili i od toga
za koje dve tadke su odredene koordinate.

IZRAVNAVANJE PO PRINCIPU »OD VECEG KA MANJEM«.
SLUCAJ 3.1.

Kako je ranije navedeno, ovaj slu¢aj bazira na predpostavci da su ranije
odredene koordinate odredene sa daleko veéom tafnoSéu no merenja u mreZzi.
Zbog ovoga, koordinate svih ranije odredenih tataka ostaju nepromjenjene,
tj. izravnavanjem neée da dobiju nikakve popravke, upravo, popravke ranije
odredenih koordinata sa indeksom p bi¢e jednake nuli. Ako se i ovdje, pola-
zeéi od svih tataka u mrezi, formiraju jednatine greSaka, moZe se na osnovu
njih formirati matrica B. Posto su svi prirastaji X° jednaki nuli, to je neop-
hodno u matrici B precrtati redove i kolone koje se odnose na koordinate
sa indeksom &, a takvih koordinata za trigonometrijsku mreZu mora biti bar
6. Na ovaj nadin se dobija nova matrica B,. I ovdje, posredstvom matrice Q;:

Q, = B;y! 33

mogu se naéi nepoznate popravke X5 . I za ovaj slucaj, matrica Q; je i
matrica kofaktora nepoznatih X i matrica kofaktora definitivnih koordinata R
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IZRAVNAVANJE TRIGONOMETRIJSKE MREZE U KOJOJ SU MERENJA
U MREZI OBAVLJENA SA IZRAZITO VECOM TACNOSCU U ODNOSU
NA TACNOST SA KOJOM SU ODREDENE KOORDINATE.

Na osnovu jednacina greSaka 2 i izraza za E,, koji je dat sa 10, bice:
E, =gy (2-X° +a=X5 —1') (a)-X° +a=Xe — 1') = min. 14
Iz ovog uslova slede normalne jednacine:

bga X% + b - Xa — r-=0
M 35
bgs X + bz X0 — 1= 0
Koeficijenti ovih normalnih jednadina &ine kompletnu matricu B. Matrica B,
kao Sto je navedeno je singularna.

Uslov E, bazira na predpostavei da nisu poznate koordinate ni jedne
tatke u mrezi. Medutim, za razmatran sluéaj 3.c, postoje N, tafaka sa ranije
odredenim koordinatama, ¢ije definitivne vrednosti treba kroz izravnavanje
odrediti, a koristeéi ranije navedeni separatni uslov za E,.

Ako se ide preko privremenih koordinata i za tatke sa ranije merenjem
odredenim koordinatama, na osnovu jednadine 3, izraz 11 dobija oblik:

E:=S;n(xa == |$}(xﬂ__ Ih] 36

Odredivanje popravaka za X? , preko minimuma za E,, ali uz uslov da
budu zadovoljene normalne jednagine 35, moZe da se obavi, kako je navedeno
u (2), poznatim postupkom za uslovno izravnavanije.

Uvodenjem Lagranzeovih multiplikatora-korelata K* , uslov minimuma
za E, moZe biti napisan u obliku:

E: =g (X" — 1°) (X% —17) — 2K" (b X° + bz Xo — 1) -
=%'5 <= (b'én X7 4+ b~ X&' — r;f) = min.

Ako se na uobitajen natin nadu parcijalni izvodi za E, po svim promenljivim,
vode¢i ratuna da su promenljive i X° i Xs bez obzira §to Xo ne figuriraju
u sumi kvadrata popravaka, dobiée se jednaéine:

g (X? —17) — K7 b, — K7 by =0 37

K* b + KT b;=0 38

Ako se na osnovu koeficijenata tezina g, , za najopstiji sluéaj, ako su ranije
odredene koordinate u korelaciji, odrede kofaktori koordinata g°® preko
jednaéina:

oo 87T = 3T 39
mogu se jednacine 37 reSiti po X ¢ :

XF = gt b:'u. KT 4 g°°b%aK= i 12 40
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Izraz za X? treba zameniti u jedna&ne 35 pa je prethodno potrebno usaglasa-
vanje indeksa, pri éemu ¢ée ovaj izraz biti napisan u obliku:

X% = gp_c'_bi_g_ K¥ +g* bs; Ks+1°7 41

Nakon zamene ovih prirastaja X° u normalne jednaéine 35, i ako se tom
sistemu dopi$u jednadine 38, dobiée se novi sistem normalnih jednacina:

89D 5b;5 K¥ + 8% bgs b KT + bz Xo + by 17— 1o = 0

Tp 10 ™p
87 bz, b KT + g0 b, b K& + by X6 + bz 1% — 1= =0 4
bz KV + bz: KT =10

Ovo je sistem normalnih jednadina s nepoznatim korelatama K* i K= i
nepoznatim prira$tajima za nove tatke u mrezi X- . ReSavanjem ovog sistema
dobi¢e se nepoznate. Ako se korelate K®' zamene u 41, dobiée se priradtaji
za koordinate koje su ranije odredene, ¢ime bi problem izravnavanja bio
reSen.

Ranije je navedeno da za svaki od ovde razmatranih slu€ajeva u litera-
turi postoje odgovarajuéi razradeni postupeci izravnavanja, a Cesto za jedan
isti problem nalazimo viSe nadina za izravnavanje. Obzirom na ovo, u ovom
radu je glavna paZnja posvefena osnovnim principima izravnavanja i ocene
taénosti, bez pokuSaja da se obuhvate i detalji koji su vezani za pojedine
sluéajeve izravnavanja, a narolito tamo gde su neophodni dokazi koji su
vezani za obimnija izvodenja. Problem koji je razmatran u ovom odeljku isto
moZe da bude refen na vife na¢ina, kako je navedeno u (3) odnosno (4). Zbog
svega ovoga neée biti u skladu sa namenom ovog rada da se detaljnije izlaze
postupak odredivanja korelata i nepoznatih X° i X, a posebno ne bi bilo
celishodno ovde detaljno obradivati ocenu taénosti ovog sluéaja, koja svakako
nije jednostavna.

Treba skrenuti paZnju jo§ jednom na ¢injenicu da je matrica B singu-
larna, upravo da u okviru normalnih jednaéina 35 ima 3 odnosno 4 jednatine
koje su posledica ostalih jednalina. Zbog ovoga je i matrica sistema 42 sin-
gularna, pa je pre invertovanja neophodno iz nje iskljuciti 3 odnosno 4 kolone
i njima odgovarajuée vrste, posle &ega bi bilo moguée naéi korelate i nepoznate
prirastaje.

Jedan podsluéaj slu¢aje 3.c. U sklopu razmatranog problema izravnavanja
za sludaj 3.c, a i zbog sagledavanja realnosti ocene ta¢nosti slobodne mreZe
postupkom koji je izloZen u (2), bi¢e korisno obraditi posebnu mogué¢nost ako
su u mreZi za sve tatke merenjem odredene koordinate. I ovde ¢e biti korisno
problem razmotriti u dve alternative:

a) Ako se jednaline greSaka formiraju preko privremenih koordinata,
imace oblik:

Vaaal W0 18
vi=a; X 1 43
v XP —i°

b) Ako se jednatine greSaka formiraju na osnovu merenjem odredenih
koordinata, imacée oblik:
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vl = a'B XP 44
W = X%
Preko minimuma za E,, dobile bi se normalne jednatine:
a) b,-“.‘)(H — =0 45
b) b X®—r=0

a uslov minimuma za E, bi imao oblik:

a) E,=g_[XP IEJ(XE—]"‘)--ZK’(bﬂ;X&—rE)==rnin. 46
b) E,=g/,X?X* -2KF (b,; X — 1, ) = min.
Na uobi¢ajen nacin odavde se dobija:
a) g, (XP - ﬁ) —b;K* =0 47
b) g, X? — b /KT =0

Istim postupkom kako je ranije objasnjeno iz ovih jednaéina dobijamo:
a) XP=gPp K+ 1P
by XP =g Xt

Zamenom ovih nepoznatih, nakon usaglafavanja indeksa, u odgovarajuée
normalne jednaéine 45, dobija se:

a) g9b b K"+b,1° —r, =0 49
bbb KT -0
Odavde se, posredstvom inverzne matrice:
Q. = [8™by5 by~ 50
koja je obelezena sa Q,, a ¢iji su ¢lanovi g¥¢ , mogu dobiti korelate:
a) K¥=q % (b1 + o) 5
b K*=q%r,

I na kraju, ako se korelate zamene u izraze 46, dobiée se:
a) XP —g® bi_t-,q:-“' (ba_p- ¥+ 1’.,.) F1° 52
b) XP =g b g% 1, 53
I ovde treba konstatovati da su X? prira$taji privremenih koordinata, a X'@
su popravke merenjem odredenih koordinata.
Na osnovu jednadina 52 mogu se dobiti kofaktori za X koji bi ujedno
bili i kofaktori definitivnih koordinata.

Na osnovu jednatina 53 mogu se dobiti kofaktori za popravke X’? , samo
ovi kofaktori ne¢e biti ujedno i kofaktori definitivnih koordinata. Kofaktori

13



definitivnih koordinata zavise kako od kofaktora popravaka X , tako i od
kofaktora merenjem odredenih koordinata.

Ako, pod predpostavkom da ranije odredene koordinate nisu u korelaciji,
i da su iste taénosti, u kom slu¢aju je g°° dijagonalna jedini¢na matrica,
izrazimo jediniéne 53 u matri¢nom obliku, dobi¢emo:

X' = B[BB]-'R 54

Ovaj izraz je isti sa izrazom 10 u (2).

Ovde je pre svega neophodno ponovo ukazati, kako je i u (2) navedeno,
da proizvod matrica BB jeste singularna matrica ako je B singularna matrica,
zbog ega je neophodno, u procesu nalaZenja inverzne matrice [BB]- 1 postu-
piti na poseban naéin, tj. iskljuéivanjem potrebnog broja kolona i odgovara-
juéih vrsta, dobiée se regularna matrica, koju je moguce invertovati.

Polazeéi od jednaéine 53, ili 5to je isto od jednacine 54, po zakonu o ras-
prostiranju greSaka, dobi¢e se kofaktori za popravke X' , u matri¢tnom
obliku:

X?P X® — B(BB)"'B(BB)"‘'B 55

U (2) je navedeno da su izrazom 55 [odnosno izrazom 12 u (2)] definisani
kofaktori nepoznatih, a uvek se kroz izlaganje u (2) polazi od predpostavke
da su nepoznate prirastaji privremenih koordinata, pa su samim tim, na osnovu
istog zakljudivanja koje sledi uz ranije navedene jednatine 23, kofaktori
prirastaj ujedno i kofaktori definitivnih koordinata.

Na osnovu izlaganja u ovom radu, koja dobrim delom baziraju na mate-
mati¢kim izvodenjima koja su preuzeta iz (2), proizilazi da, pri postupku koji
je primenjen u (2), nepoznate ne mogu biti priraStaji ve¢ popravke merenih
koordinata, a samim tim postupak ocene ta¢nosti u (2) nije realan. Ocena
taénosti navedena u (2) ne moze da se odnosi na koordinate slobodne mreZe.
Izrazom 55 su definisani kofaktori koji su direktno proporcionalni srednjim
greskama sa kojima su odredene popravke pojedinih koordinata, i to za slucaj
ako imamo na raspolaganju osim merenih podataka mreZe jo§ izmerene i sve
koordinate u mreZi. Ovaj broj podataka na kojima bazira izravnavanje daje
odgovarajuéu ta¢nost za popravke koordinata, a tatnost definitivnih koordi-
nata zavisi i od tafnosti sa kojom su odredene koordinate i od taénosti sa
kojom su sratunate popravke koordinata.

REZIME

Napredak tehnike uopite, a narot¢ito na planu razvoja geodetskih instru-
menata i elektronskih raéunara, postavlja pred geodetsku struku nove prob-
leme, koji se moraju uotavati, sistematski uopstavati, teoretski obradivati, i na
kraju potrebno je za svaki od njih dati konkretna praktiéna resenja, koja bi
bila u skladu sa opstim stanjem nauke i tehnike u tom trenutku. U ovom radu
je napravljen pokusaj da se da sistematski prikaz raznih moguénosti izravna-
vanja trigonometrijskih mreza i to kroz posredno izravnavanje. Klasiéni pro-
blemi su obuhvaéeni sluéajevima 1, 2, 3.a i 3.b, a sluéaj 3.c, i ako je i do sada
bio prisutan, bi viSe odgovarao budué¢im potrebama geodetske prakse.

U skladu sa prisutnim shvatanjem da je kori$¢enje elektronskih ratunara
jednostavnije kod posrednog izravnavanja, obrada svih sluéajeva izravnavanja
je data kroz posredno izravnavanje.
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Ujedno je izneto misljenje da ocena ta¢nosti slobodne mreze, koju je dao
u BULLETIN GEODESIQE Ne 104 MITTERMAYER, nije realna, odnosno
da se navedena ocena taénosti moZe da odnosi na popravke koordinata koje
su rezultat izravnavanja uz pretpostavku da su merenjem odredene koordinate
svih tafaka u mrezi, a da se taénost definitivnih koordinata mora odrediti
na drugi naéin.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Entwicklung der Technik, besonders auf dem Gebiet der geoditischen
Messinstrumenten und elektronischen Rechenautomaten stellt vor Geo-
dédsie neue Probleme. Diese Probleme soll man erkennen, systematisch ve-
rallgemeinern, theoretisch ausarbeiten und fiir sie praktische Lésungen vor-
schlagen. In dieser Arbeit ist der Versuch unternommen worden, eine syste-
matische Darstellung verschiedener Moglichkeiten der Ausgleichung von tri-
gonometrischen Netzen durch Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen anzu-
geben. Die klassiche Probleme sind mit den Fillen 1, 2, 3.a und 3.b eingeschlos-
sen. Der Fall 3.c, obwohl schon anwesend, sollte mehr den zukiinftigen Erfor-
dernissen entsprechen. In Ubereinstimung mit der Meinung, dass die Anwen-
dung der elektronischen Anlagen bei der Ausgleichung vermittelnder Beobach-
tungen einfacher ist, ist dieser Verfahren in allen Fillen angewandt. Zugleich
wurde die Meinung gedussert, dass die Genauigkeitsabschitzung der freien
Netzes, die MITTERMAYER in Bulletin Geodesique Ne 104 gegeben hat, nicht
real ist. Die gegebene Genauigkeitsabschitzung kann sich nur auf die Koordi-
natenverbesserungen, die das Ergebnis der Ausgleichung sind, beziehen. Die
Genauigkeit der definitiven Koordinaten muss man auf andere Weise bestim-
men.

LITERATURA

1. Tienstra J. M.: »An extension the technique of the methode of least squares
to correlated observation« — Bullelin geodesique N° 6,1947.

2. Mittermayer E.: »A generalisation of the least-squares method for the ad-
justment of free networks« — Bulletin geodesique N° 104,1972.

3. Baturi¢ J.: »Rudarska mjerenja« I dio — Zagreb 1957.

4. Stevanovi¢ J.: »Gradske i rudni¢ke trigonometrijske mrefe kao naknadno
opazene mreze« — Geodetski list br. 4—6, 1966. Zagreb.

5. Stevanovi¢ J.: »Problem korelacije pri izravnanvanju trigonometrijski mre-

Za po praveima ako su mereni uglovi« — Zbornik radova Rudarsko-geolog-
ko-metalurskog fakulteta i Instituta u Boru, posebno izdanje, knjiga XII,
Bor, 1971.

15



