UNIVERZALNI MODEL IZRAVNANJA

Krunislavy MIHAILOVIC — Beograd*

ZUSAMMENFASSUNG — Im Artikel wird die theoretische Grundlage fiir
eine Lisung des Problems von Ausgleichung geoditischer Netze auf Grund
eines universalen Modells erarbeit. In diesen Modell sind alle Parameter
beriicksichtigst, die einen Einfluss auf die Ausgleichnung ausiiben, d. h. die
gemessenen und die vorgegebenen Grissen sowie die systematische Fehler.

U struénoj literaturi od uvek je poklanjana velika paZnja izravnanju
geodetskih mreZa. Postoji znatan broj radova koji su posveceni ovoj pro-
blematici. Oni se po trenutku nastanka mogu locirati u dva vremenska raz-
doblja.

Publikovani radovi do pre 20 godina koji izravnanje geodetskih mreZa
zasnivaju na klasiénom principu metode najmanjih kvadrata (Gausov uslov
minimuma). Njih karakterife teZnja da se uprosti postupak izravnanja raz-
nim pribliZnim metodama ili podelom geodetskih mreZa u grupe (viSegrup-
na izravnanja).

U novije vreme, narotito od kada je matriéni ratun nasao svoje mesto
u geodeziji, pojavljuju se radovi koji pri izravnanju koriste uopsteni prin-
cip najmanjih kvadrata. Time je omoguteno da se o korelativnoj zavisnosti
vodi raéuna prilikom izravnanja geodetskih mreZa. Zavisnost se manifestuje
kroz merene velit¢ine ili kroz slobodne élanove u kojima su prisutne merene
i date wveli¢ine.

Izvestan broj radova posveéen je uticaju sistematskih greSaka na iz-
ravnanje geodetskih mreZa.

Svi ti radovi doprineli su da se prevazidu propusti klasiénih metoda
izravnanja, a time u znatnoj meri objektivizira izravnanje i ocena talnosti
geodetskih mreza.

Date velitine koje su se u proslosti smatrale apsolutno ta¢nim, pomoctu
uopitenog principa najmanjih kvadrata, mogu se uzeti u obzir kako pri
izravnanju tako i prilikom ocene ta¢nosti geodetskih mreza.

I pored toga $to postoji veliki broj radova sa zna€ajnim nau¢nim dopri-
nosom, problem izravnanja nije reSen sveobuhvatno i celovito. U ovom radu
udinjen je pokuSaj da se jednim univerzalnim modelom izravnanja obu-
hvate svi parametri (merene i date veli¢ine, kao i sistematske greske) koii
utitu na izravnanje geodetskih mreZa. Pomoéu tog opSteg modela mogu se
na jednostavan nalin izvesti ostale metode izravnanja koje se koriste u
geodeziji (posredno, uslovno ili meSovita izravnanja).

* Adresa autora: Prof. dr Krunislav Mihailovié dipl. inZ, Gradevinski fa-
kultet Beograd.
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Neka merene [;, date & i traZene velitine x; zajedno sa sistematskim
greSskama A; uCestvuju u r matemati¢kih uslova

fo Iy, Yoy oo Iy By, Encs Boy X, %, %y Ags Agyonc A =0 i=1,2,...r (1)

gde su:
— U'; izravnate vrednosti merenih veli¢ina
UVi=1 #+mw;
— E'; izravnate vrednosti datih velié¢ina
B =&+ Vi
— %', nepoznate velitine
xi = %oi + Axi
— ), sistematske greske
Ai = kot + Adh
Posle linearizacije, funkcije (1) mogu se ovako prikazati
AW+ B*V+Cx+DAL+w=0 (2)
gde su
e _:%, B e ![1 :é lir. s
1 H [ !
oy B o,

Kada se jednacine (2) podele u dve grupe

A‘|V+B'IV+C13+D11+w1=0}1‘|l

A*vV+B%V+Cix+Dsh+wg=0)re " ®)
normalne jednaéine imace sledeé¢i oblik
(A*; K|A; + B K:B)K; + (A* K| As + B4 K:Bs) Ka + Cyx + Dy A + @y =0
(A*KjA; + B K:B)K; + (A% KiAs + B*K:Bs) Ko + Cax + Dok + w2 =0 ®
Ci*K; + C*s Ks =0
Dy*Ky + D*: K» =0

gde su K, i K. kovarcijacione matrice kojim se definiSe zavisnost izmedu
merenih odnosno datih veli¢ina.

Iz (4) se neposredno mogu odrediti vektori popravaka K, i K,, vektor
nepoznatih veli¢ina x i vektor sistematskih greSaka ), Nakon toga odre-
duju se vektori popravaka za merene i date velitine

A | = | KA K +K A K | ®)
(I | K:ByK; +K:B:sK»

Na osnovu ovog univerzalnog modela izravnanja mogu se izvesti os-

tale metode koje se koriste u geodeziji.
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1. Posredno izravnanje

Ako je
Aty = 1, B =0, D=0
A*=0,B*»=0,C2=0,D:=0i w2=0

dobiée se jednatine popravaka
v=C; %+ wy (6)
pa ¢ée normalne jednacine (4) glasiti

Kiki+Cix+w =0

C*1 kg =0 M

Kada se vektor korelata uvrsti iz prve u drugu jednadinu dobite se
normalne jednaéine
CHECix+CHEwi =0
odavde
% = —(C* K~ C)— C* K~ wy ®)

Ako se vodi ratuna o greskama datih veli¢ina B, # 0, dobija se

(Ky+ B*y K:By) Ky + Cy %+ 0y =0
C* Ky =0
odnosno
C* (K1 +B*K:B)'Cix+CH K+ B* K:By) 'wy =0
odavde
% = —[C* (K{ + B* K: By) 1 C{] C* (Ky + B*1 K: By) 1oy (9

Za B, = 0 dobija se (8).

2. Uslovno izravnanje

Ako je
B-l = Cl == D‘ - 0
A'g=B‘g=Cg:Dg=w3=0
dobice se:

— wuslovne jednatine

A v+ w =0 (10)
— normalne jednadine

A K A kg +w =0 (11)

— vektor popravaka
V= K[ A1 1'[1 {12)

Za B, = 0, dobija se
(A* K Ay + By K: B ky + w; =0 (13)
v=K) Ax kg (14)
V=K:B:1 ky (15)



3. Uslovno izravnlnje sa mepoznatim wveliéinama

Ako je
B =Dy =0
A‘2=B12=C2=’.D2=w2=0
dobiée se:
— uslovne jedna¢ine sa nepoznatim veliéinama

A1 v+Cix+w =0 (16)
— normalne jednaéine

A% KiAjky + Cyx+ w0 =0
C*1 ky =0 17

— vektor popravaka
v =K Aj ky. (18)

Za B, = 0, dobija se
(A% ) KiA; + B, K:By))k; +Cx+wy =0

C* ky =) 9)
v=KiA; kg (20)
V =K:Bi k. (21)
4. Posredno izravnanje sa uslovnim jednaéin@ma
Ako je
A* = —FE, B* =Dy =0
At2 = B‘2 = 9 = 0
dobija se
v=Cyx+ wy
Cox+ we =0 (22)
pa ¢e normalne jednadine (4) glasiti
Kikj+0+Cix+wy =0
Coxt +wa=0 (23)

C'l k; = Cg‘ kg =0
Kada se vektor korelata K, uvrsti iz prve u treéu jednadinu dobiée se
CHEK)1Cix+Coka+ CH Ky =0

Cox + we = 0. @4
Za B* = 0 i B*, = 0, dobija se
(K[+ B‘leBl)kl i B*lengz + Clx +m1 =
B*>K:Bi ky + B*2K:Baoks + Cax + s =0 (25)

C‘1 kl = C‘g kg = 0.

Na osnovu izloZenog nije teSko primetiti da se pomoéu predloZenog
modela izravnanja mogu izvesti ostale metode koje mogu imati primenu
u geodeziji. Prednost univerzalnog modela izravnanja naroéito dolazi do
izrazaja kada u izravnanju istovremeno ulestvuju: merene, date i traZene
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veli¢ine, kao i sistematske greske. Ukoliko neka od ovih veli¢ina nije pri-
sutna prilikom izravnanja, onda se odgovarajué¢i €lanovi koji se na njih
odnose izjednatuju sa nulom. Na primer ako merenja ne sadrZe sistemat-
ske greSke, onda je D, = 0. Kada su sistematske greSke prisutne, one se
mogu odrediti iz izravnanja. Navje¢i je problem odrediti elemente metrice

D,. Oni se mogu odrediti ako je poznat zakon ponaSanja sistematskih gre-
Saka.

5. Ocena tacénosti

Pri strogom (kompleksnom) izravnanju date veli¢ine & imaju isti tret-
man kao i merene velidine I, a sistematske greske ); u jednatinama uées-
tvuju isto kao i nepoznate velitine %;, Imajuéi ovo u vidu, jednaline (2)
zgodno je prikazati u obliku

llasBel| || || +llcDll :;+w=0 (26)
ili krace
A*5+By+w=0 27
gde su
& = ||u*v¥||
A* = ||A*B*||
B=||cD||
y* = | [x* A#]].

Slobodni ¢lanovi sadrze merene i date veligine
w=w,+ A*1+B*E=w,+ A*L (28)

gde je L zajednicki vektor
L* = |[1=2&*]|

a K; je odgovarajuéa kovarijaciona matrica

K=K | (29)

Jednaéinama (27) odgovaraju normalne jednacine

Nk+By+w=0

B*k =0 (30)

gde je
N=A*KLA = A*K| A + B*K: B. (31)

Vektor korelata
k=—N1By—N1lw (32)
uvrtsimo u drugu jednaginu

B*N—By+B*N-w=0 (33)

odavde
y=— (B* N—! B')_-i B*N—'w. (34)
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Uvrstimo (34) u (32)
k=N1BE*N'BB*N 'v—N'w (35)
6. Odredivanje kovarijacione matrice K,

Uvrstimo (28) u (34) bez konstantnog dela wo

y=—(@B*'N'B)*BE*N-1A*L, (36)
Kovarijaciona matrica bice
Ky=(@*N-'B)'B*N*A*KLAN'B(B*N'B)' = B*N—'B)* (@37
odnosno
|C*(A*K A + B*K:B)'C C*(A*K| A + B*K:B) ’D;'—"
5 v (as & + B KBy © D*(AK|A + BK:B)D|| o

Ako ne postoje sistematske greike D = 0, dobija se
K. =[C*(A*K|A + B*K:B) ! C]\. (39)
Ako ne postoje date veli¢ine B = 0, dobija se
Ky =[C*(A*K A1 C]. (40)
Kod posrednog izravnanja A* = —E, te (39) i (40) imace sledeéi oblik
K. = [C* (K; + B* K: B)! C] (41)
K =(C*K-4O. (42)

7. Odredivanje kovarijacione matrice K,

Zajedni¢ki vektor izravnatih merenih i datih veli¢ina je
L'=L+8=L+KLAk. (43)
Prvo uvrstimo (35) u (43)
L'=L+KLANB@* N 'Br'B*N*w—N-1uw] (44)
a zatim (28) u (44)
L'=[E+KLAN'B(B*N'B) 'B*N—'A*— K, AN A*|L. (45)
Kovarijaciona matrica biée
Ky'=[E+KLANB(B*N'B)— B* N1 A*— KL AN A% K|,
[E+ AN—B(B*NB)*B* N A* K|, — A N~ A* K. (46)
Kod uslovnog izravnanja B = 0, te ¢e (46) dobiti sledeéi oblik

Ki'=(E—KLAN 'A% K (E— AN A*Kp)
odnosno

Ki'=KL—KLAN-1A*K|,
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ili
| K K || TKi—KIAN-1A*K, —KiAN—B*K:; ||
Ry = @
B L S < — K:BN!'A*K, K:—K:BN—'B*K: |
8. Srednja grefka jedinice teZine

U [1] je prikazana opsta formula za odredivanje srednje greSke jedinice
teZine koja se moZe koristiti pri svim izravnanjima

= '/ _ B KLE
& trag K1, Ks (#5)
Prvo odredimo kovarijacionu matricu za zajednitki vektor popravaka

§=KLAk =K A[N-B(B*N-B)-!B* N~ —N—] A*L

odnosno -
Ks=KLAN'B(B*N'B)—B*N-'—N-1A*KLA
[N— B (B* N By B* N—! — N—1] A* Ky,
ili L
Ki=KLAN1A*K,—KLAN'B(EB*N'B)—'B*N1A*K| (49)

a zatim trag

trag K—' Ky = trag K. [KLAN— A*K,— KL AN B (B* N B! B* N1 AK|] =
=trag A* K, AN —trag B* N A* K, AN B (B*N-'B)—! =
= trag N N—! —trag (B* N—' B) (B* N— B)—! =
tragE—trag E = r—(u + q).
X (u+aq), (ut+aq
Kod uslovnog izravnanja je B = 0, te se dobija
trag K-—'1,Ks = trag K, K, AN—! A*Kj, = tragE = r.
r. r
Kod posrednog izravnanja je A = —E, te onda imamo
trag K- Ks=trag K—'f, K, K—', Kj—trag K—', K, K—11, B (B* K~ B)—B* KL K1, =
= trag E — trag(B* K-, B) (B* K- . B) ! = trag E— trag E =

(n+5s), (n+s) n+s),mn+s) mt+aq),utaq
=(n+s)—(u-+aq)
jer je
N=A*KLA = K|
Ova formula vazi za sluéaj kada se iz izravnanja odreduju popravke
merenih i datih veli¢ina. Ako se pri izravnanju vodi ratuna o greSkama
datih veli¢ina, ali se ne odreduju i njihove popravke V, onda je

trag K- Ky =n—(u+ q).
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Kada aisu prisutne sistematske greske
q=0 (trag K; Ky = n —u).

U svim formulama ovoga rada, kod prakti¢nih raéunanja prilikom izrav-
nanja geodetskih mreZa umesto kovarijacione matrice K, moZe da se ko-
risti korelaciona matrica Q (K = ¢2Q). Tada treba izvriiti homogenizaciju
tezina.
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