OTKRIVANJE POLOZAJA TRIGONOMETRIJSKIH TACAKA
POMOCU FAKTORA »a« I »b«

Gligorije PEROVIC — Beograd*

ZUSAMMENFASSUNG — Im frei gewihlten Punkt S, der sich in der
Nihe des gesuchten Punktes T befindet, messen wir die Richtungen zu
den drei entfernten Punkten T, T, und T; (es brauchen keine Triangula-
tionspunkte zu sein) deren Koordinaten bekannt sind.

Dann auf Grund der Koordinaten der gegebenen Punkte und gemesse-
nen Richtungen rechnen wir die Elemente der Exzentrizitit: »e« und Win-
kel »i« dabei niitzen wir die Faktoren »a« und »b«.

Genauigkeit nach gehirt diese Methode zu den angenherten Methoden,
jedoch betrigt der maximale Fehler der Entdeckung weniger als 0,3m,
fir e,,, = 100 m und d,;, = 1 km.

So hohe Genauigkeit ist durch sehr schnelle Konvergenz der Taylor
Reihe gesichert (Formel 25).

Bedeutebde Charakteristik dieser Methode ist die Annahme des neuen
Koordinationssystems in der Limbusfliche, so daf die Richtungswinkel durch
direkte Ablesung auf dem Limbus zu gewinnen sind.

Uvod. Postoji vise razloga da, na osnovu opisa poloZaja trigonome-
trijskih tataka (t. o. br. 27), ne moZemo pronaéi belegu trigonometrijske
tatke na terenu. Dakle, znamo pribliZzno polozaj trigonometrijske taéke na
terenu, ali njenu belegu (kamenu ili betonsku) ne moZemo pronaéi.

Stvarni poloZaj trigonomterijske tatke, odnosno njen podzemni centar,
moZemo otkriti na viSe na¢ina. Jedan od njih je nadin (metoda) otkri-
vanja poloZaja trigonometrijskih taéaka pomoéu faktora »a« i »be. Za re-
Senje postavljenog problema po ovoj metodi neophodno je u taéki S, koja
je u blizini traZene tatke, izmeriti pravce ka trima trigonometrijskim tag-
kama ¢&ije su koordinate i poloZaj poznati. Ova tri pravea jednoznaéno defi-
niSu polozaj taéke S u ravni koordinatnog sistema, a kako su nam poznate
i koordinate tatke T moZemo srac¢unati elemente puta kojim éemo doéi iz
tatke S u tatku T. Ti elementi su ekscentricitet e =ST i ugao i —
ugao u tatki S izmedu pravaca ka jednoj opaZanoj tacki i tacki T (SI. 1.).

Postavka problema. Neka su a’;, a’y, a’y pravei u tatki S opaZani ka
poznatim tatkama T (yy; Xy), Ts(Ve;Xs), Ts(¥s;Xs) i neka je T(y,x,) tra-
Zena tacka Cije koordinate takode znamo. PoSto su poznate koordinate tadaka
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T, T;, Ty i Ts, moZemo smatrati da su poznati i nagibi v; = v, va = V% i
vy = V% i duZine d, =TTy, d; = TT; i d3 = TT,. -

Da bi dodli iz tatke S u T treba sratunati ekscintricitet e = ST i
ugao i.

ReSenje problema. Oznaéimo sa:

o’ — ugao u tatki S izmedu pravaca ka T, i Ty,
B’ — ugao u talki S izmedu pravaca ka T; i Ty,
— ugao u tagki S izmedu pravaca ka Ty i T,
— ugao u ta¢ki T izmedu pravaca ka T; i Ty,
ugao u tadki T izmedu pravaca ka T, i Ty,

— ugao u tagki T izmedu pravaca ka Ty i Ty,
v: — (i = 1, 2, 3) nagibi u tatki S ka T;, Ty, Ty,
v; — (1 = 1, 2, 3) nagibi u tatki T ka T,, Ty, Ty,
d’; — duZine od tatke S do T;, (i=1, 2, 3).

= TR '-(h
|

-

Prvo, nadimo razlike

Ax=a—a'

AB=8— g’
a zatim uspostavimo veze
o= V3 — VY,

Q= Va — V3
i (2

’
o = — ¥

B =5 — v
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Zamijenimo (2) u (1) pa imamo

Ax=(vg—v;) = (v — v
(3)
AR =(vs—va)— (vi—w)

Dalje, direkcione uglove v;, u taéki T, predstavimo Tajlorovim redom u
okolini tatke S (Y,;Y,)

5 Yl")“r= Yii=¥a ﬂ W N
vy = a\rctgx—I s arctgx—l % + (o h)s Ax + (QYT)SA} +... (4)
gde je:
Ax = yr — ys!
(3)
Ay = xp — xg!

PoSto smo nagibe u tacki S oznaéili sa v'; to je

> Sy SN
arCLS'x.'_—xs e X0 (6)
Nadimo jo§ izvode (ﬂ), i (ﬂ). i oznatimo ih sa a; i b;, tj.
2 X1 2Vr
o 11._) __siny
al_(:sz-—P dl’
)

2w cos v/
b =(—) =
l 2¥r/s £ d

Imajué¢i u vidu (5), (6) i (6) jednakost (4) dobija oblik
v,=v{+a,Ax+b;Ay..., i=1,2,3) (B)
Ako u (8) zadrzimo ¢lanove zakljuéno sa prvim stepenom i to uvrstimo
u (3) dobiéemo

Ao = (a; — a;) Ax + (b — b;) Ay
9
AB = (ay — a;) Ax + (bs — b,) Ay

odakle nalazimo

Ax = gz Aa + qp AR
(10)
Ay = px Ax 4 pg AR

gde je:
Pa= —(a; —az): A
pp= (a2—a):A
Q= (bs—by:A (1
pp= —(by—by): A
A= ié:: :::; E:j = :3 = (a3 — 8,) (bs — b3) — (a3 — 83) (b3 — by)
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Kada smo sratunali Ax i Ay onda lako moZemo odrediti veli¢ine e
i i, i to na dva naéina: graficki i analiti¢ki.

Za grafitko reSenje, nanosimo u pogodnoj razmeri (obi¢no u razmeri
1:100 do 1:1000) veli¢ine Ax i Ay na koordinatne ose x i y i u preseku
odgovarajuéih paralela dobijamo tatku T, zatim razmernikom otitamo veli-
¢inu e, a uglomerom nagib V', Ugao i odredi¢emo prema (vidi Sl. 1)

i= vl — vl (12)
Za analititko reenje veliéine e ratunamo po formuli
e = J/Ax* FAy?, (13)

a ugao v, po formuli
A
vl = arctg A: (14)

i na kraju ugao i prema (12).

No, ako pogledamo jednaéine (7) i (3) videtemo da su u njima nepo-
znati nagibi v; i duzine d’. Ovu neodredenost mozemo reSiti na sledeéi
nadin. Posto su elementi ekscentriciteta — odstojanje e i ugao i — inva-
rijantni u odnosu na koordinatni sistem, to umesto nagiba v’; usvajamo
pravee a’; (merene pravce), a duZine d’; zamenjujemo duZinama d; koje
su jedino poznate. Prema ovome jednaline za rafunanje faktora glase:

g .
a= s sinaj
(15)
by = —:ll--cosa;,

a jednatine (3) dobijaju oblik

A= —a' = (vo —v) — (@} —ajp)
(16)
AR =B — B'= (v3 — v) — (27 — a)

Napomena. U primeni, radi kontrole, obavezno ratunamo i razliku A +y:

Ay=y—y = —vs) — (@& —2) an
jer mora biti
Ax + AB + Ay = O. (18)
Diskusija refenja i zakljuéci. Usvajanjem novog koordinatnog sistema —
pravei d’; umesto nagiba V'; — dobijamo to da je
vl = af, (19)

tj. da nagib VT, odgovara direktnom ¢&itanju na limbu, u pravcu ka tacki
T. Ovo je jedna specifi¢nost metode.

Druga i bitna karakteristika metode je vrlo velika tacnost u poredenju
sa drugim pribliZnim metodama. Ta ta¢nost je obezbedena velikom brzi-
nom konvergencije rada (8) odnosno (4), pa je greSka ostatka vrlo mala.
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Dokaz. Napi§imo jednaéinu, naprimer, za A g ovako
Ax= o —a'=(v; —v}) — (v — ¥) (20)
Stavimo
Avy = v, — v
i (21)
Av; = v; — v,
tada je
Ax = Avy; — Ay (22)
Ako Awv;, (i=1, 2), predstavimo Tajlorovim redom
Av; = arct -=—.——I-—3+-1—-’——]-—7++— ; (23)
i ETi ¥ 3 5 | 5 ik 7 LS &= w2t i
gde je
71 =1tg Av (24)
tada je
Ba=(ra—m) =5 (=t —D = +... (25)

PoSto pri rafunanju, u razvoju (25), zadrZavamo samo linearni &lan,
to je maksimalna greska ostatka

a(Ax)m“s?—%(rg—:fj E%(:'.‘;;—}-:'LJ}J (26)
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Dalje, neka je
emax = 100 m*,

dmin = 1000 m

tada je
_ . Cmax _ g0 io . €977 e £°
Avpax = ¢ - 57°,3 1000 ~ 5573=6
i
('-'I)lnax = 1g (Avﬂlli) = tg6” = 0,105 = 0,1
Sada je

A (AV)max < -;~o,|3 — 0,00033 = 151

A ARz = —;- (2 . 0,1*) = 0,000 66 = 2,2

pa, ako stavimo
e=d - Av
onda je
(A€)max = dA (Av)max = 1000 - 0,000 33 = 0,33, (27

a to je dovoljna tadnost pri otkrivanju poloZaja tatke T.

Ostaje jos otvoreno pitanje sa kojom tainoSéu moramo znati polazne
elemente: nagibe v;, pravce a’; i duZine d; da bi taénost elemenata eks-
centriciteta — e i i — bila dovoljna za otkrivanje poloZaja tatke T.

Tra’ena tatnost bi¢ée zadovoljena ako relativne greSke pojedinih ele-
menata budu pribliZzno jednake, tj. ako bude

Be2BamBy =8 =8 =3 (28)

gde & oznadava relativnu greSku, a slovo u indeksu indicira na koji ele-
menat se odnosi ta greSka.

Ako usvojimo da maksimalna greSka polozaja od 0,33 m obezbeduje
sigurno otkrivanje poloZaja tatke T, onda ée srednja greSka ekscentriciteta
iznositi jednu tre¢inu te greske, tj. bice

l...lli—

Ap = —=-0,33 = 0, m. (29)

|

me =

Ako i dalje smatramo da je ey, = 100 m, onda imamo

of ¥
1000 ~ 1000

-
. e‘_"

* 7Za epax usvajamo vrednost od 100 m, jer ako je e > 100m onda éemo se
premestiti »od oka« sa instrumentom u novu tatku S tako da bude e < 100 m.
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odnosno, prema (28)

Il = 8¢ & 8a = 8y’ = 8y = §, = &), (30)
Ovde pod greSkom §, i & treba podrazumevati koliénik greske ugla i veli-
¢ine p, tj.

By R e =S T 1000 GD
odakle je
My = 3,4 (32)

Da bi jasnije sagledali sve ovo safinimo tabelu — Tabela 1 — po
e i 8§, na osnovu (29) i (30).

Tabela 1
' N r | |
, e [m] 20 40 i 60 _ 80 100
| - _l
| :
e = 0;1 | 1/200 ‘ 1/400 | 1/600 ‘ 1/800 ’ 1/1000
| |

PoSto su greSke svih elemenata ograni¢ene greSkom ekscentriciteta —
formule (28) — to iz Tabele 1 zaklju¢ujemo da je dovoljno, pri raéunanju,
sve elemente uzimati (u srednjem) sa tri znalajne cifre, a greske uglova
moraju zadovoljavati (32). No, obzirom na na¢in merenja uglova a; mozemo
uzeti da je

my < 0,5, (33)
pa greSke ostalih elemenata mogu biti i veée od vrednosti u (30).

Primer. Sratunati elemente za otkrivanje poloZaja trigonometrijske tatke
broj 199, ako je dato (Tabela 2):

Tabela 2
: Pravei
| Tatka & = D‘*‘gf“e I
| T (Stanica S) , (Stanica T) (m)
195 0 00,0 210 00,0 1164
217 93 27,5 297 15,3 1558
29 154 55,1 358 21,9 1680
199 (i = 223°22,9); (e = 100,0) [

Napomene. Pravei a’; su mereni u jednom girusu teodolitom sa po-
datkom p = 0,1’, duZine d; sratunate iz koordinata i zaokruZene na metar.
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Radi prikaza uticaja greSaka zaokruzivanja pri ratunanju, ovaj primer
ratunat je logaritmarom (sa tri znalajne cifre) i maSinom (sa pet znaajnih
cifara). Sratunate su i grefke poloZaja, pri ¢emu su za tafne vrednosti
usvojena direktna merenja:

€tagno = er = 100,00 m

itagno = ir = 223° 22,9'.

Tako, pri raunanju sa tri znacajne cifre dobijamo:
a) za graficko reSenje

e = 100,2 m, i=223°3,
Ae =e —ep = 100,2 — 100,0 = 0,2 m,
Al =i —ip = 223°,3 — 223°,4= — 0°,1,

2. (A )2
AP = Jbey* + (Te) =0.27m =~ 0,3m;
b) za analititko reSenje
e = J/Ax? + Ay? = 100,10 m,

i=arc tg%i = 223° 15,6,

Ae=e —ep=0,10m,
Ai=i—ip=T,3,
AP =0,23m,
dok pri raéunanju sa pet znalajnih cifara dobijamo:

Ax = — 72,75 m; Ay = — 68,6Tm

odnosno
e = 100,04 m
i=223° 20,9
i
Ae = 0,04 m
Ai'="20,
pa je stvarna greSka otkrivanja poloZaja tatke
AP = 0,07 m.
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OTKRIVANJE POLOZAJA TRIGONOMETRISKIH TACAKA
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OTKRIVANJE POLOZAJA TRIGONOMETRISKIH TACAKA
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