UKLAPANJE LOKALNIH MREZA U DRZAVNI SISTEM
METODOM ORTOGONALNIH TRANSFORMACIJA
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Razvojem {ehnickih dostignué¢a i nauénih saznanja, usavriila se merna
tehnika i metode rada u oblasti geodezije. Na taj naéin veé¢ sada se namete
problem (kasnije ¢e to biti i sve urgentnije) da precizne i geodetske mreze
visoke tacnosti oslonimo na drZavne mreZze manje taénosti.

U cilju otuvanja ta¢nosti mernih veli¢ina, ostvarenih koriS¢enjem sa-
vremenog geodetskog instrumentarija, neophodno je geodetske mreze odrediti
samostalno u lokalnom koordinatnom sistemu. Ovako odredenu lokalnu mrezu
treba u daljem postupku vezati za drZzavni koordinatni sistem.

Medutim, neposredno oslanjanje lokalne geodetske na drzavnu mrezu
u duhu vazetih pravilniékih propisa, neizbezno dovodi do »prisilno« uklapa-
nja, natezanja novoodredenih tataka vete ta¢nosti na postojete ranije odre-
dene tacke manje ta¢nosti. Time se deformiSe i izmesta homogen odnos izmedu
tataka lokalne mreZe, ostvaren na bazi merenih veli¢ina koje se odreduju
sa visokom taénoS¢u savremenim instrumentima.

Otuda proizilazi da postojece date tacke, koje su ukljuéene u lokalnu
mrezu ne treba koristiti pri izravnanju ta¢aka, nego ih valja tretirati kao
i sve ostale novoodredene tacke.

Identi¢ne tacke (tatke &ije su koordinate poznate i u lokalnom i u drzav-
nom koordinatnom sistemu) treba koristiti u svrhu uklapanja mreZa u drzav-
ni koordinatni sistem. Uklapanje mreza najbolje je ostvariti pod uslovom
da se ne menja ni oblik ni razmera lokalne geodetske mreze. Ukoliko je u
slobodno izravnatoj mrezi zastupljen ve¢i broj ranije odredenih tacaka u
Gauss-Kriigerovom sistemu, utoliko ¢e i detalj snimljen na osnovu elemenata
lokalne mreze biti bolje usaglaSen sa detaljem koji se oslanja na drzavnu
mrezu.

U geodetskoj praksi koriste se razlitite metode transformacija tataka,
putem kojih se sa promenljivim uspehom uklapaju lokalne geodetske mreze
u druZavni kordinatni sistem. Kao Sto je poznato pri uklapanju se mogu
deformisati uglovne i linearne veli¢ine, samo linearne veli¢ine ili pak tacke
zadrzavaju svoj medusoban relativan polozaj koje su imale pre uklapanja.

U nastavku ¢e biti prikazana jedna metoda, tzv. metoda ortogonalnih
transformacija, putem koje se vrsi uklapanje lokalnih mreza u Gauss-Kriigerov
sistem. Ova metoda do sada nije bila koriS¢éena u geodetskoj praksi. Primenom
metode ortogonalnih transformacija postize se integralno o¢uvanje izravnatih
vrednosti duzina strana i uglova. Takav cilj se ostvaruje posredstvom orto-
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gonalne matrice kojom se definiSu ortogonalne transformacije. Prema tome,
za uklapanje lokalnih mreza u drZzavni sistem metodom ortogonalnih transfor-
macija, bi¢e koriS¢ena poznata osobina ortogonalnih transformacija, putem
kojih se realizuje ofuvanje veli¢ina uglova i duzina.

Uklapanje koordinata tataka lokalnih mreZa u drZavni sistem metodom
ortogonalnih transtormacija sadrZi tri faze rada:

1. IzmeStanje koordinatnog sistema
2. Dovodenja u razmeru
3. Rotacija koordinatnog sistema

Prva faza podrazumeva uvodenje redukovanih koordinata taaka, putem
kojih se izmeStanje koordinatnog sistema vrsi bilo u odnosu na jednu od
identi¢nih ta¢aka, bilo u odnosu na teZiste tih tataka. U drugoj fazi iznalazi
se faktor razmere (odnos duzina dveju identi¢nih ta¢aka u oba sistema, obiéno
najudaljenijih), kojim treba izmnoZiti lokalne koordinate svih tadaka koje
podleZzu uklapanju. Najznacajnija je treca faza kojom se adekvatno odreduje
rotacija koordinatnog sistema. Rotacioni koeficijenti u ravni obrazuju orto-
gonalnu matricu drugoga reda, ¢iji se elementi imaju sraéunati.

Formiranje ortogonalne matrice
Linearna smena je tada ortogonalna, ako se ostvaruje uslov
x,s_i_y:'::x‘!_}_ }.t (”

gde veli¢ine sa primovima, ozna¢avaju koordinate taaka u drZavnom sistemu
a bez njih, koordinate ta¢aka u lokalnom sistemu, (smenom uvedene vrednosti).

Transformaciona jednacina ima sledeé¢i izgled:

X X
R
¥ y
gdje je R matrica koeficijenata rotacije
R = In Ty
Ty Ty
i obzirom da je R ortogonalna matrica
Ix x|
1 =R* i ©)
¥ y
to uslov (1) biva zadovoljen.
Uvedimo slede¢u smenu:
| x' l _q K:
- 4
¥y q 1 Kl i
x || 1 qll 1K,
- J &)
y | =g 1 K' i
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Resimo izraze (4) i (5) po K, i K,

DK, =x'D, + v D, DK, =x’'D, + y'D, (6)
kao i
DK,=xD,=yD, DK;,=xD,=yD, (7

gde su:
D je determinanta sistema, a

D=1+gq* ®)
D,, D,, Dy i D, su subdeterminante

bice Dia ©

Zbrajaju¢i odgovaraju¢e jednaline u jednadinama sistema (4) i (5), do-
bijamo sledecu vezu: :

L e i e
Emaa =3 K=Tor@—a3) (10)
Uvrstavajuéi jedna&ine (10) u izraze (7), i imajuéi u vidu vrednosti odgo-
varajuéh determinanata i subdeterminanata iz jednaéina (8) i (9), dobijamo

oo =gl 2q
S T L b

P 1—-¢q*
L U

Na taj naéin, transformaciona jednaé¢ina (2) glasi:

bl JLo=ad 20| 14l
‘,x 1+ q* 1+ q* || *|
= [ (1
; [ 2q 1—-4g* ‘
I T @ i+a ¥

Prema tome, matrica rotacionih koeficijenata ima sledeéi izgled:

‘l =ik . |

1+ q 1+ q*|
R= (12)

2q e g

14+ q* 1+ q*

Odredivanje parametra q

Ukoliko Zelimo da na osnovu izraza (12) sratunamo, u svrhu rotacije
potrebne koeficiente rii, rig, r21 i r22, prethodno se mora odrediti parametar q.
Uspostavljanje zavisnosti izmedu lokalnog i drzavnog koordinatnog sistema,
ostvaruje se putem koordinata identiénih taéaka.

Parametar q se odreduje na temelju koordinata tadaka, koje se redukuju
na teziSte. Osim toga, potrebno je sve koordinate tataka u lokalnom sistemu
multiplicirati sa faktorom razmere. Ovako redukovane koordinate oznagimo
sa X' 1 ¥ u drzavnom, a sa X i v u lokalnom koordinatnom sistemu.
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X = [ (x, = [:]) =p(x—X) %= F—(}'l — [f‘l]) = @i —¥o) (13)

U cilju iznalaZenja parametra g, uzimaju se u ozbir izrazi (4) i (10), te
se mogu napisati slede¢i izrazi:
! x;

[l ¥} 2qi|'31 1]

(14)

Prema tome, jednaéine odstupanja glase:

—(i+wa+ X —x' =V,

i ool (15)
xi+x)g+yvi—yi=Vy

i—12:--n.

Normalne jednadine obrazujemo potrazivsi minimum odstupanja sume
kvadrata koordinata identi¢nih tacaka.

[+ X+ + Ve + 2[-yx+yx]=0
Odavde se dobija parametar q.
2 :_[_;:‘_;‘;;___;]_
&+ 9+ &+ %
Ostale koordinate ta¢aka, koje su poznate samo u lokalnom sistemu, mogu

se transformisati u drZzavni koordinatni sistem, na osnovu ranije odredene
matrice rotacionih koeficijenata:

(16)

i i

1

: T rll?i |Iil‘ A Ixo
j 15 ll ™ sl
Najzad, prikaZimo raunski postupak na jednom konkretnom primeru.
Date su koordinate tataka u:

Xi|l
Yil

7)

[Ty Tag |

Gauss-Kriigerov sistem  Lokalni Budimpestanski sistem

.

y x’ y X
346  405400.11 51738.15 —30209,81 110257.80
14  400309.07 52894.36 —27510.47 109713.76
467  399251.20 50119.45 —26988.52  111190.40
206 492701.36 49765.60 —28812.17  111332.63
903  405989.17 45278.90 —30603.68 113655.99

202 —29074.63  112080.77
196 —29993.14  112824.40
195 —30011.76  112709.64

Na osnovu tabele I, moZemo raéunati parametar q.

(17289036.462 — 18986489.424)  3394919.924 _81.844
21320.171 + 20159.884 n :

41480.055
q= —81.844 29 = —163.688 1 — q*= —6697.449 1+ q* = 6699.440
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Tabela II.

Tatka LOKALNE KOORDINATE R o A
Yixm l Xixm (Mgl:nra) [ (Mel:anl]
_ 467 | —26988.52 | 11119040 | 399250340 |  50119.685
14 | 2751047 10971376 | 400308337 | 52895.087
346 | —3020981 | 110257.80 | 405400855 |  S1738.552
206 ~28812.17 | 11133263 | 402701.240 | 49765.525
903 30 603.68 113 655.99 405 990.138 45277614
195 —30011.76 112799.64 | 404907.587 46 928.611
196 | —29993.14 11202440 | 404908.207 | 48399.265
202 | —29074.63 112 080.77 403164176 | 48334.952
|
o I‘
Direkcioni ugao Duzina Direkcioni ugao Duzina
0 1 I | D (v 0o I I S (Metara)
206— 14 141 11 52.65 2077.297 322 35 5287 3939.561
14346 281 23 42.20 2753.618 102 47 42.42 5222.194
13462061 52 26 18.81 1763.138 233 50 19.00 3343.763
202-196 266 29 17.15 920238 | 87 53 17.33 1745.217
196—195 358 37 26.81 775.464 | 180 O1 2696 1470.654
195-202, 127 29 30.21 1181.095 308 53 3039 2239929
467-346 253 SI 1321 | 3353572 75 15 1344 | 6359.998
346-903] 353 23 1891 | 3420939 174 47 190 |  6487.759
903—467 124 17 4033 | 4375902 | 305 41 40.52 $208.829
| | |
! Ugao a, l DuZina | Ugao « . Razlike
| o So Metara) | 0 1 I S_5 Mfa—a,qn
14 | 39 48 1045 3939.561 39 48 1045 | £0.000 | +0.00
206 "'_91 14 26.16 5222.192 91 14 26.13 7+o.ooz| ~0.03
346 48 57 23.39 3343.763 48 57 2342 | +0.000 -+ 0.03
202 | 41 00 1306 | 1745217 41 00 13.06 | + 0000 - 0.00
195 | 51 07 56.60 1470.655 | 51 07 56.57 | — 0.001 | — 0.03
196 | 87 51 50.34 2239.928 87 51 5037 | + 0001 | +0.03
467 50 26 27.12 6359.996 S0 26 27.08 | +0.002| — 0.04
346 80 27 54.30 6487.756 80 27 5434 | — 0002 +0.04
903 49 05 38.58 8298.828 49 05 3858 | +0.001 | - 0.00
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Prema tome, matrica rotacionih koeficijenata ovako izgleda:

| —0.999701468 0.024433087

|
—0.024433087 —10.999701468

Novotransformisane koordinate tataka ratunate su u tabeli IL, u kojoj
su pored toga dati i podaci o elementima koordinata tataka lokalnog i
novotransformisanog sistema. Uporedenjem duZina strana i uglova, zakljuéu-
jemo da se uklapanje lokalnih mreza u drZavni sistem metodom ortogonalnih
transformacija, odlikuje visokim stepenom saglasnosti uglova i duzina. Obzi-
rom na to da je odredivanje rotacione matrice zasnovano na metodi najmanjih
kvadrata, to je obezbedena i adekvtna orjentacija lokalne mrezZe u drzavnom
koordinatnom sistemu.
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