PRILOG STATISTICKOJ ANALIZI GRESAKA U NIVELMANU

Manojlo MILADINOVIC — Beograd*

Klasi¢an prilaz problemima analize greSaka u nivelmanu razraden je do
svoje najviSe moguénosti u izvanrednom radu prof. Vinjala, koji je podnet
Generalnoj skupstini 1936. god.

Poku$aj da se uvedu savremene metode statisti¢ke analize, podnet je na
X generalnoj skupstini Medunarodne asocijacije za geodeziju u Rimu 1954. god.
od strane porf. A. M. Vaseva.

Interesovanje za ovo prilaZenje kulminiralo je u usvajanju odluke o
formiranju specijalne studijske grupe radi »proutavanja najboljih naéina pri-
mene matematitke statistike za analizu nivelmanskih greSaka« (3).

Od tada je postalo ofevidno, da mnogi geodeti ne¢e da prihvate ideju o
primeni statistike u nivelmanu, jer se nivelmanske grefke ne povinuju nor-
malnom (Gausovom) zakonu raspodele greSaka.

Objasnjenje u vezi s tim dao je prof. Vasev u svom radu (2) gde kaZe:

»Nedostatak normaliteta greSaka najverovatnije dolazi usled prisutnosti
sistematskih uticaja i neizbeZzne heterogenosti podataka, prouzrokovane
koriféenjem viSe nivelatora, koji opazaju pod promenljivim uslovima
rada. Medutim, kada se odstrane komponente neslaganja, koje su vezane
za sistematske uticaje, i preostalom odstupanju da pravilna tezina, onda
izgleda da se postizu oba uslova, normalitet i homogenost«.

Statisticka metoda koju je predlozio prof. A. M. Vasev je tzv. »dispersiona

analiza«, &ije je teoretske osnove postavio jo§ engleski matemati¢ar R. A. FiSer.

Klasi¢ne formule daju verovatnu sluéajnu greSku i verovatnu sistematsku
gresku, pri ¢emu se koriste zbirovi kvadrata
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pi; — odstupanje izmedu nivelanja napred i nazad strane j izmedu dva

repera na liniji i ¢ije je odstojanje R;;.
Kod primene statistitke metode analize varijanse, kao promenljivu uzima-
mo odstupanje po kilometru tj.

Wiy = 1:'}]',' [vidi (1)].

* adresa autora: Manojlo Miladinovié dipl. in%Z Zavod za fotogrametriju Beograd adml-
rala Geprata 14

il



Predpostavlja se da se odstupanje w,; sastoji iz jedne konstante, nekog
uticaja koji se menja od jednog do drugog vlaka i jedne sludajne komponente
koja se naziva preostalim odstupanjem (rezidualom) koje je normalno raspo-
redeno i ima nultu vrednost, tj.:

wy = W, + & + g; (2)

Sada nastavljamo da ra¢unamo varijanse, da bi smo predstavili preostalo
odstupanje i uticaj vlaka. U tom cilju koristimo dva zbira kvadrata,
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gdje je:
N — ukupan broj strana
m — broj linija
n; — broj repera na liniji m

Kada predpostavimo da se mreZa sastoji iz velikog broja podjednako
rasporedenih repera, tada postaje oigledna sli¢nost odgovarajué¢ih zbirova
kvadrata u formulama (1) i (3). Stavljajuéi u (1) i (3) da je:
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gde se vidi sli¢nost odgovarajuc¢ih izraza 1"1 2.

U stvari, klasi¢éne formule su specijalni sluéajevi parametara, koji proiz-
laze iz statistitke tehnike, medutim ova druga uzima u obzir stvarni raspored
repera i ograni¢ene dimenzije mreze.

Nejednakost odstojanja repera omoguéava da se analiza proSiri ispitiva-
njem korelacije izmedu w i R, ili pak onih promjenljivih koje bi bile »najre-
prezentativnije« za operaciju nivelanja.

Studijska grupa (5) objavila je »rezultate istraZivanja u oblasti statisti¢kog
proutavanja greSaka u nivelmanu« u kojima preporucuje da se promenljive
razmatraju u dve velike kategorije:
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a) One koje pripadaju operaciji nivelanja i,
b) One koje pripadaju moguéim poremecajnim uticajima van operacije ni-
velanja.

Za sadadnje proufavanje usvojene su slede¢e promenljive koje poticu od
operacije nivelanja:

1. r= (A — R) algebarski — zbir nivelanja napred-nazad,

2. r'= (A )— (R) — razlika apsolutnih vrednosti A i R.

Dosada postignuti rezultati odnose se na primenu statistickih metoda koje
su uzimale kao promjenljive veli¢inu p;;/R;;, a to ¢e reéi odstupanje po kilo-
metru odstojanja izmedu susednih repera.

Gore pomenuta studijska grupa uvela je nove promenljive:

1. d = r/VR; d =r/VR
2. S =1/R; S’ = r'/R

3. s = r/R?%; s’ = r'/R?
4. u = r/Vn; u = r’/Vn

i dala rezultate ispitivanja za svaku od gore pomenutih promenljivih.

Promenljive koje poti¢u od mogué¢ih poremeéajnih uticaja, a koje je pred-
loZila i razmatrala studijska grupa su:

1. nagnutost nivelmanske strane,
2. kolimacija,

3. terestricka plima (gravimetrijske popravke za terestri¢cku plimu i to:
C, — za nivelanje napred: C, — za nivelanje nazad),

4. pravac invelanja.

Razlog zbog koga smo naveli istraZivanja studijske grupe (5) je taj, Sto
njihova istrazivanja u izvesnom smislu predstavljaju sintezu dosadasnjih istra-
Zivanja i analizu greSaka u nivelmanu.

Put koji je izabrala studijska grupa (5) svakako ne predstavlja jedinu
moguénost u rasvetljavanju prave istine o nivelmanskim greSkama jer se jo3
uvek ne zna nista taéno o njihovoj pravoj prirodi.

Statisti¢ko proufavanje nivelmanskih gre$aka, po naSem mi$ljenju, pri-
hvatljivije je i sa dijalekti¢ke strane posmatranja sveta jer ono zahteva da se
prikupi veliki broj razli¢itih podataka, koje treba izvuéi iz operacije pre-
ciznog nivelanja.

Dugo se smatralo da u kosmosu vlada savrSen red i da za njega vaZe
Njutnovi zakoni mehanike. Medutim, nove teorije kvantne fizike su promenile
takvo misljenje i ukazale na to da statisti¢ki nadin misljenja daje »sve vise
uvida u zakonitosti prirode, do kojih ne moZemo nikada do¢i ¢istim matematié-
kim zakljudivanjem, a to znaé&i dati pravo shvatanje filozofskog problema
kauzaliteta i statistike, koji je problem nabaten Hajsenbergovom relacijom
neodredenosti«. (9).

MoZda ¢ée nas jedna AjnStajnova misao podsetiti na potrebu dubljeg i
sveukupnijeg sagledavanja kosmickog poretka stvari:
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»Postoji nesto kao realno stanje jednog fizikalnog sistema koji postoji
objektivno, nezavisno od svakog posmatranja i merenja, i koje se u prin-
cipu moZe opisati sredstvima fizikalnog istraZivanja. Koja su adekvatna
sredstva istraZivanja i prema tome koje fundamentalne pojmove u tom
smislu treba upotrebiti, to je po mom misljenju sada nepoznato. Materijal-
ne tatke? Polje? Sredstvo determinacije koje tek treba biti stvoreno?
Ova teza o realnosti nema smisao nekog iskaza po sebi jasnog, zbog
njene metafizitke prirode: ona ima osobito znafenje jednog programae (7).

ODREDIVANJE MINIMALNOG BROJA STANICA ZA ODREDIVANJE
RAZLIKE NIVELANJA NAPRED-NAZAD

U novoj mreZi nivelmana visoke ta¢nosti naSe zemlje na kojoj su radovi
zapoteti 1970. god. pojavljuju se nivelmanske strane i sa vrlo kratkim odsto-
janjem izmedu repera. To je nastalo kao rezultat teZnje da se svi reperi mreze
ukljuée u vlakove nove mreZe zbog, potreba nau¢nih zadataka geodezije.

Medutim, promenljivo odstupanje p dobiveno iz nivelanja napred-nazad
tako kratkih strana neée, reprezentovati stvarnu taénost nivelanja nego ce je
redovno smanjivati.

Problem bi se mogao formulisati ovako: Na kojoj duzini R, odnosno, posle
kolikog broja stanica treba o¢ekivati, da raspored zbira numeri¢ki nezavisnih
elementarnih greSaka tezi ka normalnom rasporedu frekvencije?

U saglasnosti sa fuvenom centralnom graniénom teoremom teorije verovat-
no¢e (11) raspored frekvencija zbira velikog broja numeriéki nezavisnih ele-
mentarnih greSaka teZi ka normalnom rasporedu frekvencije, bez obzira kakav
mogao biti raspored greSaka, pod pretpostavkom o zadovoljenju nekakvih
opstih uslova*)

Funkcija frekvencije zbira od k komponenata sli¢nog rasporeda sa nultim
srednjim vrednostima i jednakim jedini¢nim varijansama moZe se sraéunati
kori¢éenjem priblizne formule (12):

= i1 = = (["lx'_ — {_E’l’l -3) x‘)
G V2m E"p( s ] Exp 6V 2%k ®

gde su 1, i p, treéi i cetvrti moment rasporeda i gde razmera pribliZzno odgo-
vara jediniénoj varijansi. Veli¢ine p, i p, su mere asimetrije i kurti¢nosti
komponentnih rasporeda. K je broj viziranja.

MoZe se reci da elementarne greSke mogu biti rasporedene sli¢no Pirsono-
vom tipu VII sa indeksom 4 (12) koji odgovara p; = 0 i, = 5.

Ako pretpostavimo da se slufajna grefka tako rasporeduje kod svakog
viziranja, tada moZemo izvesti raspored frekvencije stavljajuéi u (9) da je
ity = 0, py; = 51 odgovarajucu vrednost za k.

* Neophodan { dovoljan uslov je da zbir varijansi komponentnih rasporeda teZi ka besko-
naénosti, s tim da uticaj svake varijanse na zbir varijansi teZi ka nuli, a to ée reéi:

Yol o3 d
v -
-0

7 =0 Uslov je zadovoljen univelmanu.
v
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TABLICA 1: Vrednostl ordinata N 1 Gx-rasporeda

X t N G: G, G, G, G G Gu l Gy
et — — — L. |__
0.00 | 0.3989 0.3989 0.3989 0.3989 0.3989 0.3989 U.3989| 0.3989 0.3989
0.25| 0.3867 0.3867 0.3867 0.3867 | 0.3867 = 0.3867 | 0.3867 0.3367! 0.3867
PR — — S v T [ MBI (S S
0.05 | 0.3521 0.3529 0.3525 0.3523 0.3523 0.3523 | 0.3523| 0.3523 0.3523
0.75 | 0.3011 0.3052 0.3032 0.3025 0.3020 0.3020 | 0.3018/ 0.3016| 0.3016|
1.00 | 0.2420 0.2521 0.2471 0.2454 0.2446 0.2441 | 0.2437 0.2434| 0.2430
= e — = I —
1.25 | 0.1826 0.2022 0.1923 0.1891 0.1875 0.1866 | 0.1859| 0.1852 0.1844
- — - |
1.50 | 0.1295 0.1597 0.1441 0.1390 I 0.1366 0.1352 | 0.1342 0.1332 0.1322
1.75 | 0.0863 0.1274 0.1050 0.0984 0.0952 0.0934 | 0.0921 0.0909 0.0898
2.00 | 0.0540 0.1048 0.0756 0.0675 0.0639 | 0.0618 | 0.0064 0.0589 0.0576
225 | 0.0317 0.0920 0.0543 0.0455 0.0415 ‘ 0.0395 | 0.0380 0.0366 0.0354
2,50 | 0.0175 0.0887 0.0398 0.0303 0.0264 0.0244 | 0.0231 0.0217| 0.0206
2.75 | 0.0091 0.0968 0.0302 0.0202 0.0166 0.0152 | 0.0136 0.0125) 0.0115
3.00 | 0.0044 0.1278 0.0243 0.0138 0.0104 0.0088 | 0.0078 0.0069 0.0062
3.25 | 0.0020 0.2080 0.0211 0.0097 0.0065 0.0052 | 0.0044| 0.0038 0.0033
3.50 | 0.0009 0.3600 0.0204 0.0071 0.0042 0.0032 | 0.0025 0.0020/ 0.0016
3.75 | 0.0004 0.0224 0.0056 0.0028 0.0019 | 0.0014 0.0010, 0.0009
4.00 | 0.0001 0.0290 0.0049 0.0020 0.0012 | 0.0008| 0.0006 0.0004
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R B S (10
V2=r
Vrednost ove funkcije se sada moZe proé¢itati u tablicama ordinate nor-
malnog rasporeda, u koje se ulazi sa

(x‘ - 611-: x‘)i, umesto sa X.

Vrednosti Gy i normalna funkcija N dati su u tablici 1.

Na slici 1 dat je dijagram vrednosti Gy = 2, 4, 6, 8 i normalne raspodele
(izvucene crvenom bojom) odakle se vidi da u sluéaju za k —>< kriva teZi ka
normalnoj raspodeli.

U tablici 2 upisana je vrednost verovatno¢a da neka greSka lezi van gra-
nice x *=. Svakako da frekvencija ve¢ih odstupanja dovodi ka precenjivanju
nivoa signifikantnosti, kada se metoda analize varijanse koja se zasniva na
normalnom rasporedu, primjenjuje na nivelmanske greske, éiji raspored po-
kazuje izrazitu leptokurti¢nost (kriva sa zaoStrenim vrhom i duZim krajevima
od normalne krivine).

TABLICA 2

| B _
[ X‘NuG. G. G.IG. G,.:G.-iGn.G,.

1,962 5% | 10.8"%0 7.4% ‘ 6.6% 6.2%0 6.0% | 5.8% | 5.7% | 5.7%

200 | 18% | 16% |15% | 14% | 14%

‘ 2,576 1% 8.6%0 3.0%
|

Drugim refima, ako test pokazuje da je neki uticaj signifikantan recimo
na nivou 1%, tada stvarni nivo signifikantnosti, naprimer za k = 8, iznosi 1,8%b.

MoZe se smatrati da je greSka u nivou signifikantnosti neznatna do 0,5%.

Provera normaliteta G, — rasporeda za k = 10,12 i 20 data je u tablici
3. Provera je izvr3ena pomoéu x* testa za 33—3 stepeni slobode gde je:

Pl > o] =2°/,

Iz tablice 3 se vidi da vrednost x%;,, odgovara &ak nivou 5% dok je
%20 znatno signifikantna i na nivou 1%.

Prema tome, za k = 12, odnosno za 6 stanica nivelanja u jednom smeru
i 6 stanica nivelanja u drugom smeru treba ogekivati da raspored frekvencija
zbira elementranih greSaka tezi ka normalnom rasporedu frekvencija.

ODREDIVANJE ZAVISNOSTI ODSTOJANJA R I SREDNJE GRESKE
NIVELANJA NAPRED-NAZAD

U saglasnosti sa centralnom graniénom teoremom proizilazi da treba uzeti
§to veci broj stanica.

Medutim, prisustvo sistematskih greSaka, koje postoje u nivelmanu i o
kojima se jo§ ni§ta stvarno ne zna, a koje rastu sa poveéanjem odstojanja
R (odnosno broja stanica), sputava nas da odaberemo §to duZi odsetak.
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Mi smo izvrsili ispitivanje zavisnosti duZine odsetka R i srednje greske
nivelanja i rezultati tog ispitivanja su dati u tablici 4.

TABLICA 4
| Ratunanje Ukupna
Red. m za nivel- [AA] duzina M ; [AA)
broj | mansku lin.| mreze M tmm) = & 4R,
u km | | Rkm
1 084 | 20531,61 11402,29 | 0,67 |
2. 5.14 26 352,65 11 148,40 | 0,77 }
g 10.27 32244,00 11 014,50 0,86 .
4. 2051 | 39727,08 | 10912,00 0,95
5. 30.67 | 46760,63 & 10 950,00 1,03 ‘
6. 40.35 51083,02 | 10249,30 1,12
7. 51,23 6017521 | 11014,50 1,17
8. 61,51 64 879,47 | 11194,40 1,20
9. 71,52 69544,61 | 11014,30 1.26
10. 8L17 | 6267435 = 941540 1,29
11. 92,07 | 6786202 @ 1049610 | 1,27
12. 101,58 | 7875896 | 1066560 | 1.36

Ako krivu regresije (m, R) na sl. 2 zamenimo odgovarajuéom Kkorelacio-

nom pravom, dobi¢emo:

12
Z (Ri = Ryrea) (M) — Myren)
e ———— (R, — Ryred) + Myrea (1n)

K,y Kerea)®

m=

Ako izvrSimo rac¢unanja po formuli (11) dobiéemo
m = (0,006 ka + 0r789]mm (12)

a koeficijent korelacije je:
r = 0,958

$to govori o dosta dobrom pravoliniskom trendu srednjih greSaka.

Iz slike 2 moZe se uotiti da bi se kriva regresije mogla zamenuti i nelinear-
nom korelacijom. Uzmimo da je to linija drugog reda

m = by + bR + bR (13)
odnosno,

m = (0,707 + 0,012Ry,, — 0,00006R?,,) 1 (14)

Podaci na osnovu kojih smo izvrsili ispitivanje, odnose se na deo naSe
prethodne mreze nivelmana visoke taénosti, a to znadi pripadaju jednom od
nac¢ina izvrSenih merenja u datoj epohi.

Za svako naredno merenje odnosno za svaku narednu epohu, treba odeki-
vati drugaéiju krivu regresije, koja bi trebala da ima tendenciju da postane
paralelna sa osom R i da joj se Sto viSe pribliZi.
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DOZVOLJENO ODSTUPANJE

Pitanje izbora dozvoljenog odstupanja nije dovoljno razmatrano u kom-
pleksu drugih istrazivanja u nivelmanu. Sasvim je izvesno da je ono negde
manje tolerantno a negde viSe i da se kreée od 1 do 3mm pa i vide, Sto
govori da je razlika nivelanja donekle falsifikovana i da dozvoljeno odstupanje
ima izvestan konvencionalni karakter.

Ukoliko je dozvoljeno odstupanje tolerantnije, tada ée ono dati mogué-
nost izvrsiocu nivelanja da smanji paznju i koncentraciju prilikom merenja,
odnosno da se tolerantnije odnosi prema mnogim izvorima greSaka §to e
naravno uticati na samu taénost.

Izbor metode rada i instrumenata ¢e takoder uticati na formiranje dozvo-
ljenog odstupanja, ali na pitanje koju metodu i koji instrument treba upotre-
biti da bi se postigla maksimalna taénost, teSko je odgovoriti.

Po naSem misljenju, dozvoljeno odstupanje bi se moglo odredivati na
ovaj naéin:

Pre zvani¢nog izvrSenja radova, potrebno je odabrati karakteristi¢ni po-
ligon, na kome bi se izvrSila sva potrebna merenja, sa raspolozivim instru-
mentarijem i po metodi rada koja se trenutno kvalifikovala kao najispravnija.

Ocenu taénosti dobijenih rezultata izvriiti po metodama matemati¢ke sta-
tistike. Tada bi se dozvoljeno odstupanje moglo dobiti po formuli:

A =208sVR (15)
gde je:
B = Koeficijenat za odredivanje kritiéne granice, odreden brojem ¢&la-
nova datog uzorka i nivoom signifikantnosti (8, str. 242),

s = standardno odstupanje, dobiveno iz statisticke ocene rezultata me-
renja,

R = duZina nivelmanske strane u km.

Ukoliko nismo u stanju da izvr$imo preliminarna merenja tada bi dozvo-
ljeno odstupanje mogli odrediti po formuli:

A = 28 (b, + b,R) VR, (16)

gde su b, i b, koeficijenti linearne regresije dobiveni po formuli (11) i po
postupku koji je ve¢ objasnjen.

U tom slucaju za naSu mrezu bi imali (&« = 1%)

A = 2,58 (0,79 + 0,006R,,) VR,,,
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