O NIVELMANSKOJ REFRAKCIJI

Jovan STEVANOVIC — Bor*

1 pored niza radova na problemu nivelmanske refrakcije, prisutne su
konstatacije da zadovoljavajuée reenje ovog problema nije nadeno. Zahvalju-
juéi pokazanom interesu Savezne geodetske uprave-Beograd za problem ni-
velmanske refrakcije, koja je preko Rudarsko-metalurskog fakulteta-Bor, fi-
nansirala rad na ovom problemu, omoguéena su odgovarajuéa istraZivanja,
iz kojih je proiziSao i ovaj prilog reSavanju tog problema.

PROBLEM PROMENE TEMPERATURE VAZDUHA SA VISINOM

Osnova za reSavanje problema nivelmanske refrakcije je pretpostavka
izometri¢kih slojeva vazduha iznad tla, koji su paralelni sa tlom. Temperatura

ovih slojeva se menja u funkeiji visine po nekom zakonu koji moZe biti izra-
Zen jednadinom:

t=1() 1)
Jedan od osnovnih problema je odredivanje Sto realnije funkcije f(z).

Merenje temperature. U cilju ispitivanja zakonitosti promene temperature
vazduha sa visinom, obavljena su odgovarajuéa merenja temperature. Tem-
peratura vazduha je merena termometrima. Radeno je sa 6 termometara koji
su bili postavljeni jedan iznad drugog na visinama O, 30, 60, 120, 180 i 240 cm.
Termometri su postavljani horizontalno, a najlon koncem su vezani za konzolu
na visini od 3 m. Vidi sliku 1. Termometri su uvek bili postavljeni u pravcu
sunca 5to je omoguéeno okretanjem konzole oko vertikalnog stoZera. Skala
termometra je usmerena prema suncu, a Zivin sud na suprotnu stranu. Na
svakom termometru su postavljani zastitni kartoni 12x12 ecm., na nekoliko
santimetara od Zivinog suda, da bi se §titio Zivin sud od direktnog zracenja
sunca. Vidi sliku 2. Kartoni su sa strane prema suncu bili oblepljeni staniolom.
Termometar na tlu nije §ticen od sunca, Termometri su oéitovani teodolitom
koji je postavljen na 5 do 6 metara od termometra, tako da je vizura bila
upravna na termometre. Temperatura je otitavana do na 0,02°C. Radeno je
sa termometrima ¢&ija je skala duZine 40 cm. bila podjeljena na 100°C. Najmanji
podeok na termometru je iznosio 0,1°C. Termometri su prethodno ispitani i
odredene su adicione konstante termometra, koje su iznosile i do 0,2°C.
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Temperatura je merena u serijala tako $to su u jednoj seriji o&itavani
svi termometri po 15 puta. Prvo je ¢itan termometar na tlu, a zatim po redu
svi termometri do krajneg gornjeg, pa opet termometar na tlu itd. Jedno
otitavanje svih termometara je iznosilo oko 2 minute, a ofitavanje cele serije
je trajalo oko 30 minuta. Sva ¢itanja su ispravljana za konstante termometra.
Ukupno je izmereno 30 serija. Ova merenja se odnose na oko 15 sati iz vre-
menskog perioda u toku dana kada se obavlja nivelanje.

Slika 2.
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U prilogu su dati podaci o pojedinim serijama. U prvom redu, koji odgo-
vara jednoj seriji, date su aritmetitke sredine iz 15 &itanja na svakom termo-
metru. U drugom redu su date temperaturne razlike- © od tla do svakog termo-
metra, a u treéem redu temperaturne razlike-v izmedu pojedinih termometara.

U prilogu 2 dati su dijagrami promene temperature vazduha sa visinom,
upravo dijagrami za vrednost T iz priloga 1.

O Bestovoj jednadini. Bestova jednatina promene temperature vazduha
sa visinom je najsire prihva¢ena. Kukamakieva jednaéina za refrakciju bazira
na Bestovoj jednaéini za temperaturu. Zbog ovoga je potrebno zakljuéiti u
kakvom odnosu stoje dobiveni rezultati mjerenja temperature i Bestova jed-
naéina.

Pre svega dijagrami za © u prilogu 2 nisu uvek u skladu sa graficima koje
moZe da da Bestova jednalina za razne vrednosti parametra b i c. Po Kukamakiu,
za eliminaciju parametra b i ¢ treba meriti temperature na visinama 33, 100 i
300 c¢m, pri ¢emu su odnosi susednih visina jednaki 3. U obavljenim eksperi-
mentima, za visine 30, 60, 120 i 240 cm., odnos susednih visiia je 2. Tempera-
turne razlike t i temperaturne razlike v omoguéuju odredivanje po 5 vrednosti
za parametar c za jednu seriju.Rasturanjeovih vrednosti za ¢ interval od 0 do
240 cm, je izrazito veliko, Sto znati da Bestova jednatina ne moZe da izrazi
promenu temperature sa vidinom u tom intervalu. Za interval od 60 do 240
em, od 30 navedenih serija, samo 9 serija bi mogle zadovoljavajuée, do odre-
denog stepena, da budu interpretirane Bestovom jednadinom.

Iz svega navedenog proizlazi da Bestova jednatina ne moZe zadovoljava-
juée da izrazi fenomen promene temperature vazduha sa visinom ni u celom
intervalu od 0 do 3 m, a ni za interval od 60 do 240 cm.

Na osnovu opSteg utiska, poSto nisu evidentirani svi detalji o uslovima
pod kojim su se obavljala merenja, moglo bi se zakljuliti da Bestova jednali-
na moze da zadovoljavajute interpretira promenu temperature vazduha sa
visinom ako je opite temperaturno stanje konstantno, tj. u podnevnim &aso-
vima kada su uravnoteZeni zratenje sunca, temperatura tla i hladenje, kao i
pri oblaénom vremenu kada postoji isto uravnoteZenje.

PREDLOG JEDNACINE ZA TEMPERATURU

Iz navedenih dijagrama je otigledno da ¢e se realnija slika o promeni tem-
perature vazduha sa visinom dobiti ako se na osnovu poligonalnog dijagrama
koistruife odgovarajuéa kriva linija. U najopstijem slu€aju, samo za interval
iznad 60 cm., interpolacioni polinom odgovarajuceg stepena bi se najbolje
prilagodio toj krivoj liniji. Ako je temperatura merena u n tataka duz verti-
kale na visinama jednakim ili veéim od 60 cm., moze se koristiti polinom n-1
stepena.

Za slutaj sa datim dijagramima mogu se koritsiti temperature u 60, 120,
180 i 240 cm. i postaviti polinom treéeg steepna. Ako bi se merila temperatura
i u tacki na visini od 300 cm., $to bi bilo poZeljno bar u fazi istraZivanja pro-
blema, treba koristiti polinom &etvrtog stepena. Iz kasnijeg izlaganja ¢e se
videti da je po tafnost refrakcije izuzetno vaZno poznavati §to taénije tempera-
turu vazduha na visini instrumenta, pa ako bi se merila i temperatura na
visini instrumenta, treba koristiti polinom petog stepena.

129



Ako uzmemo u razmatranje ovaj po svoj prilici dovoljno uopdten sluéaj,
interpolacioni polinom za temperaturu bi imao oblik:

t=a-+bz+ cz? + dz® + ezt + 25 (2)

Za slutaj ako su temperature merene u pet tataka treba smatrati da je
=0, a ako su temperature merene u &etiri tacke, treba smatrati da su
e=f=0,

Za eliminaciju parametra a, b, ¢, d, e if treba postaviti jednaéine za
svaku tatku u kojoj je merena temperatura, &¢ime se dobija dovoljan broj
jednaéina za odredivanje navedenih parametara. - '

Pri ratunanju refrakcije parametar q nije od vaZnosti. Parametar a je
temperatura tla, $to znadi da je on svakako poznat, ako je jedan termometar
bio na tlu. Medutim, nije prihvatljivo pri formiranju jednaéina koristiti podatak
za temperaturu za z = o, tj. postaviti jdenatinu za z =o, jer, zbog ogromnog
pada temperature od 0 do 30 cm. Po visini, interpolacioni polinom ne moze
realno da interpretira temperaturno stanje vazduha i za visine iznad 60 cm.

Treba napomenuti da ée, ako su, kao u sluéaju navedenih dijagrama, tem-
perature merene uvek na istim visinama, u jedna¢inama da figuriraju uvek
iste visine, pa se mozZe sratunati invezna matrica sistema i raéunanje parameta-
ra obavljati na vrlo jednostavan naé&in.

Radi ilustracije korisno Jje, za sluaj merenih temperatura kao na dija-
gramima, postaviti jednadine za temperaturu u tatkama sa visinama 60, 120,
180 i 240 cm., ¢ime se dobija:

t=a+b-06+c-06+d-0,6°
t=a+b'12+e¢-1,22+4-1,9
tb=a+b-18+c-1,82+d-1,8°
tt=a+b-24+c-24+4d-24

®3)

Eliminisanjem parametra a, dobiée se:

t;"-‘tj =v!l= b'o,8+ C°I,03+d'1,512
ty—t: =vu =b-0,6+c-1,80 + d-4,104 (@)
td‘—'q=V¢s=b‘0,3+C'2,52+d'7,992

Inverzan sistem ovom sistemu bi bio:

b = 7,2222 - v,, — 8,6110 - vy, + 83,0555 - Vi
€ = —4,1666 - vy, + 6,9444 * v;, — 27778 - v, (5)
d = 07716 v, — 1,5432 - vy + 0,7716 - v

Na osnovu merenjem dobivenih vrednosti za temperaturu, lako se mogu
sracunati vrednosti v, a zatim i parametri b, ¢ i d ako razpolaZemo tempera-
turama na visinama 60, 120, 180 i 240 cm. Za druge vrednosti visina mora se
srafunati njima odgovarajuéi inverzni sistem jednaédina.
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JEDNACINA ZA REFRAKCLIU
U literaturi nalazimo sledeée jednatine koje su osnova za odredivanje izra-

za za ratunanje refrakcije:

1. Elementarno skretanje vizure pri prelasku iz jednog u drugi izoter-
mi¢ki sloj, &ije se temperature razlikuju za dt, je dato izrazom:

dp =~ B gy ©
Ovde je: df — elementarno skretanje vizure
n  — indeks prelamanja za vazduh
dn — elementarna promena indeksa prelamanja
Y — ugao terena sa horizontom, odnosno ugao izotermitke povr-

Sine sa horizontom

2. S obzirom na natin kako indeks prelamanja zavisi od temperature t
i vazdusnog pritiska B, izraz 6 se moZe napisati u upro$éenom obliku:

d B = ctgy Ddt M
Ovde je:

D = 10-¢ [0,933 — 0,0064 (t — 20°C) %] @)

dt — elementarna promena temperature od jednog do drugog izoter-
Ekog sloja

3. Polazeéi od izraza 6, nakon integraljenja po dn, razvijanja u red upros-
¢avanja slino gore navedenom postupku, dobija se izraz za B, tj za ukupno
skretanje vizure od instrumenata do odnosne tacke:

B=ctgyD(t—t,) 9)

Ovde je: t — temperatura vazduha u nekoj taéki vizure
t, — temperatura vazduha kod instrumenta

4. Kako je zbog dejstva refrakcije vizura kriva linija, a B ugao izmedu
tangente na tu krivu i horizonta, izraz za elementarnu promenu refrakcije je:

dh = B dx (10)

Osim ovog izraza, s obzirom na sl. 3, za elementarnu promenu refrakcije moze
da se napie i sledeéi izraz:

dh=df(L—x) (11)
Ovde je: dh — elementarna promena refrakcije
X — horizontalno rastojanje od instrumenata do neke tatke na

vizuri
L — horizontalno rastojanje od instrumenta do letve

Ako se u, daljim izvodenjima, u jednatinu 10 unese izraz za B, odnosno u
jednatinu 11 izraz za d, i obavi integraljenje ako je poznata funkcija za pro-
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menu temperature sa visinom, dobiée se isti izrazi za refrakciju, Sto znaéi da
je sve jedno od koje jednatine ¢e se po¢i u daljoj razradi problema.

Ako se u jednadinu 10 unese vrednost za (3, koja je data jednadinom 9,
dobiée se:

dh=ctgy D({t—1t) dx 12y
PoSto je prema sl.3:
x=ctgy (z0—2) (13y
biée:
dx = —ctg vydz (14)

Zamenom izraza za dx u jednadinu 12, ona postaje:

dh=ctg2yD (t,— 1) dz (15)
Na osnovu ove jednaéine je:
z
h=ctg?y-D- ( (t,—1t) dz (16)
Zy
ili dalje:
%
h=ctg'Y-D[t“(z—z,,)—gtdz] 17y
Zy

Obzirom na jednaéinu 1, ovaj izraz postaje:
A

h=ctg?y -Dt, —2z) — { £ (z) dz] (18y
Zy
Ako se refrakcija prema donjoj letvi obeleZi sa h,, prema gornjoj sa he, bi-
te:
Zy
h, = ctg* v D [t, (2, —2zy) — { £ (2) dz] 19y
Zy
Zy
h, = ctg®y - D [t, (2, —zo) — { £ (2) dz] (20y
Zy

Obzirom na sliku 4, u jedna&ni 19, koja daje refrakeciju prema donjoj le-
Zy
tvi, t,(z;— z,) je povrdina pravougaonika oacd, koja je pozitivna, a (f(z)dz je

Zy
povrdina obed izmedu apscise i krive, koja je isto pozitivna. Razlika ovih dveju
povriina je tatkasto obeleZena povrSina oabo koja je, za opadajuéu tempera-
turu sa visinom, pozitivna, jer je povrSina do krive manja od povrSine pravo-
ugaonika.

U jednaéini 20, koja se odnosi na gornju letvu, t,(ze —z,) je povriina pra-
Zy
vougaonika odef, koja je negativna, jer je ze — z, negativno, a (f(z)dz je povr-

0
Sina odeg izmedu apscise i krive, koja je zbog integracije od veée ka manjoj
granici negativna. Razlika ovih dveju povriina, u skladu sa jednaéinom 20,
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je povriina ofgo koja je pozitivna, posto je, za opadajuéu temperaturu sa visi-
nom, povriina do krive po apsolutnoj vrednosti veéa od povrSine pravougaoni-
ka. I ova povriina je obeleZena tackasto.

Refrakcija stanice je razlika refrakcija prema pojedinim letvama:

Z1 z:
H=h,—h,=ctg® YDty (z;—2) — | £ (2) dz + (£ (2) dz] @1
Zy Zy
Ovde se drugi integral, koji ima smer integracije suprotan ra$éenju visina,
moZe da napiSe sa negativnim znakom i obrnutim granicama, pa bi se u tom
slu¢aju radilo o integraljenuj jedinstvene funkcije od z: do z,, pri ¢emu jedna-
¢ina 21 moZe da se napiSe u obliku:

Zy
H=ctg?y DIt (2, —2z) — ( £ (2) dz] (22)
Zy
U ovim jednatinama je z, — visina instrumenata, z; — &itanje na donjoj
letvi, z2 — ¢itanje na gornjoj letvi.
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Refrakcija stanice je proporcionalna razlici tatkastih povrSina, pri éemu
je, za dnevne temperaturne uslove, povriina koja odgovara gornjoj letvi pozi-
tivna, a koja odgovara donjoj letvi negativna.

Ukupna refrakcija je i ovde proporcionalna razlici izmedu povriine pra-
vougaonika acef i povriine beceg od apscise do kriva za temperaturu. Ako je
povriina pravougaonika manja, uticaj refrakeije Je negativan i u obrnutom
sluéaju on je pozitivan.

Prema ovome i pri dnevnim temperaturama uticaj refrakcije stanice mo-
ze biti pozitivan, Sto zavisi odtoga koja Je tackasta povrSna iveta po apso-
lutnoj vrednosti.

U jednaini 22, temperatura (t = f(z) moze biti funkeija na razli¢ite na-
¢ine. Ako je t funkcija od z preko Bestove jednagine, i ako se u tom slu¢aju
obavi integracija, dobiée se Kukamakieva jedna¢ina za refrakciju.

Jednaéina za refrakciju na osnovu predloZene jednacine za temperaturu.
Ako se u jednadinu 22 unese izraz za temperaturu koji je dat jednacinom 2,
dobice se:

Zy
H=ctg?yDI[t,(z; —2) — j (a + bz + cz® 4 dz® + ezt + £25) dz] (23)
Zy
Naokn integraljenja bice:
= ; z3 i i 7
1 e D= =s == [o (3= ) < ()
zi zy z; (_ ;.
-{-d(—4-—--4)+e(5 5)+f 6+)]} (24)
Temperatura vazduha na visini instrumenta moZe da se izrazi i kao:
th=a+n, (25)

AKko se sa ovim izrazom ude u jednaédinu 24, dobiée se:

g N I T [ (A e (z__i
H=ctg*y D{.‘,(z1 z,) [l:a(2 —) C(T 3)+d 4 3 G

_i_

2

cofd-$)er(- 3))

Ako je jednacdina za promenu temperature sa visinom dobivena na osnovu
merenjem dobivenih temperatura u pojedinim taékama, pa i u tacki na visi-
ni instrumenta zo, tada treba, na osnovu t, odrediti 7, i sa tom vredno3¢u uci
u jednaéinu 26.

Ako se polazi od neke predpostavljene jednaline za temperaturu, pri ce-
mu nije merena temperatura na visini z,, tada u jednaéini 26 treba zat, uvesti
izraz:

Ty = ty—a = bz, + cz?, + dz?, + ez!, + f2%, 27

Jednaéinom 26 u kombinaciji sa jednaéinom 27 je dat definitivan izraz
za uticaj refrakcije ako je poznata funkcija za temperaturu i ako ima predpo-
stavljen oblik polinoma petog stepena. Ako imamo merene temperature samo
u 5, odnosno samo u 4 tatke, moraée polinom da bude &etvrtog odnosno tre-
¢eg stepena, pa ée za te sludajeve morati da se ide na predpostavku da su f,
odnosno f i e jednaki nuli.
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RACUNANJE REFRAKCIJE SUMIRANJEM

Na osnovu slike 4 i jednadine 22 proizlazi da je, za odredivanje refrakcije,
u sluéaju da je poznat dijagram promene temperature vazduha sa visinom,
neophodno naéi povriinu od apscise do ovog dijagrama. Ako nije moguée naéi
pogodnu jednadinu koja bi mogla da reprezentuje dijagram, tada se problem
moZe resiti pribliZnom integracijom tj. sumiranjem.

Neka je obzirom na sliku 5 temperatura vazduha poznata u n+ 1 proiz-
voljno rasporedenih tadaka duZ vertikale od z: do z. U tom sludaju moZe da
se smatra da se povriina od apscise do dijagrama sastoji od niza trapeza osno-

vice: Azz' + ‘“2'“ i srednje visine t;,,. Ako se u jednadinu 22 integral
zameni sumom ovih trapeza, dobiée se:
n n ﬂ
H=c:g=y-n(r,2az. .. zr,*,i’l‘%ﬁ*—t,—;l-:m%) (28)
1 1

Ovom najopstijom jednadinom se treba posluZiti ako se radi o sloZenijoj
promeni temperature vazduha sa visinom, zbog ¢ega je celishodno odabiranje
tataka u kojima se odreduje temperatura.

Ako se radi o jednostavnijim promenama i ako raspolaZemo dijagramima
za temperaturu, mogu se sa dijagrama uzimati temperature u tatkama na me-
dusobno rastojanjima po z osi, pri emu ée intervali Az; biti konstantni. U tom
slu¢aju mogu se ovi konstantni intervali Az; izvuéi ispred zagrade, pa jedna-
¢ina 28 postaje:

n~—1
H=ctg?yDAz ( af, — ztm - _‘.2‘ = t;zﬂ_) (29)
1

Postupak pribliZnog odredivanja refrakcije za sluéaj merenih temperatu-
ra na visinama 60, 120, 180 i 240 cm. U navedinim eksperimentima tempera-
tura vazduha je merena u tatkama na visinama 60, 120, 180 i 240 cm. Posto se
nivelman izvodi sa vizurama visSim od 60 cm., to se mogu za raéunanje refrak-
cije sumiranjem, iskoristiti dobivene vrednosti za temperaturu u ovim tatka-
ma, i to uz predpostavku da vizure pogadaju letve na visinama 60 i 240 cm.,
a da je visina instrumenta 150 cm. PribliZna vrednost temperature na visini
instrumenta se mozZe dobiti prostom interpolacijom izmedu temperatura na
120 i 180 cm.:

th T

~ Yo T teo
s (30)

Polazeéi od jednacine 28, u razvijenom obliku dobijamo:

H=cg®y-D [tm(soo + 600 + 300 + 600) — r,.“%’ = r,,,ﬁi"-ﬁz—”ﬁ’f "
300 -+ 300 300 + 600 600
— Tiso —2 - bt P L togo 5~ 3D

Na osnovu jednatina 30 i 31 se dobija definitivna jednadina za refrakciju za
ovaj sluéaj:

H =ctg?y D300 [t;s + tis0— (teo T tose)] mm. (32)
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Ako su sratunate vrednosti v, kao u navedenom prilogu, ova jednadina moZe
biti napisana i u obliku:

H = ctg® 7 D 300 (Vy20 - g0 — Vaao - 180) AN, (33)
Na prvi pogled moZe da izgleda nelogi¢no da refrakcija ne zavisi od
Viso_ 120, ali to je zbog &injenice da je z, = 150, tj. na polovini izmedu 120 i 180,

i predpostavke da se temperatura linearno menja od jedne do druge tatke
merenja.

(Nastavit ¢e se)
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