OCENA TACNOSTI KOORDINATA TACKE
U LANCU TROUGLOVA

Jovan STEVANOVIC — Bor  ~

POLOZAINA GRESKA U PRIMJENJENOJ GEODEZIJI — Problem ocene
tadnosti koordinata tacka u trigonometrijskoj mreZi, upravo problem ocene
tadnosti duzine i direkcionog ugla izmedu dveju uadljenih tacaka mreZe, sva-
kako zasluzuje da bude razmatran mozda manje sa gledista opstih teoret-
skih postavki, ali zato mnogo viSe sa glediSta praktiCnog pristupa tom pro-
blemu, a naroéito kada se radi o specifi¢nim problemima primjenjene geode-
zije i rudarskih merenja. Cesto se, za reSavanje problema ove vrste, razvija i
izravnava slobodna trigonometriska mreza, unutar koje se, presecanjem, od-
reduju tacke koje su za reSavanje doti¢nih tehnic¢kih problema neophodne.

Problem ocene tafnosti koordinata, bilo tataka osnovne slobodne mreZe,
bilo naknadno presecanjem odredenih ta¢aka, ili jo§ preciznije, problem tad-
nosti odredivanja polozaja jedne, za odnosne prakti¢ne potrebe, vazne tacke
u odnosu na drugu isto tako vaznu tac¢ku ima, do izvesne mere, drugi smisao
u odnosu na uobicajeni problem ocene ta¢nosti u triangulaciji. Ocena tanosti
u triangulaciji ima uglavnom komparativan karakter. Ovom ocenom taénosti
se dobijaju pokazatelji ta¢nosti odredivanja jedne tacke ili niza tataka preko
kojih moZemo da se uporeduje koja je tatka odredena ta¢nije a koja manje
tacno.

Za potrebe primenjene geodezije je, osim ovih komparativnih pokazatelja,
izuzetno vaZno odrediti $to realnije, na primer kod mostova, taénost rasto-
janja, a kod tunela, ta¢nost direkcionog ugla izmedu dveju tataka, koje su,
naro€ito kod tunela, obi¢no na ve¢em medusobnom rastojanju.

Ako sa teoretske taCke gledi$ta moZda i nema problema za re$avanje ovog
zadatka, sa prakti¢ne tacke glediSta problem se jako komplikuje, a moramo
priznati da i izvesne teorijske interpretacije, date u glomaznom i te$ko pris-
tupaénom obliku, doprinose da je i sa teoriske talke gledita ovaj problem
teSko shvatljiv.

Ako su date koordinate jedne tatke i pofetni direkcioni ugao, do koordi-
nata druge tatke moZe se dodi, kao §to je poznato, preko niza trouglova, bilo
sa izravnatim bilo sa neizravnatim uglovima, pri ¢emu su merenja u pocetku
ne jizravnata a kasnije bi se svakako koristili izravnati podaci. Ocena neke
indirektno odredene velitine, na osnovu neizravnatih podataka, je jedno-
stavnija od ocene tacnosti na osnovu izravnatih podataka. Kada se radi o
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uglovnim merenjima, u odnosnoj mrezi mogu biti mereni uglovi ili pak opa-
Zani pavci. Obzirom da su izrazi za odredivanje koordinata relativnho kompli-
kovane funkcije, neophodno je da se prvo obavi linearizovanje izraza za koor-
dinate, a zatim da se obavi ocena tacnosti u zavisnosti od toga na osnovu
kojih i kakvih podataka su odredene koordinate,

FUNKCIJA I PARCIJALNI IZVODI ZA x, i y. NEKE TACKE U LANCU
TROUGLOVA
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Za najprostiji mogu¢ slucaj odredivanja koordinata trigonometrijskim pu-
tem, to jest za lanac trouglova koji je dat na slici 1, duZine izmedu bilo kojih
tataka bi se dobile na osnovu merene duZine »s« i merenih uglova u trouglo-
vima, a direkcioni uglovi, na osnovu pocetnog direkcionog ugla i uglova u tro-
uglovima. Akc se pri odredivanju koordinata tatke »k« ide preko zajedni¢kih
strana trougl -a tada su strana i direkcioni ugao izmedu tacke »i« i take »i+ 1«
dati jednaéin ma:

sina, - sina, . . . sino
Sij41= - - s |
.sind, . sing, . . . sing;
viti4l= pHVi—Te+Yy—nt. . . —(Dn .. .2
Odavde se, se prethodno izraz sa s;.,, ; logaritmuje, i ako se smatra

da su pocetne kooi/inate heznnora¥na -7



Zamenom priradtaja za ds;; 41 idv; 4, iz314 u ove jednadine, vodeci raur
da je:

AYiy 41= S+ 18000, .7 e 9

AXp 41 =814 1C08 | At (1]
dobijamo:
dx, = df Axg + 222 (clgn,da, — clgBidBy) + 95 Axe + 22 ciga,da, — cigh a8+
Shors PR g UL T ST U TS WP AL £ R SR S
41— Ayt — Avaldr— dr) — Ayaldr — b, + dv)— P
dy, = ng Yz + BYu (ctga,da, — ctgp,ddy) + 95 Bz Az“(clgundul-—ctgaldaa +
3 ctgtday—clgBedBy) . . o T o ps se e E e o iR e GG e
'*'%[Axnd*n + A Xgp(dys — dyo) + Axg(dy, —dv; +dv) 4+ . . 0o .. : 12

Iz ovih jednacina, ako se izvr§i odgovarajuéa mnoZenja i sumiranja i ako
se ima u vidu da je:

AX|A|+1+AXI+I.|+Q+....-l-Axk__[.k—Ax,Ak... 13
AYyq 1+ 8 ig1-142%F: - - - FAY 1 x=A8Y) k- . - 14
proizilazi:
ds 1
dx, = —'-A X .t —P— [ Axpctgada, + Axgetgada, + Axgotgada, + . . . o0 0 .
i Axikc!gf!',dﬁ, — A xnclgﬁ,daz —_—— Axskcigﬁadfla-— .......
— Aydy; + Ayydy, — Aygdy,+ . . .+ (1) Aypdyt +. . ] 15
ds 1
dyy = :A Yie + ;[Ay“clgaldm + Aygctgagda, 4+ Aygltgaday + . . ... e .
— A ypelghdB, — A Yo ctgdadds — AygctgBedds— . o o . - - -
+ Axpdy, = Axydys + A Xgdys—. . =(—1iAx dy, +.. L] 16

Bit ¢e od koristi da ukupne prira$taje x i y rastavimo na komponente dx;,
i dx,,, gdje je dx,, prira$taj zbog promene pocetne strane, a dxy, prira$taj zbog
promene uglova, a analogno i po y-osovini. U tom slu¢aju bi bilo:

dyy = dyi + ¥k 18
Pri ¢emu je:
ds
d.xh S —— &xu 19
s
ds
dyy, = — A ¥k 20
s



l Jil 20V 2 JATLI] YO 1) 4+
dxku=-p-]Ax“ﬂga,du. + Agclge, da 4 . .. o
—A XikCtgﬁ‘dﬁ‘ o~ szkclgﬁnd,%, i "
— A}'|td‘|'1 + A}'-‘kd‘ﬁ —_— gl w5 +(—l)| Ayldel +. . .f Vo 21

1
By = T [ A x, clgasea, + Ayyctgadas 4 . . .
—= Ay, ctgpds, — A yyetgpadd. — 0
+ AXdy; — AXgdys . . L L= (=I)lAXdy +. .. L] b

Ako deo srednje greSke po x-osovm:, koji je posljedica gre%aka mjerenja
strane, oblljeilmo sa my,, a dio, koji je posljedica greSaka mjerenja uglova sa
My, & ana]ogno i po y-osovini, bit ce:

m? xk - =-m? xks 2 o mth, ) t 23
3 m!k—myh'meku 24
Ovdje su:

m?,

mly, = Ax?y 25
sz ’ { 8T » A 341 v T
m? ' )

My, = —— Ay, 26
32

a predmet dalph razrnatrama bit ¢e samo My, i my,, koje mozemo dobiti pre-
ko jednacina 21 i 22. Za dalji postupak ocjene taénosti treba znati kako su do-
biveni uglovi a;, f; i y;, @ samim tim i njihovi prirastaji de;, df; i dy;, pa u'za-
visnosti od toga izvriiti ocjenu tatnosti.

PRAKTIENE MOGUCNOSTI, ODREPIVANIA PARCIJALNIH IZVODA —

Pri predlaganju postupka za reSenje nekog problema nije bez vaZnosti pristu-
pacnost tog predloga; odnosno prakti¢ne moguénosti sprovodenja tog postupka.
Navedenim jednacinama su izrazeni priraStaji koordinata kao linearne funk-
cije priradtaja merenih velidina, ¢ime je svakako obavljeno znatno upro$éa-
vanje u celini, ali odredivanja koordinatnih razlika Axy Ay, i proizvoda ovih
koordinatnih razlika sa kotangensima odgovarajuc¢ih uglova, jednom re&ju
nalaz.eme odgovarajucih parcijalnih izvoda funkcije, moze da predstavlja dus:;
gotrajan'i mukotrpan posao, zbog Eega bii sam postupak mogao biti izbegavan. .

Pre prelaska na bilo kakve preporuke za odredlva.n_]e ovih parcualmh izvo-
da, vazno je uoditi da nije potrebna velika tafnost sa kojom ih treba racunati.
Prira$taj koordinata odnosno srednje greske koordinata mogu biti veli¢inskog
reda najviSe nekoliko desimetara, a treba ih ra¢unati mozda samo do na 3 de-
cimale, zbog &ega nije potrebno poznavati mnogo tadnije ni parcijalne izvode
preko kojih moZemo dobiti ove srednje greske. =~

Zbog svega ovoga Ce u slede¢em biti razraden grafi¢ki postupak odrediva-
nja ovih parcijalnih izvoda, ¢ime bi bila isklju¢ena potreba kori$é¢enja trigo-
nometrijskih tablica kao i mnoZenja odgovarajuéih veli¢ina.
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Nezavisno od toga da li ée se parcijalni izvodi odredivati gradicki ili preko
tablica, treba uociti da ukupna poloia]na gredka ne zavisi od koordinatnog si-
stema ve¢ od sklopa trouglova u mreZi. Ocenu taénosti, koja polazi od napred
navedenih formula, moZemo dobiti za bilo koji sistem xy, pri ¢emu dobijamo
srednje greske odredivanja poloZaja tacke u pravcu tih osovina.

Ako se, razmatrajuéi ovu Cinjenicu, setimo da je u primenjenoj geodeziji
vrlo &esto naroé¢ito vazno poznavati, odnosno postiéi $to vecu ta¢nost u jednom
pravcu, a srednja greSka u drugom pravcu moZe biti i videstruko veca (npr.
slu¢aj proboja kod tunela, pri ¢emu je narofito vazno da greSka u pravcu
upravnom ‘na osovinu tunela bude §to manja, a gre§ka u pravcu osovine moze
biti daleko veéa), moZemo zakljuéiti da ocena tacnosti u drzavnom koordinat-
nom sistemu ne mora u op$tem slu¢aju imati neki naroditi znataj, ali, ako se
radi o takvom odabranom koordinatnom sistemu, kod koga se jedna od osovi-
na poklapa sa pravcem za koji je posebno vaZno poznavanje sred:lje_ greske,
tada se pri oceni ta¢nosti postize pun prakti¢ni efekat. Zbog ovoga je prepo-
ruéljwo vr$iti ocenu tacnosti u sistemu ko;i se najbolje prilagodava konkret-
noj problematici.

Ako je nacrtana mreZa trouglova u nekoj pogodnoj razmeri i ako je oda-
bran najpogodniji koordinatni sistem, mogu se lako, za svaku tatku mreZe
trouglova, konstruisati Ax,, i Ay, i olitati njihove vrednosti razmernikom. Na

slici 2 je data mreza od 4 trougla, pravac x i y osovine u odnosu na koje su
ucrtane koordinatne razlike Ax;s i Ay;s. U prvom delu priloga 1 su date brojne
vrednosti ovih koordinatnih razlika.

hX

A%ﬁ

v - \
et
pe.
oy
AX 15

" ' -y
| PRI PTIY .l 1 1 J
51 2 '

O

Osim pa‘rcija]nih iz#oda u wdu Koordinatnih razlika Ayy i A,k. u Jednafmama
21 i 22 figuri$u jo§ i proizvodi ovih koordinatnih razlika sa kotangensima od-
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govarajuéih uglova. NalaZenje ovih proizvoda mozZe isto tako da se relativrio
lako obavi grafi¢kim putem. Uo¢imo, na primer sa slike 2, trougao broj 1, koji
je dat na slici 3.

Ako se u tatki O podigne upravna na stranu 01 dobiée se zrak oA, a podi-
zanjem upravne u tacki 2 na stranu 21, dobiée se zrak 2B. Ako se sada sa sl.
2 skine vrednost Axy i nanese po zraku oA dobice se tatka C, a nano$enjem
iste vrednosti po zraku 2B dobicée se tatka D. Podizanjem upravne u tacki C
na pravac oA do preseka sa pravcem o2 dobice se tacka E, a podizanjem uprav-
ne na pravac 2B do preseka sa pravcem 20 dobiée se tatka F. Nije tesko za-

kljutiti da je u trouglu oCE ugao u E jednak uglu g, a u trouglu 2FB ugao F
je jednak uglu B, iz ¢ega dalje sledi da je:
CE = Axys ctga
DF = Axys ctgp,
Ako se'po pravcima oA i 2B nanesu vrednosti za Ay,s dobice se tatke C, i D,,
a podizanjem upravnih kao u malopreda$njem slu¢aju dobiée se tatke B, i F;
pri ¢emu je:
CE, = Ayys ctgay
DE = Ay,s ctgp,

i Ovakvim postupk,™m mogu da se obrade svi trouglovi u mre%i i konstruk-
tivnim putem dobiju pry,zvod’ izmedu potrebnih koordinatnih razlika i ko-
tangensa odgovarajuéih uglov.2- Na slici br. 4 su za svaki trougao sa sl. 2 kon-
struktivnim putem nadeni ovi pro, 2vodi. U donjem delu priloga 1 su date vred-
nosti ovih proizvoda,
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SREDNJE KVADRATNE GRESKE M, I M,;, ZA SLUCAJ DA SU POJEDI-
NACNO MERENI UGLOVI U TROUGLOVIMA, A DA NIJE OBAVLIENO IZ-
RAVNAVANJE UGLOVA — Ako su koordinate radunate na osnovu direktno
merenih, odnosno neizravnatih uglova, tada se, posto su uglovi q;, Bi i y; neza-
visni medu sobom, moze direktno sa jednacina 21 i 22 predi na srednje kvad-
ratne greske my, i my, u koliko su uglovi izmereni sa srednjim gre§kama:
Me; = mf; = my, = m,

] m \
"‘yku=—:';-[ DA clgte, +EAX,ClpB, +EAY ] ... . 27"
2
3 m, 2 A 2
My = — [ZAyy etg? o + ZAyclgd B+ Axy ]. .. .. 28
- :

Bice od interesa da navedemo i izraz za ukupnu poloZajnu gre$ku my,,, koja
se dobija po jednacini: _
mzl’ku - mleu By m:yku 29
iz koje dalje sledi:

2
@ gy =2 [ 3% clgha; 5% clg®, + 257 R
p
gde je S, rastojanje izmedu neke tadke »i« ulancu i tacke k.

Iz ovh jednadina se sa jedne strane vidi kako poloZajna greska zavisi od
oblika lanca trouglova, upravo na osnovu ovih jednaéina se dubljim razmatra-
njem moZe steci detaljna slika o tome kako oblik lanca uti¢e na ta&nost odre-
divanja poloZaja neke tadke u lancu.

SREDNJE KVADRATNE GRESKE M., i M, ZA SLUCAJ DA SU POJEDI-
NACNO MERENI UGLOVI U TROUGLOVIMA PRI CEMU JE OBAVLJENO
IZRAVNAVANJE UGLOVA ZA USLOVE TROUGLOVA — U ovom slu¢aju bi
se dobile strane u trouglovima i na kraju koordinate na osnovu izravnatih
uglova oy, f/', i yi’, odnosno u jednaginama 21 i 22 bi figurisali prirastaji izrav-
natih uglova dq;’, df;’ i dy,’. Medutim, uglovi o, B’ i y" kao dzravnati nisu me-
dusobom nezavisni, jer su dobiveni na osnovu direktno merenih uglova o, f; i
yi» preko jednadina: :

180° — (a1t + i+ v1) 2 1 180

» I
d“’-“l+'¢|=‘“i+ 3 _3‘;,_35[_;“4,--3" 31
a sli¢no i za uglove B, i v, pa bi u tom slu¢aju prirastaji izravnatih uglova bili:

2 1 1
&5 =]— do, — — dg = — a4,
3 3 3
1 2 g 1
dﬂ,'=——da,+—dﬂ|—-—-d?, 32
3 3 3
1 1 2
d‘!‘!i, e s T d(!i T dﬂl + — dY‘
3 3 3
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Ako se u jednacini 21, na mesto dg;, dp; i dy; unesu vrednosti za priradtaje
dg;’, dfy’ i dy; ona postaje:

dx,, = STlp-[ 2 A 4 cigaday — A X clga;df; — AX,, cltgady: 4 Ax;ctgida —
— 2 A x,C1gRdB: 4 A Xpcigldy, + Ay da + A L d3i—2 Ay dv +
+ 2 Axyctgayda, — A Xy ctgagdd, — A Xy clgady: + AXpclgddas —
—2 Axgctgads + A Xy ctddsdys — A yodar— Ayydps + 2 Aypdy, +

..................... 3

Iz ovog izraza se moze uoditi zakoknitost u okviru pojedinih trouglova, pa
ako se izvuku dg, dp; i dy, ispred zagrade, dobijamo:

1 k—1
dx“—s—P ? .[[2 A xpctgay 4+ A xgotgd —(—1) Ay ]dm BN

+[— Bxyetge, —2 A xgelgd —(—1 Ay, ]dﬁ' T

+|:——- A xctga 4 A xclgd +(—1)i2A y,k] d\-,} She i

Ako se uoci da se jednacina 22 razlikuje od jednacine 21 samo u tome 3to
na mesto Ay stoji Ax, i obrnuto, kao i da su predznaci ispred dy, suprotni,
moZe se odmah napisati i jednaCina za prirastaj ordinate:

1 k-
dyh:g .1‘: 1{[2 Aypetga, + Ay, ctgd; + (—1In A x, ]dm s
+ [_ A yikctgqi_z A yl‘kCtgai + (_1)i Axlk] dai +

+[— A yyelga + A yyetgd, —(—1) Axy ]d-r,} sl

U ovim jednadinama su priradtaji koordinata izraZeni u funkciji priradtaja
direktno merenih uglova, pa je sada moguce predi sa prira$taja na srednje
greSke poznatim postupkom:

Vgl .
Mexu = 6;,‘2{[‘ Axtelgla 4 AXT, clghB + A yh, + 4AXT clge clgd, —
— (=14 A x; Ayjctgay — (=1 2Ax, A y,kctgp,]nm +
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+[A!’,kctg3_ai +4 Axhetg®, 4 Ayy, +4A X3 clga, ctgd, 4

F(=DIZA X, Ayyetge 4 (—1)id4A x, A )’mclg-at:,mﬁl +
+[ Ax?ycpm 4+ AxPelg?d +4AY,'—2A x3, ciga; cigp, —

—(—1i4 A x;, Ay clga, + (—1)4A X A yicclgd, ]’“Ti o 36

Ako su po ve¢ navedenoj predpostavci:

Me; = mMf; = my; = m, 37
bice:
2

m
. E[G Axigcigia; 46 A xgctg?d; + 6AY?, + 6 A X, clge, cigh, —
9p?

2 o
M ske = +

— (16 A x; Ay, clga 4 (—1)i6 A x, Ay, ctgs, ] ATV

Ova jednacina moze biti napisana u obliku:

2 m?
m?,. = -3— p: }_‘IA X2, [Clg'uj + ctg?3, + ciga; cigp, ] .
+ Ay + Ax, A-"';k [—[—l]lctgui +(—=1)i ctgﬁl]} o s tal O

Istim' postupkom se moZe, polazeéi od jednaline 35 dobiti srednja gresko
ordinate:

2 o
m’},ku - :}E[Ay?ik[dgzal +ctg?d; + clga, clgﬁj] +

+ Xy FAX, Ay [( — 1)ictga, — (—1)t Cigr‘q]} o ratmn AY.

Ukupna poloZajna greska, koja je posledica gre$aka merenih uglova, bi bila:

2 o

Mipgy = 3 }izls-m[ cigey + cig's, +alge; ctgg, ] + 8 } cees A
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SREDNJA KVADRATNA GRESKA M, I M., ZA SLUCAJ DA SU UGLOV-
NA MERENJA U MREZI OBAVLIENA GIRUSNOM METODOM, A DA I1ZRAV-
NAVANJE PO PRAVCIMA NIJE OBAVLIENO — Ako su uglovna merenja u
mrezi obavljena girusnom metodom, tada su rezultati opazanja pravci. Uglovi
koji figuriSu u jednacinama 21 i 22 nisu u tom slué¢aju medusobno nezavisni.
Neki uglovi zavise od zajedni¢kih pravaca. U tom sluaju ni prirastaji nisu
medusobno nezavisni jer se dobijaju kao razlike prira$taja odgovarajuéih pra-
vaca. Ako pravce izmedu tafaka »i« i »j« obelezimo sa p;; tada, prema slici 1,
mozemo direktno pisati za prirastaje uglova:

day = dpy — dpp do; = dpy — dpy, day = dpy — dpy

dp, = dpy — dpy dﬁz dp;; — dp;y dﬂs = dpy, — dpg

dyy dp;, — dpy d?z = dpy — dpy d'Ys = dpy — dpy

dy = dps — dpyy das = dps — dpsg - -« v 0 2 v h e

dps = dpsy — dps dfs = dpy — dpgs - - - . . ...

dys = dpg — dps dys = dpss — APy  + « + v v o v v aun 42

Zamenom ovih izraza za prirastaje uglova u jedna¢inu 21 dobijamo:

Il

I

1
dxy, = s [ﬁ X1 ctgey dpgy — Axyycetgay dpg; — A Xy, clgdy dpy + Axycighy dpy —

= Ayydey + A YRy + A Xpctgay dpyg— A XpClga, dpy, — A Xpctgh, dpg, +
+ A Xpclgly dpyy + Ayydpy — A Y, AP0 + A XgClgag dpyy— AXgectgay dpyy—
— Axgelgds dpy — A X3,ctgPs dpg — A Yy dpgy + A Ya,dpg, + Axgelgo, dpgs—
— Axgetga, dpy — Axgcetgdy dpgy + A xgctgdy dpgy + Aygdpg— AY,dpgs +
+ Axgcetgag dpg — A xgctga, dpyg — A xg.ctgds dpgy + Axgctgd, dpgs —

— yEkdpm + AYSkdpﬁ-I + .......... . . ........ ] . . 43

AKko se u nvni dadn~xi-s



Ako sa priradtaja predemo na srednju kvadratnu gresku my, i predposta-
vimo da su svi pravci dobiveni sa jednom ta¢no$éu odnosno sa srednjom kvad-
ratnom greSkom m,, pri emu m?, moZemo izvuéi ispred zagrade, dobiajmo:

m* - T 555 ] 2 2 2 2
ma e o [A xpctgay + A xpetgay + AXetgd, + A Yik + LXpetgp, +

xku p.

2 2 2 2
+2 AX“Ay kclg’ﬁl + Ayﬂ + ﬁxnctguz +2 &xnbylkctgaa +AYIk+

T AlS A Flo-iy 2
+ Axyclgay 4+ A xpctgdy + Axgelgd; —2 A Xy A yyolgB, + A Yy ¥

e B 2 S 2 2 2 2
+Ax clgay —2 Ax, Ay, clga; + Ayay + Axgetgag + A xgectgds + Ax g ctgds +

T2A x5 A yaclgBs + AVig + Lxgelgla, +24 X A ygclga, + Ayy, +
A Xyctgraq + AXGOEB, + Axyotg'By — 2 A X A v ClgB, + A Yo +

+ Axgligas —2Ax5 Ay clgas + Ayl + Axigelglas + Axgetgd +

S o g G e (B K RaS my T Bl W e ErP i anh i i e T e ...45]

Ako se u ovoj jednalini obave moguca sabiranja i nakon toga kao zajed-
nitki faktor izvuce 2 ispred zagrade, bice:

2m*

i _F,._p [ Axyctgiay + Axyelgd, + Ay + A Xy Aygclgh), +

+ AXg Ayjclgay 4 Axgeetgia; 4+ AxctgB, + AYyla — AXy AYyclgBy —
= Ay AYaclgay + AXyelgiay + AxgelgBy + Ay + A Xy Ay,ctgy +

+ A g Ayyclga, + A Xyelgla, + AXgetgB, + Ay'y — Axy Oygcelgs, —

Y B T e N AR S R ] .. 46

U ovoj jednatini se moZe uoliti zakonitost pojave pojedinih sabiraka i uop-
Steno pisati:

2me, k—
Wy = ps f I[A Xsy cigiay + Axictgd, 4 A Y —

= (=—1)' [A'u; AY; 4yrclgd + AY L, LAY clge 1 ]] R
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Zamenom prirastaja za uglove izraZenih preko priradtaja pravaca u jedna-
¢inu 22 dobijemo:

1
dyy, = . [ﬁhadg‘l; dpoy — A yixctgey dpoy — Ayy,ctgdy dpgy + Ayyctgd) dpy +

+ A 3P — Axdpyg + AYgelgay dpyg— Ayzctga, dpyy — Ayyelgs, dpy +

+ AYacigdy dpy — Axgdpg + Axgdpyy + A ygclgag dpyy — Aygeclgay dpyy—
— AYyCledy dpgy + Ay Clgds dpgg + AXgdpyy — Axydpy, + Aygctgey dpgg—
— AYClEny dpgy — Ay clgdy dpsy + Ay clgy dpsy — Axgdpys + A Xgdpes +

+ Aygclgag dpyg — Aygeclgag dpyg — Ays,ctgds dpgy + A ygctgds dpgs

e L T e R e D N g o ng ] A e 1 |

Ako se ovde prirastaji zajedni¢kih pravaca izvuku ispred zagrade, dobi-
jamo:

dyy, = _;’ [A Yixctgey dpgy — Ay ctgay dpgy — Ay, ctgB) dpyy — Axydpyg +
+ (A yycted, — Axyldpa — (A yyclga, — Axyldpy; + Aygctga, dpy +
+ Ayactgds dpg — (A Yz clgBs + AXay)dpss + (1A ygclgay + A Xgy)dpyy —
— BYactgay dpay — A yactgs dpys + (A yauclgBy — Axg)dpys — (A yqclga, —

— Axg)dgaq + Aygclgay dpgg + Aygctgi, dpgy — (Ayyclgly + Axg)dpgy +

+ (Aygcctgas + Axy)dpes — A ygyctgag dpyg — AygyctgBs dpgg + . . . . ] cee . 49

Sa ovog izraza se moZe, analognim putem kao kod apscise x, preéi na sred-
nju kvadratnu gresku ordinate y:

2m?, k=1

e B o 12 i [Arikdg'“i + Ay ctgB;, + Axy, +

+(—1) {bytg AXp 4 -kCl8B; + AXE AY; - kClRe ]] o
U jednaCinama 47 i 50, izrazi u malim zagradama predstavljaju razliku u
tatnosti koordinata ako su one dobivene na osnovu opazanih pravaca u pore-

denju sa sluajem ako su koordinate dobivene na osnovu merenih uglova,
Cija talnost je izrazena jednadinama 27 i 28.
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SREDNJE KVADRATNE GRESKE M, i My, ZA SLUCAI DA SU UGLOV-
NA MERENJA OBAVLIENA GIRUSNOM METODOM I DA JE OBAVLIENO
IZRAVNAVANJE PO PRAVCIMA — Napred razmatrani slucajevi su bili uglav-
nom takve prirode da je bilo mogude za lanac trouglova dati izraze, preko ko-
jih  je moguce izvrSiti ocenu ta¢nosti koordinata krajnje tacke u lancu sa
proizvoljnim brojemt trouglovfi.

Izravnavaﬁje'po pravcima, a posebno ako se radi o izravnatoj mreZi u
okviru koje se koristi jedan lanac, je delikatniji problem koga je teSko defi-
nisati nekom op$tom jednadinom. Za ocenu talnosti ovog sluéaja treba kori-
stiti postupke koji su sa teorijske strane u literaturi prili¢éno razjasnjeni, ali
sa prakti¢ne tacke gledista, kako je ve¢ ranije navedeno, ne arspolazemo ne-
kim pristupa¢nim resSenjem. '

Postupak ocene ta¢nosti bilo koje funkcije izravnatih veli¢ina, koji je u naj-
veéoj meri zastupljen u literaturi, podrazumeva sagledane potrebe ocene tat-
nosti pre izravnavanja, pri ¢emu se, pri reSavanju normalnih jednaéina Gauso-
vim postupkom eliminacije, u $emu re$avanja normalnih jednagina, ukljucu-
je jo$ jedan ili viSe stubaca za ocenu ta¢nosti jedne ili viSe funkcija. Ova) po-
stupak je slabije praktikovan iz sledecih razloga:

— Nije uvek moguée jo§ pre izravnavanja sagledati sve izvedene veliSine
¢iju ta¢nost treba poznavati.

— ReSavanje normalnih jedna¢ina racunskim masinama je teZak i obiman
posao, p a je uvek nerado prosirivan i ovim problemom.

Principijelno, mogude je obaviti ocenu tacnosti koristec¢i ve¢ obavljen pro-
ces reSavanja normalnih jednadina, ali i to ima svoje specifi¢ne teSkoce.

U novije vreme se izravnavanje vec¢ih mreza obavlja elektronskﬂun ratuna-
nma Nuzprodukt refavanja normalnih 1ednaf-ma S e



Ako je funkcija ¢iju taénost treba oceniti:
B IR P 0 P B 51
neophodno je naci parcijalne izvode:
oF

F, = 52
2P

Za slucaj koga razmatramo, funkcije su x i y. Parcijalni izvodi apscisa x,
po pojedinim pravcima bice obeleZeni sa Fy, a ordinata y sa F;. Ovi parcijalni
izvedi su izrazi koji mnoZe odgovarajude priradtaje pravaca u jednalinama
44 i 48.

Malo je prostora u ovom radu za bilo kakva teorijska objadnjenja na¢ina
ocene ta¢nosti koji ¢e u sledecem biti definisan, ali treba napomenuti da se
ta objasnjenja u literaturi mogu nadi.

Pre definicije postupka, ponovo treba naglasiti da se svakako predpostav-
lja da raspolazemo inverznom matricom normalnih jednaéina, kao i da ima-
mo na raspolaganju uslovne jednacine izravnavanja, koje su definisane koefi-
cijentima, koji su u ovom slu¢aju obeleZeni sa u,g. Ovde je o indeks koji ima
napred navedeno znacenje, a »j« i ranije koriS¢en indeks »i« imaju domen va-
rijacije od 1 do n, gde je n broj pravaca. Za koeficijent u,g, ¢ objasnjava ko-
joj uslovnoj jednacini taj koeficijenat pripada, a »j« kojem pravcu on odgo-
vara.

Koristeéi uslovne jednadine i parcijalne izvode, definidimo prve pomoéne
veli¢ine T° '

a
T u;fF 53
|

Na osnovu ovih pomo¢nih veli¢ina T i inverzne matrice Hgo, defini$imo
druge pomocne veli¢ine Ty

b o
T =2TH 54
I po
Srednja kvadratna gre$ka funkcije F bice:
mgmg = mm [F,F, + FF,..... + BB, — (T + TI%+ . ... FTI%1... .55

Ovde je m srednja greSka merene veli¢ine, odnosno opaZanog pravca.

Ovako definisan postupak moZe na §to oigledniji nadin biti predstavljen
sledeom Semom: :
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Uslovne jednatine Parcijalni izvodi

Broj Broj jednadine
merene F g‘
veli¢ine 1 2 o b i J
1 b
e e O R F e
Y e S T RS - Pz‘ FZF;
TN T iy S SN i SR
i i i J i s
3 u; i .u.: s g .u:. O u:' 1: . & I;':Fn
Prve The Ti= To= Te= +ZFF
pomocne ' L i
veli¢ine Su'F Su’F SucF Zu°F —2ToT
.3 : i  EFE yi 0
Inverzna matrica ‘ Dryge
! pomodéne
1 W T L e e ;- veli¢ine
i Hn Hn ey Hlo ke Ay Hib 'I;=ETUHIG
2 H21 sz .o Hzo . sz TZ=ZT°H26
Q Ht H1 3 Hw- & e Hb T:ETUHW
S R SRS WY R S
TlT T"g oeoai I'UTO ot e T"'.l"h

Ako se radi o oceni talnosti apscise x bi¢e parcijalni izvodi oznaceni sa
F., a za ordinatu y sa F,;. Kada treba obaviti ocenu tanosti viSe funkcija,
mogu se pored matrice uslovnih jednaina u navedenoj Semi dopisati dve ili
viSe kolona parcijalnih izvoda odgovarajucih funkcija, pa ¢e sa ovim u vezi
biti neophodno isto toliko vrsta Ts ,a zatim isto toliko kolona za Tp.

PRIMERI OCENE TACNOSTI ODREDIVANJA KOORDINATA — Vec je
naveden lanac trouglova na slici 2 sa koje su grafi¢kim putem odredeni neki
od potrebnih parcijalnih izvoda, a na slici 3 su, isto grafic¢ki, odredeni ostali
potrebni parcijalni izvodi. Svi ovi parcijalni izvodi su navedeni u prilogu 1,
koji je tako napravljen da se njegovom obradom dobijaju potrebni elementi
za ocenu ta¢nosti koordinata za neizravnate uglove preko jednacina 27 i 28, kao
i za izravnate uglove preko jednacina 39 i 40. Zbirovi A, i B, su polazna osnova
za ocenu taénosti za slu¢aj neizravnatih uglova, a u ovom prilogu su formi-

2 2 Y
rane i veli¢ine —A’ i —B’, koje su polazna osnova za ocenu ta¢nosti koordina-
3

ta dobivenih preko izravnatih uglova.
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U prilogu 2 su obavljena potrebna racunanja da bi se, u sklopu odgovara-
juéih elemenata dobivenih u prilogu 1, a u skladu sa jedna¢inama 47 i 50, mo-
gla da obavi ocena tacnosti koordinata dobivenih na osnovu neizravnatih pra-
vaca. U ovom prilogu su prvo dobiveni zbirovi A, i By. Koristeéi ove zbirove i
zbirove A, i B, iz priloga t, u prilogu 2 su formirani izrazi A” i B” koji su isko-
ri$éeni za dalju ocenu taénosti ovog slucaja.

Za slucaj ocene ta¢nosti izravnatih veli¢ina, u cilju ilustracije postupka pri
radu po navedenoj Semi na $to jednostavnijem primeru, obradena je ocena

ta¢nosti u prilogu 3 za slu¢aj izravnatih uglova. Ovaj slucaj je obraden u pri-
logu 1. Vrednosti dobivene u prilogu 3 se slazu sa odgovarajuc¢im vrednostima

2o
—A'i—B'.
3 3

U prilogu 4 su sracunati elementi za ocenu tacnosti koordinata istog lan-
ca koji je kaoprost lanac izravnat po pravcima. Ovaj prilog je obraden u
svemu prema navedenoj Semi. Uslovne jednacine navedene u ovom prilogu ne
zahtevaju nikakvo objasnjenje: Parcijalni izavodi po apscisi x i po ordinati y su
formirani prema jednacinama 44 i 49, koje se odnose na ocenu ta¢nosti koor-
dinata dobivenih na osnovu pravaca. Ovi parcijalni izvodi su dobiveni na os-
novu parcijalnih izvoda po uglovima koji su dati u prilogu 1. Za sluéaj ovak--
vog prostog lanca, inverzna matrica normalnih jednacina, koja je u optSem
slu¢aju glavni problem, je uzeta iz (3), gde su na stranicama od 307 do 316
navedene inverzne matrice normalnih jedna&ina pri izravnavanju prostog lan-
ca od 1 do 12 trouglova. U ovom prilogu su formirani izrazi A" i B"”, koji su
dalje u tabeli str. 23 iskoriSceni za rac¢unanje odgovarajucih srednjih gre$aka.
2 2
U tabeli 1 su iz priloga 1 unete prvo vrednosti za A; i B, a zatim —A" i —B'".
3 3

Iz priloga 2 su u ovu tabelu unete vrednosti za A” i B”. Da bi se u ovoj tabeli
za sve slucajeve koristila srednja greSka merenog ugla, iz priloga 4 su unete

AD” B!”
vrednosti — i ——, Sve ove unete vrednosti su prvo pomnozene sa:
r 2
m?
—— = 3,761 . 109
QJ

da bi se dobili kvadrati odgovarajucih srednjih gresaka. U ovoj tabeli je sra-
¢unata i polozajna greSka na uobifajen nacin.

Analizirajudi ovu tabelu zaklju¢ujemo:

— Pravci obezbeduju vecu talnost u odredivanju poloZaja tatke nego
uglovi i to:

za neizravnate podatke za oko 3%

za izravnate podatke za oko 9%

— Izravnavanjem se poboljsava tanost koordmata ito:
— sa izravnatim uglovima oko 11%

— sa‘izravnatim pravcima za oko 16%.
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Rezime — Postojeéi na¢ini ocene taénosti koordinata trigonometrijskih
tataka samo delimi¢no zadovoljavaju, kada se radi o primenjenoj geodeziji i
rudarskim merenjima Problem Sto realnije ocene ta¢nosti duZine i direkcio-
nog ugla izmedu dveju udaljenih totaka je teSko resiv zbog relativno malih
mogucnosti ocene ta¢nosti koordinata tih udaljenih ta¢aka na zadovoljavajuci
nacin. U ovom radu je razmatran problem ocene tatnosti koordinata udaljenih
1acaka, bazirajudi se na prost lanac, preko koga su, polazeéi od jedne, odrede-
ne koordinate druge od tih dveju tacaka koje su u pitanju. Razmatran je samo
uticaj uglovnih merenja na ta¢nost koordinata.

U radu su izvedene jednaline za srednje greSke m, i m, za lanac sa proiz-
voljnim brojem proizvoljnih oblika trouglova u lancu i to:

— za sluc¢aj ako su mereni pojedina¢no uglovi u trouglovima a da izravna-
vanje nije obavljeno.

— Za slucaj ako su mereni pojedinac¢ni uglovi u trouglovima koji su izrav-
nati za uslove trougla.

— Za slufaj da su uglovna merenja obavljena girusnom metodom, a da iz-
ravnavanje po pravcima nije obavljeno. -

Za najopstiji slucaj, ako se koordinate ratunaju na osnovu izravnatih po-
dataka bilo pravaca bilo uglova, naveden je postupak ocene talnosti koordi-
nata, ako se ima na raspolaganju inverzna matrica normalnih jednacina.

Prethodno je dat nac¢in grafickog odredivanja parcijalnih izvoda koordi-
nata po uglovima. t
Naveden je primer ocene tacnosti za sve navedene slucajeve.
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Prilog br. 1

Broj
trougla Fu Py Fy F,
1 Ay;s Axss
1 +3760 14,14.108 +3700 13,69.10¢
2 +3360 11,29 +1580 2,50
3 +1380 1,90 +2300 5,29
4 +1860 345 + 580 0,34
Axsctga; Ayisctgoy
1 +3000 9,00 +3160 9,98
2 +1350 1,82 +2940 8,64
3 +1660 2,75 +1000 1,00
4 + 540 0,29 +1740 3,03
Ax;sctgf, Ayisctgp
1 + 900 0,81 + 940 0,88
2 +1300 1,60 +2890 7,95
3 + 750 0,56 + 480 023
4 + 600 0,36 +1960 3,84
A,=4797.10¢ B,=57,37-10¢
Ayisetga;Ayisctgp, Ax;sctgo;Ax;sctgf;
1 +2,70-10¢ +2,97-108
2 +1,75 +8,29
3 +1,24 +0,48
4 +0,32 +3,41
A,=+6,01 B,=+15,15
+ ﬁxl_r,ctgal . Ayls + 11,28 —A X1sctg{ll -ﬂ'&':s _11,69
—AX,Ctga, Ay — 458 + Ayxictga, A% + 4,65
+AxyCtgay Ayss + 229 —AyxClgas x5 — 4,65
—AXClgay Ay — 1,00 + Ayictga, &%xs + 1,01
—Ax;sctghy Ays — 3,38 +Aysctgh Sxis  + 3,48
+Axysctgh, Ay + 437 | —Ayxctgh, Oxs — 4,45
—Axyctghy Ayss — 1,04 +AysctgBs Axe + 1,10
+ AX,sCtgBs Ayis + 1,12 —AyuctgBs Lxs — 1,14
\ ' A;= + 9,10- 10¢ B; =— 9,34.10¢
A’=A+A+A; = +63,08.10° B'=B,+B,+B; = +63,18-10°
2 7 R
— A= 4205 10 —B'= 42,12 10¢
3 3
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Prilog br. 2

Broj

i P P
tro —(—1)idxctgh Ay, 1+ T (—1)'Aysctgh Ax 1o o T
ugla
1 -+ 900 3360 +3,02 — 940 1580 — 1,49
2 —1300 1380 —1,79 +2890 2300 + 6,49
3 + 750 1860 41,39 — 480 580 — 0,28
4 — 600 0 0 -+ 1960 0 0
—(—1)'Ax .15 (—1)'8Y j415
L Ctg]c: Ayis ! cllgai Axys
1 +1350 3760 +5,07 —2940 3700 '—10,87
2 —1660 3360 .~ —5,58 + 1000 1580 + 1,58
3 + 540 1380 +0,75 —1740 1230 — 4,00
4 0 1860 0 0 580 0
A, = +286 By = — 875
A" = A,+A, = +50,83 B" = B,+B, = +48,80
Prilog br. 3
[ . . Parcijalhi izvodi
Uglovi . Uslovne jednacdine > premajjedna:‘.inama
1 2 3 br. 21 i 22
Fx; Fy;
1 +1 43000 +3160
1 +1 — 900 — 940
1 +1 —3760 +3700
2 +1 +1350 +2940
2 +1 —1300 —2820
2 +1 +3360 —1580
3 +1 +1660 +1000
3 +1 — 750 — 480
3 +1 —1380 +2300
4 +1 + 540 . +1740
4 +1 — 600 —1960
4 +1 +1860 — 580

T,o —1660 “+3410 — 470 +1800
T,o +5920 —1460 +2820 — 800




Inverzna matrica

1 2 3 4
1 ; ,
1 st Ty = — 553 Ty = +1973
3
1 -
2 ST T, = +1137 T, = — 487
3
1
3 e Ty = — 157 T, = + 940
3
1 :
4 X Ty = + 600 Ty = — 267
3
YFF,, = A, = +4797 106 SF,F,; = B, = +57,37-10¢
— 595.106 = —15.25-10¢
2 .2
iy 4 +42,02-10° —B' = +42,12-10¢
3 : 3
Tabela br. 1
mig, | My, m2,, | My, | mipg, |Pes
il £ 5 00180 (0134 | BiZ 00216 10,147 96 10,199
ravnati = ] A e ) ; 0,03 0,1
orkies =47.97.106 =57,37.106 | ©
Izrav- iAl ik ZB! reek.
R It 00158 (0126 | 35 = 00158 0,126 | 00316 |0,177
| uglovi | 24505, 106 =42,12.106
s A U O 00190 |o0438|B"= 0,136 | 00374 |0,193
ravoati | _=n. ) » — AR | 0,0184 h ; 0,1
Tenatl | =5083.106 —48,80.106
Izrav- i i - 2
N I 00136 |on7 |5 = 00122 |0,110 | 00258 |0,161
pravei | Z 3613 106 =32,54.10
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Prilos 4.

Matrica 3 Pareijalns izvod;
uslovuw IEDNSCING X P
u§ ;
p o e 4 v Ky R
@iads j = &Y% 4 T ds —3000 [~ 84ig cigdy — 3460
Pou 44 a¥ 45 oty oy + yoos |+ AlYg elgdy 4+ 3 (6o
T (e +is + 3760~ AXys =37
T = ~(8Y25chat A5 ) -6 110 | (DY~ ax, |, 60
P + A4 AXag ctyde +1350| AYgschud, + 2949
Pou ~ 4 - AXygotydy ~d6Co|-Aysgefgds, |- 1000
9, < =4 Jg4q AXysefges—ay,s|—1700 [+ AYsgciydy +aXo0 4 0 5B0
A L4 +4 AXys <Py By +AYas|+4 6o AVag Ty By -Bxegl- 6ho
PP e | -Ax gty = 999|-4Yy,gcte a3, L
s, =% AXas H9Ba + 4300l+8YaschgAa |+ 2820
faz +4 -4 ~AXag cly BataY,dy  gol-(AYps HyBarand. s420
15 4 | -4 |(aXeselydyrayd. 49208 hydi-a¥s5)| - sEo
40y +4 AXus <Tydy, + Syo| V¥Ye cfyd, + 4 74o
Py — 4 |@¥ss chyds-ay4- 4560| AYss ciydsrox,s|, sgo
Py s —= + 4 |AXaselgBitay,de atio Aﬁ’asd?ﬂj"“&s - oo
Pga 4= ~AXas ety -~ 780 |-Al, s efya, —  4go|
. o AXys oty + 6os[+Alschy Ay + 1960
Pey, + 1 ~A¥us oAy dyres| . €oe ~(8Y%4stfy By +4¥s5] — {960
> ZEJ Fj=2R'% o1 go.18 ZFy R, = 28 92604
X |—8e30|+41200 |~ shoo |+ 5730 —z'{;"'};c = - 29.63 e > Twmb‘a —32.52.15
6 AT~ 72.70706 B"= €6,08.1
Ty |+10480 |- 8 980+ 8 880 ~3keof Too Tue
INVERZNS MITRICD
4 @494 | 2073 | ©.023 | ©oog| ~ 789 | 41519
2 0073 | 2.21g | c.oga | vo27| 4 1574 - SB3
3| ©o27| coge| o.2ig| 0073 | _  ey| +404o
4| ooog | aozy | eora | a3 |, 929 - 157 |
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