Nesto vise o Nesbittovoj nejednakosti

Sefket Arslanagic'

Dokazivanje nejednakosti je bio moj znanstveni interes jo§ od mladih dana. Naravno,
u pocetku je to bilo viSe spontano jer nisam imao ni odgovarajuce literature iz tog
podrucja. Nesto kasnije je to postalo mnogo ozbiljnije i temeljitije. Rano sam se susreo
s jednom algebarskom nejednakosti koja glasi
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gdje su a, b, c pozitivni realni brojevi. Uspio sam je dokazati na jedan jednostavan
na¢in mnozeéije s 2(a+b)(b+c)(c+a) > 0 i tako dobio njoj ekvivalentnu nejednakost
(a—b) (a+b)+(a—cf(a+c)+ (b—cf(b+c) >0,
koja ocito vrijedi, s jednakoS¢u ako i samo ako je a = b = c.

Ne mireéi se samo s tim jednim dokazom nastavio sam, takoreéi sve do danas,
traziti neke nove, ljepse dokaze. U meduvremenu sam saznao da je ona poznata kao
Nesbittova nejednakost, jer ju je davne 1903. godine postavio engleski matematicar A.
M. Nesbitt kao Problem 15114 u Casopisu Educational Times (2), 3 (1903.), 37-38.

U [1] je dano deset razlicitih dokaza ove nejednakosti, a u [2] joS njih jedanaest.
Nesto kasnije u [5] je dan jo§ jedan dokaz te u [6] joS tri njezina nova dokaza. U [2] je
dano i jedno poboljSanje nejednakosti (1) koje glasi
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jer se dokazuje koristeéi Cinjenicu da je nejednakost (1) homogena pa mozemo uzeti
a+ b+ c=1. Dobivamo
9 3
3- E(ab+bc+ca) > X

U [3] su dana joS dva poboljSanja nejednakosti (1) koja glase:
a b c _a +b b+c c+a < 3
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U meduvremenu je u [6] dano joS jedno poboljsanje nejednakosti (1) koje glasi
a b ¢ >13 2(ab+bc—|—ca)>3
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Treba uociti da je nejednakost (1) ciklicka, simetricna i homogena. Za spomenutih
25 dokaza ove nejednakosti koriStene su poznate nejednakosti kao Sto su Cauchy-
Buniakowsky-Schwarzova nejednakost, Jensenova nejednakost, Cebisevljeva nejednakost,
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Muirhedova nejednakost te teorem o preuredenju, metoda supstitucije i diferencijalni
racun. Recimo i to da su u [4] dana i dva poopéenja nejednakosti (1) koje glase:
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a ¢ a,b,c>0.

kb+rc+kc+ra +ka+rb > k+r’
Sada ¢emo dati jo§ jedno poopcenje nejednakosti (1)
am N " N " > 3 <a+b+c>m1,
b+c c+a a+b” 2 3
gdje su a, b,c>01meN.

(2)

Dokaz. PoSto je nejednakost (2) simetri¢na, ne smanjujuéi opcenitost moZemo
pretpostaviti da je @ > b > ¢ > 0. Odavde slijedi a+b > c+a > b+c, te
1

> > .
b+c” cta” a+b
sredine za tri pozitivna broja imamo

(b+c)+(c+a)+(a+b)> 3
3 ~ 1 L 1 N 1
b+c c¢c+a a+b

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske

odnosno
1 1 1 9
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Iz éebiéevljeve nejednakosti, zbog nejednakosti izmedu aritmeticke sredine i sredine
viSeg reda za tri pozitivna broja i (3) imamo:

am+bm+cm>1(m+bm+m) 1+1+1
b+c¢c c¢c+a a+b” 3 a ¢ b+c c+a a+b
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Jednakost u (2) vrijedi ako i samo ako je a =b =c. Za m =1 iz (2) slijedi (1).

(3)

Napomena 1. Za m = 2 iz (2) slijedi
a’ b? c? a+b+c
+ + z
b+c c¢c+a a+b 2
koja se Cesto pojavljuje u zbirkama zadataka s nejednakostima.

)

Nesto kasnije sam uspio dokazati sljedece nejednakosti:
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Dokazi ovih nejednakosti se mogu naci u [5].

3, a,b,c,d,e,f >0.
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Na pocetku sam pomislio da sam na pragu velikog otkriéa, tj. da vrijedi poopéena
nejednakost
R
a+a; a3+ ay a,+a a+a 2
gdieje a; 20, a;+ai1 >0 (ap1 =a1,i=1,2,...,n).
No, u moje ruke je dosla knjiga [8], Ciji je autor poznati matematiar Dragoslav
S. Mitrinovi¢. U glavi 2 ove knjige je i ¢lanak 2.21., 128-134, koji je posvecen
nejednakosti (4). Ona je izazvala veliki interes medu matemati¢arima ¢ak i nekima
veoma poznatim. Tamo je dokazano da nejednakost (4) opcenito ne vrijedi. Na primjer
za n = 14, n = 27 i da je ostalo joS neispitanih slucajeva. PoSto je pokazano da (4) ne
vrijedi za svaki n € N mnogi matematicari su pokuSali utvrditi za koje A € R vrijedi
nejednakost

(4)

ai a ap—1 an
+ +...+ +
a) + az asz + ag a, + ay ar + ap
gdieje ; =20, ai+ai1 >0 (@1 =ar, i=1,2,...,n).
Britanski matematicar P. H. Diananda je u svoja dva ¢lanka, 1962/ 63, dokazao da
(5) vrijedi ako je 0.461238 < A < 0.499197.

Napomena 2. V. G. Drinfeljd! je kao srednjoskolac na pripremama za IMO u
Bukurestu 1969. godine (kao ¢lan ekipe SSSR-a osvojio zlatnu medalju s osvojenih 40
bodova od mogucih 42) dao metodu pomocu koje se moze izraCunati A s proizvoljnom

> An, (5)

0
precizno$éu. Dokazano je da je A = g(T)’ gdje je y = g(x) jednadzba zajednicke
2
tangente povucene na krivulje ¢ije su jednadzbe y = e ™ 1 y = prampery Dobio je
eX +e ¥

A =0.494 ... Ovo je objavljeno 1971. godine u [7].
Neki povijesni podaci vezani za nejednakost (5) mogu se naci u [4] 1 [5].
Nadam se da ¢e ovaj kratak i sadrzajan prilog biti interesantan ucenicima koji

pokazuju veéi interes za matematiku i sudjeluju na raznim matematickim natjecanjima,
kao i1 nastavnicima matematike koji rade s nadarenim u¢enicima na dodatnoj nastavi.
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