LINEARNA TRODIMENZIONALNA TRANSFORMACIJA
U FOTOGRAMETRIJI

Anton SINDIK — Beograd

U fotogrametrijskoj praksi neizbjezno se susre¢emo sa pojmoj apsolutne
orijentacije. U slucaju grafi¢ke restitucije ona je obuhvacena postupcima
urazmjeravanja i horizontiranja, dok se kod analiticke fotogrametrije izvodi
putem linearne trodimenzionalne transformacije. Podsjetimo da se takva
transformacija zasniva na poznavanju njenih slijede¢ih parametara: faktora
razmjere, 3 parametra translacije i 3 parametra prostorne rotacije. Da bi
se moglo odrediti tih 7 parametara potrebno je imati izvjestan broj tataka
sa poznatim koordinatama i u sistemu modela i i u drzavnom koordinatnom
sistemu. Minimum su: dvije tatke sa x, y i h koordinatama i jedna tacka
sa h koordinatom — poznatim u oba sistema. Ako na modelu ima viSe tacaka
sa poznatim koordinatama u oba sistema, 7 parametara transformacije mogu
se ra¢unati primjenom metode najmanjih kvadrata.

No svakako, trodimenzionalna — prostorna — transformacija nije sama
sebi cilj. Pomoéu nje moguce je odrediti Y, X i H koordinate drzavnog ko-
ordinatnog sistema sa sve tacke Cije su koordinate mjerene ili racunate u
sistemu modela. Na ovom principu zasniva se odredivanje koordinata mednih
— grani¢nih tadaka u tzv. numerickom katastru i u operacijama komasacije
a taj se postupak moZe primijeniti i kod proguScavanja geodetske osnove
novim tadkama. Te se operacije CeSc¢e pojavljuju kao zadaci nasih fotogra-
metrijskih radnih organizacija pa ¢e se ovdje iznijeti postupak i redoslijed
linearne trodimenzionalne transformacije modelnih — masinskih koordinata
u koordinate drzavnog sistema.

Do modelnih — masinskih koordinata moze se doci ili analitiCkim putem
ili direktnim ¢itanjem tih koordinata na stereorestitucionom instrumentu.
Zadrza¢emo se na ovom drugom slucaju jer je on u na$oj praksi i najcesce
mogudé (analiticki postupci jo§ uvijek nemaju kod nas $iru primjenu).

Rad na stereorestitucionom instrumentu obuhvaca:

1 — Operaciju relativne orijentacije,

2 — Postavljanje odnosno odabiranje skale visinskog broj¢anika na kojoj
ée se ¢itati modelne h — koordinate u istim jedinicama kao x i y ko-
ordinate,

3 — Citanje ili registrovanje modelnih, tj. maSinskih koordinata svih datih
tacaka i tacaka koje se odreduju.

Iz gornjeg je vidljivo da formirani model nije korizontiran i da ima
proizvoljnu razmjeru. No treba teZiti da ona bude $to krupnija, vodeci pri
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tome ratuna da baza bude odabrana u skladu sa moguénosti zahvata z —
stuba instrumenta. O¢itane (registrirane) koordinate pruzaju mogucénost
daljnje racunske obrade, odnosno same transformacije.

Poznato je da u fotogrametrijskoj praksi postoji nekoliko postupaka
racunanja trodimenzionalne transformacije iako svi polaze od istih osnova.
Postupak koji se ovdje iznosi bazira na metodi koju je primijenio Dr. A.
Dalcher (Kern i co — Aarau) pri povezivanju pojedinaénih modela u jedin-
stveni red aerotriangulacije (J. Klaver: »Semi-analitical aerotriangulation
with the Kern PG 2¢, iznijeto na simpoziumu numeri¢ke fotogrametrije odr-
zanom u Gaithersburgu — SAD — 1967, godine).

Redoslijed ra¢unskih operacija izgleda ovako:

I — Racun parametara transformacije pomocu tacaka ¢ije su koordinate
poznate u oba sistema:

a — Translacija se izvodi svodenjem poznatih Y, X i H koordinata na
koordinatni sistem cCije se ishodiste nalazi u tezitu tih tacaka i svo-
denjem masinskih x, y i h koordinata istih tadaka takode na sistem
Cije je ishodiSte u njihovom teZistu.

b — Urazmjeravanje se vr§i mnoZenjem svedenih mas$inskih koordinata
sa faktorom razmjere R ¢ija se veli¢ina dobije kao koli¢nik odnosa pro-
stornih odstojanja u drzavnom i masinskom sistemu.

¢ — Slijedi zatim ratun elemenata matrice rotacije i mnoZenje svede-
nih i urazmjerenih masinskih koordinata sa tom matricom ¢ime se
dobiju koordinate tih tacaka u sistemu drzavnih koordinata svedenih
na teziste.

d — Racunate koordiflate vracaju se zatim preko koordinata tezista
u pravi drzavni sistem.

e — Uporeduju se date i transformisane koordinate pri ¢emu veli¢ina
odstupanja definiSu ta¢nost izvriene transformacije odnosno ukazuju
na postojanje neke greske u mjerenju ili ra¢unanju.

2 — Racun transformacije tacaka ¢ije se koordinate Y, X i H odreduju:

a — Svodenje maSinskih X, y i h koordinata na ranije ratunato is-
hodiste.

b — MnoZenje svedenih maSinskih koordinata sa faktorom razmjere R.

¢ — MnozZenje svedenih i urazmjerenih masinskih koorginata sa matri-
com rotacije.

d — Vracanje tako racunatih koordinata preko koordinata tezista u
pravi drzavni koordinatni sistem ¢ime je zadatak i zavren.

Prakti¢ni postupak bice izloZzen kroz jedan racunski primjer kada ¢e
se paralelno dati i objasnjenje nekih operacija (naro¢ito ra¢un elemenata
matrice rotacije). Instrumentalna obrada tj. formiranje modela i ¢itanje
masinskih koordinata izvrieno je na stereorestitucionom instrumentu Wild
A7. Snimci su bili u razmjeni pribliZzno 1 : 5 000.
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Slika 1 — Maginski koordinatni sistem i raspored taaka na modelu.

® Date tacke

o Padke koje
se odredjuju

1 — POLAZNI PODACI

Koordinate drZavnog koordinatnog  O¢itane masinske koordinate

Taé- sistema
b e H x y <L vl
7 399549 7 495,11 519,29 299,38 478,73 351,46
8 371157 7 250,31 490,27 81,18 304,42 333,33
2 399491 6 997,26 491,17 284,73 108,12 336,06
6 86,43 490,31 343,08
9 292,20 293,57 335,61
) | 76,16 116,25 336,29
2 — TRANSLACIJA — SVOPENJE NA SISTEM CIJE JE ISHODISTE U
TEZISTU
Tac- ﬁoordinate drzavnog koordinatnog  O¢itane masinske koordinate
ka sistema
Y 15, H % y h
8 371157 7250,31 490,27 81,18 304,42 333,33
7 3995,49 7495,11 519,29 299,38 478,73 351,46
2 399491 69917,26 491,17 28473 108,12 336,06
Suma 1170197 2174268 1500,73 665,29 891,27 1020,85
SUITE YO = X(l o H(I ) x-l) —— yﬂ — e
n 3900,66 7,247,56 500,24 221,76 297,09 340,28
Tad- Drzavne koordinate svedene Masinske koordinate svedene
ke na teziste na teziste
 Y=Y-Y, X=X—X, H=H—H, x=x—% y=y—Y¥o h=h—hy
8 — 189,09 + 2385 — 997 — 140,58 + 7,33 — 6,95
7 + 94383 -+ 247,55 419,05 + 77,64 — 181,64 + 11,18
2 4+ 9425 — 250,30 — 9,07 + 6297 — 188,97 — 422
— 0,01 0,00 + 0,01 + 0,01 0,00 + 0,01




3 — RACUN FAKTORA RAZMJERE R I URAZMJERAVANJE SVEDENIH
MASINSKIH KOORDINATA

Faktor razmjere R raduna se po izrazu:

AY2 4 axé+ AE .

= (1)
Ax2 4 Ay2 4 Ah?

Ovdje su AY, AX i AH, odnosno Ax, Ay i Ah koordinatne razlike tataka.

U primjeru, racunanje faktora razmjere R iz tri kombinacije dalo je
slijedece rezultate:

_ Dufina__ Faktor R

8=7 13433
822 13436
RS o MM & A

Iz gornjih podataka uzeta je srednja vrijednost:
R=13434

MnoZenjem svedenih masinskih koordinata sa faktorom R dobije se
slijedece:

Taé- “_[_l!_-l"__é;;ni__lgqrdi_rgmi _sistem _:_Maéin_s_ki__ koordinatni sistem o
e B il NG et DRSS e
8 — 18909 | 285 — 997 — 18886 4 985 — 934
7 + 9483 424755 +4- 19,05 + 104,02 244,02 + 15,02
L2 <9425 25039 — 907 + 8459 —25386 — 567 r
— 001 000+ 001 000 + 001+ 0ot

Nakon ovih operacija, oba sistema imaju zajedni¢ko ishodiste i istu
razmjeru. Predstoji jo§ prostorna rotacija masinskog sistema.

4 — RACUN ELEMENATA MATRICE ROTACIJE

Uglovne vrijednosti zako$enja osi masinskog sistema prema osima dr-
zavnog koordinatnog sistema (s;, s» i s3) ratunaju se preko sistema jedna-
¢ina koji u opcem obliku glasi:

Ais—0 (2)

Koliko ce se jedna¢ina mo¢i formirati zaVisi od broja datih ta¢aka s time
§to ce svaka tacka omoguditi formiranje 3 jednaéine. To znaéi da ce npr.
u slucaju 3 date tacke poznate u oba sistema biti moguce formirati 9 jed-
nacina, odnosno u slu¢aju 4 date tatke — 12 jednacina. Nepoznanica (s,
S2 1 s3) ima uvjek 3 pa ih je moguce rijesiti metodom najmanjih kvadrata.
Na primjer, u slucaju 3 tacke, sistem

2(9.3) - *(3,1) =+(,1) (3)
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izgleda ovako:
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Koeficijenti ay .
koordinata Y,, X,
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ay
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€1
l s
Cs
Cy4
Cs
ce |
cr |
| Cs
. Co

. ¢y dobiju se preko zbira, odnosno razlike

Ll L%, v IR, pri éemu_je, slijede¢i na$ primjer:

= Yg + X'
= Xs + ¥s
= ¥Y; + x;
= Hs + h's
X+ y7
= H; + h’;
= Ys 4+ X's
= Xo + ¥
= Hs: + h’

C1
Ca

C3

Cqy =

Cs
Ce
C7
Cs

Co

= Yg — x's
= Xsg — ¥'s
= Hs — h'y

Y; — x;
= X7 — Y7
= H; — h';
= Yo — Xx's
= Xe —¥'s
= Hp — h's

(5)

Lako je uotiti kako bi se u slu¢aju 4 date tacke racunali odgovarajuci koe-
ficijenti ajg, ay i a2, 0dNOSNO Cyp, €11 i €12 i kako bi se rasporedili u sistemu A.

Sistem jednacina naseg primjera imace oblik:

I 11 sy =0

0,00 — 19,31 — 12,70 + 023

+ 19,13 0,00 — 377,95 -+ 7,00

+ 12,70 -+ 377,95 0,00 -+ 0,63

0,00 + 34,07 — 491,57 + 9,44

— 3407 0,00 + 199,10 * —3,53

-+ 491,57 — 199,10 0,00 —4,03

0,00 — 1474 + 504,16 — 9,66

+ 1474 « 0,00 -+ 178,84 — 3,56

— 504,16 — 178384 0,00 + 3140

Prelaskom na sistem normalnih jednacina dobije se:

-+ 497 730,57 — 2907,65 — 1144545 — 348421
1+ 216221,67 — 2393387 + 891,99
+ 710450 42 —13498,67

Rjesenje ovog sistema glasi:
sy = -+ 0,007427
s» + —0,001917
sy = + 0,019055

37



Pomocu vrijednosti s, s: i s3 formira se matrica rotacije T po $emi:

3 e b ah 2(si . 52— 53) 2(s1.s3+s2) |
T=—"0. | 2(s1.52+s3) b+ 2.sp2 2(sg.s3—s1) (6)
a | 2(sg.83—s2) 2(s2 .83+ s1) b+2.sy2
gdje su:
a =1+ 5?4 s? + s5? (7)

b=1—s2—s2—sg?
U prakticnom primjeru matrica T (6) glasi:

+0,999688 —0,038138 —0,003522
T = +0,999578 +0,038082 +0,999586 — 0,014926
- +.0,004116 +0,014782 +1,000304 |
Odnosno, u definitivnom obliku:
| +.0,999266 —0,038122 —0,003520 |
T= | +0,038066 +0,999164 — 0,014920 (8)
+0,004114 +0,014776 +.0,999882

Moguce je izvrSiti kontrolu formiranja matrice rotacije. Ako definitivnu
matricu rotacije T predstavimo u obliku:
| omi me ms |
T= | my ms Mg
| mg mg mg |
tada za nju, bududi da posjeduje osobine ortogonalne matrice, vrijede slije-
deca pravila:
1 — Suma kvadrata elemenata u svakom redu ili svakoj koloni mora biti
jednaka jedinici (1)
Dakle:
m’+me?+mg?=1, ili
my’+my?+m;? =1, itd.
2 — Suma proizvoda elemenata u odgovarajuéa dva susjedna reda ili dvije
susjedne kolone mora biti jednaka nuli (0).
To znaci:
ml.m;+mg.m5+m3.m5=0. ili
m; . Mg + my . ms + my.mg =0, itd.
3 — Kvadrat svakog elementa jednak je kvadratu njegove subdeterminante.
Tj.: my? = (ms.me— mg.mg)? ili
ms? = (mg.ms—my7.m;)?  itd.
5 — ROTACIJA MASINSKOG KOORDINATNOG SISTEMA
Slijedi zatim mnoZenje svedenih i urazmjerenih masinskih koordinata
(x*, ¥'» i h',) sa matricom rotacije T, tj.:

AINE
Ll=T] v. (9)
H, | i, |

i vracanje, preko koordinata teZiSta na koordinate drZavnog sistema:
Yianst. = Yo+ Y,
Xiranst. = Xp + X, (10)
Hie. = H, + H,

38



Vracajuéi se numeri¢kom primjeru, nakon mnoZzenja svedenih i uraz-
mjerenih koordinata masinskog sistema sa matricom rotacije T, tj. nakon
operacije (9), situacija je slijedeca:

Tacke b4 - K H
8 — 189,06 + 279 — 997
7 + 94,84 -+ 247,56 + 19,05
2 + 9422 — 250,34 — 9,07

Primjenom operacija (10) moguce je do¢i do uvida u kvalitet racuna pa-
rametara transformacije uporedenjem transformiranih i datih koordinata:

— e — — Y— M— — N
£ SES transf. dato fy
8 3711,60 371157 —0,03
7 3995,50 399549 —0,01
_____ 2 5 s 3__9_94,88_ i iz 9_94.9] ~_}_—_D,U3 o 8
LA o transf __dato fx !
8 7 250,35 7 250,31 —0,04
7 7 495,12 7 495,11 — 0,01
2 6997.22 6997.26 + 0,04
H
transf dato fH
8 490,27 490,27 0,00
| 519,29 519,29 0,00
2 491,17 491,17 0,00

Prvi dio u postupku trodimenzionalne linearne transformacije tj. ratu-
nanje njenih parametara, ovime bi bio zavrSen. Slijedi sada transformacija
ostalih tadaka. Drugim rije¢ima, rijelima praktitara, prelazi se na odre-
divanje Y, X i H koordinata za sve tatke $to su merene na modelu i &ije
su masinske koordinate poznate. Mislim da taj dio i nije potrebno u pot-
punosti i praktiéno pokazati numeriCkim primjerom jer je raniji opis
redoslijeda operacija dovoljan. Napominje se da su i za »nepoznate« talke
6,9 i 1 koordinate Y, X i H bile poznate pa nije suviSno ista¢i da su razlike
izmedu njihovih novoodredenih i praoih vrijednosti iznosile:

Tacka £, f. .. H
6 -+ 0,04 -+ 0,07 + 0,04
9 0,00 0,00 -+ 0,04
1 — 0,08 -+ 0,06 —0,01

Bilo bi svakako nelogi¢no iz ovog jednog primjera donositi sud o tad
nosti koja se ovom metodom postize. No svakako treba istaci da se uz
dobro odredenu geodetsku osnovu (date tacke) i odgovarajucom razmjerom
snimanja postizu dobri rezultati.

Na kraju treba napomenuti da se prednost primjene trodimenzionalne
transformacije ogleda u:

1. Ustedi vremena na stereorestitucionom instrumentu obzirom da se ne
izvodi urazmjeravanje i horizontiranje, i

2. Simultanom odredivanju Y, X i H koordinata tacaka pri kojoj operaciji
dolazi do punog izrazaja meduzavisnost merenih masSinskih koordinata
x, yih
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