NEKI NOVI ASPEKTI O IZRAVNANJU GEODETSKIH MREZA

Krunislav MIHAILOVIC — Beograd

Geodetske mreZe obi¢no se razvijaju po principu »od veceg ka manjem« tj.
od radova vedeg obima i vece ta¢nosti ka radovima manjeg obima i manje
ta¢nosti. Sprovodenje ovog principa u delo obezbedeno je podelom mreza u
redove. Za svaki red propisani su »kriterijumi« koji treba da obezbede zeljenu
tacnost koja se apriori utvrduje. Zbog toga, svi podaci koji sluze za odrediva-
nje geodetskih mreza podlezu serioznoj analizi kako merenih tako i izravna-
tih veli¢ina. y

Mreze se izravnavaju po strogo utvrdenom redosledu: prvo se izravnava
mreZza 1. reda, zatim drugoga i tako redom. Svaki naredni red mreze oslanja
se na prethodno izravnate mreZe (date mreZe) koje se uslovno usvajaju bespo-
gre$nim. Ovo se strogo uvazava u praksi kako za izravnanje geodetske mreze
tako i pri oceni tacnosti konacno usvojenih rezultata. DoduSe od 1939. godine
kada je Pranjis—Pranjevi¢ prvi pokusao da kod ocene tacnosti uzme u obzir
greSke datih veli¢ina postoje mnogi radovi iz te oblasti. Medutim, pri izravna-
nju geodetskih mreza sve $to je dato, smatra se konstantnim i strogo fiksnim
veli¢inama. Kao posledica toga, izravnanje mreze 1. reda nema uticaja na
izravnanje mreze 2. reda i obratno. Ili uopsteno, izravnanje mreza prethodnih
redova nemaju uticaja na izravnanje mreza narednih redova i obratno.

Postavlja se pitanje da li je pravilan ovaj opSte prihvaceni postupak izrav-
nanja odnosno da li on daje stroga reSenja? Svaka podela geodetskih mreze u
redove je ve$tacka tvorevina koja se reguliSe pravilnicima pojedinih zemalja.
Prema tome, sa aspekta izravnanja, svaka podela mreza na redove ima trivi-
jalan znacaj. Stroga reSenja mogu se dobiti samo pod uslovom ako sve merene
veli¢ine, bez obzira kome redu pripadaju, obuhvatimo odjednom u izravna-
nju s tim Sto treba voditi rac¢una o tezinama podataka s kojima raspolazemo.
Dakle, izravnanja geodetskih mreza klasificiranih u redove i pored toga $to se
zasnivaju na metodi najmanjih kvadrata ne mogu se uvrstiti u stroga izrav-
nanja. Svaka podela mreze u redove i njihovo izravnanje na dosadadnji nacin
dovodi do pribliznih resenja. Razlozi su slededi:

1 — svaku geodetsku mrezu, recimo triangulaciju ili neku drugu mrezu,
mozemo smatrati kao jednu jedinstvenu mrezu koja u geometrijskom smislu
predstavlja celinu ali koja je heterogena u pogledu ta¢nosti. Zapravo u takvoj
mrezi pojavljuje se onoliko kategorija tacnosti merenih veli¢ina koliko redo-
va ima ta mreZa.
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2 — Kod izravnanja mreza svih redova sem prvog pojavljuje se problem
izravnanja korelativno zavisnih veli¢ina.

Cilj ovoga rada jeste upravo u tome da se ukaZe na nedostatke izravnanja
geodetskih mreZa i odgovori na pitanje kako se mogu izravnati geodetske mre-
ze posebno za svaki red a da pri tome dobiveni rezultati budu isti kao da je
cela mreZa izravnata odjednom. Radi lakseg sagledavanja suStine posmatra-
cemo mrezu koja je klasificirana u dva reda.

Neka mreza 1. reda ima m; nepoznatih veli¢ina ¢iji je vektor x* = |lx, x»
Xull, a mreza 2. reda neka ima m, nepoznatih veli¢ina ¢iji je vektor y* =
Uye ¥2 o0 oo Pall.

Jednacine odstupanja klasificiracemo u tri kategorije:

za I red A|x=f1+V;....P, (1)
By=f+Va....P, 2
za II red { Asx + Bsy = f;+ Vs.... P’ (3)

Jednacine (1) odnose se samo na mrezu 1. reda, (2) samo na mreZu 2. reda,
a (3) na mrezu 1. i 2. reda »Vezujuce jednaline odstupanjae.

Ako (1) tretiramo nezavisno od ostalih jednacina odstupanja, dobi¢emo
A N koje ¢e se razlikovati od veli¢ina x!, x,,....x,, koje bi se dobile
kompleksnim razmatranjem svih jednacina odstupanja (bez podele na redo-
ve). Prema tome jednacine (1) mogu se ovako prikazati

A,I_= fi + U;-Ps
Iz uslova minimuma v P; v = min. obrazovademo normalne jednacine
Al* P[ Alx = Ag* P; fi
odavde
x= (A% Py A) 'A% P, f
i
Qx = Ny' = (A* P, Ay).
Iz (2) i (3) odredicemo vektor y koristec¢i se vektorom x
By =fa +
By = f.x—As;+ vy = )‘3_+ L

odnosno
' ‘l SR RO T
| B, | f, !' v,
Y faie 1+
B, 5 Uy
ili kratko
By = f + v, (4)
Korigovane slobodne ¢lanove treba odrediti po formuli:
fa = fa— Asx.

Korelaciona matrica bice:

? *
QF + 9 = 5% + A, Qx A, = Pp "7 Pf + AN, A

gde sup, i pysrednje greske jedinice teZzine merenih veli¢ina koje pripadaju
mreZi 1. reda, odnosno 2. reda.
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Posto su slobodni ¢lanovi f; medusobno zavisne veli¢ine to za izravnanje
mreze 2. reda treba koristiti uopsteni princip najmanjih kvadrata
v* QY = min. (5)
gde je

Kada uslov minimuma (5) primenimo na jednacine odstupanja (4) dobi¢emo
normalne jedacine

B* Q"f By = B* Q"!f
odavde

y = (B* Q—ir B)! B* Q'I,f f (6)
i

Qy = (B* Q% B)\ ;
[z (6) odredi¢emo definitivne vrednosti yy, ¥:. .. ¥,2. Sada mrezu 2. reda treba
smatrati datom mrezom i pristupamo odredivanju definitivnih vrednosti ve-
licina x4, x»...X,,; koje pripadaju mrezi 1. reda.

U tom cilju (1) i (2) napi$imo u obliku

A.x = ,\‘1 + v . A % x . . ‘ P|
Asx = f,'q —_— B;t‘v + vy = f;; o s ’ P’y
odnosno
AI : f, vy : P,
02 | |+ stz wr
| A:; I| ‘Ei [ Ug : - 2
ili
Ax =f + v,

Koriste¢i se uslovom minimuma v* P v = min. obrazovacemo normalne jed-
nacine
A¥PAx = A* Pf
odavde
x.= (A* PA)* A* Pf.
Korigovane slobodne ¢lanove f; treba odrediti po formuli:

,& = f.t o B::_V

Na osnovi izlozenog mozemo tvrditi:

— da izravnanje mreze 1. reda ima uticaja na izravnanje mreZe 2. reda i
obratno;

— da sve tezine koje pripadaju mrezi 2. reda treba pomnoziti sa koefici-
jentom C = w?/y,. Razume se izloZena razmatranja mogu se proSiriti na iz
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ravnanje geodetskih mreza klasificiranih u proizvoljan broj redova. U tom

slucaju tezine merenih veli¢ina mreza svih redova sem 1. treba pomnoziti sa
koeficijentom
B
I- = e—
Uy

gde indeks i oznacava red mreze.

U praksi je uvek zadovoljen uslov

O<m < <rm<iw <

jer je tatnost merenja u prethodnim mreZama uvek veca od ta¢nosti u na-
rednim mreZzama. Prema tome, koeficijenat C; mora da se nalazi u granicama
od0dol.tj.0 . C; < I

Ako je koeficijenat C; blizi jedinici onda je medusobni uticaj izravnanja iz-
medu mreZa pojedinih redova veéi i obratno. Kada je C; jednako 1 onda je
mreZa homogene tacnosti (nema redova) i problem se svodi na izravnanje
mreZe u viSe grupa. Ako je C; = 0 onda se mreZe mogu izravnavati nezavisno
u okviru pojedinih redova. Tada se prilikom odredivanja mreZa narednih
redova, mreze prethodnih redova mogu smatrati konstantnim mrezama.

Iz ovog sledi da se redovi mogu identifikovati sa grupama i problem se u
sustini svodi na izravnanje mreza u viSe grupa, s tim $to treba voditi ra¢una
da nije ista taénost merenih veli¢ina u svim grupama.

Prema tome moZemo tvrditi da izravnanje mreza prethodnih redova mora
da imaju uticaja na izravnanje mreza narednih redova i obratno. Stepen te
zavisnosti zavisi od koeficijenta C,. Kako je izravnanje korelativho zavisnih
veli¢ina mukotrpan posao to izloZzena razmatranja treba shvatiti kao objas-
njenje zasSto je nepravilno nezavisno izravnavati geodetske mreZe na dosa-
dadnji nacin u okviru pojedinih redova. Naravno, u praksi se uvek treba opre-
deliti za najcelishodnije izravnanje koje je i ekonomski opravdano.
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