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Do 1934/35. godine za odredivanje oblika geoida postojala su
principijelno dva razli¢ita postupka. Jedan je geometrijski a drugi
fizi¢ki. Prvi je u literaturi poznat kao pastronomski nivelman« a drugi
kao gravimetrijska metoda za odredivanje undulacija geoida.

U prvom postupku za odredenu pocetnu taCku iz astronomskih
i geodetskih merenja na gornjoj povrsini Zemlje odreduje se uza-
jamni odnos izmedu geoida i usvojenog referenc elipsoida. Ovako do-
bivene geoidne visine imaju relativan karakter jer su zavisne od di-
menzija usvojenog elipsoida i njegove orijentacije u pocetnoj tacki. Pri-
mena ove metode uglavnom je ograni¢ena na manje teritorije. Gotovo
nepremostive teSkoce se javljaju pri primeni ove metode, kada je po-
trebno odvojene mreZe kontinenata povezati u jednu celinu. Ove teSkoce
se javljaju zbog toga Sto se geodetska i astronomska merenja bez-
nadezno zaustavljaju na obalama mora i okeana te ova ogromna pro-
stranstva ostaju ne premerena, te tako onemogucéavaju pomenuto po-
vezivanje. S druge strane, samo na osnovu astronomsko-geodetskog
materijala gotovo je nemoguce utvrditi polozaj realnog tezista Zemlje.
Fizicka metoda nam omogucéava da sve mreze sveta povezemo u jednu
celinu kao i da utvrdimo poloZaj tezista elipsoida u odnosu na polozaj
realnog tezista Zemlje. Pri ovoj metodi neophodno je poznavati ano-
malije teze preko cele Zemljine povrsine; a oblik geoida dobija se kao
celina, drugim re¢ima geoidne undulacije dobivene na ovaj na¢in su
apsolutnog karaktera.

Iz gore izloZenog je jasno da se u prakti®noj primeni oba po-
stupka nailaze na velike teSkoée, narocito to vazi za gravimetrijsku
metodu koja je zbog nedovoljne gravimetrijske ispitanosti Zemlje
naro¢ito okeana i slabo naseljenih mesta gotovo ne primenljiva.

Sovjetski nauénik Krasovski doSao je jo§ 1934. godine na ideju
da kombinacijom oba ova postupka iskoristi njihove dobre strane i
otkloni njihove nedostatke. Razrada same metode je delo danas Sirom
sveta poznatog sovjetskog naucnika Molodenskog.

Sustina ideje sastoji se u sledecem. Primenom astronomsko geo-
detskih odstupanja vertikala treba ograniéiti obim primene gravime-
triskog materijala, posto bi se preko njih izrazio uticaj dalekih zona
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sa jedne strane a sa druge strane postojanje karte anomalija teze za
ispitivano podruéje kruznih zona, trebalo bi da omoguc¢i da se sa
znatno manjim brojem astronomskih tadaka izade na kraj. Ovaj pro-
blem je Molodenski resio na sledeéi naéin. On smatra da se astronom-
ska odstupanja vertikala #, u Jednoj tacki 4, #,(4), od gravimetriskih
odstupanja vertikala iy u istoj tacki A, %g(4), mogu da razlikuju u
teorijskom smislu samo za komponentu veli¢ine ugla A#(4) izmedu
normale referenc elipsoida i gravimetriskog normalnog sferoida, tj.
treba da postoji jednakost da je:

g (A)= 8, (4) + ANA4) (1)

S druge strane on smatra da se komponenta gravimetriskog odstu-
panja vertikala u nekoj tacki A sastoji iz dva dela, i to:

Vg (A) =g (AE)+ de (AZ7) (2)
gde:

#g (AX) — oznafava gravimetrisku komponentu odstupanja vertikala
sa podru¢ja T gde su anomalije teZe dobro proucene i

g (AY’) — oznacGava gravimetrisku komponentu odstupanja vertikala
sa podruc¢ja X' a koje se nalazi izvan podruéja X , i pred-
stavlja uticaj dalekih zona, pa je njen uticaj na s(4) u
odnosu na uticaj iy (A X) prilicno mali.

Neka su gravimetriska odstupanja vertikala u tadkama A i B sra-
¢unata samo na osnovu lokalnog gravimetriskog premera na podruéju
Z i neka su ona #4(4Y) i lo(BX). Postavlja se sada pitanje kako
¢emo da odredimo gravimetrisko odstupanje vertikala u nekoj proiz-
voljnoj tacki D a koja se nalazi izmedu tacaka A i B.

Obrazujmo razlike:
Ug (4) — Bg (4%) i ¢ (B) — 94 (BZ)

u tackama A i B. Dobivene razlike nisu nista drugo do uticaj dalekih
zona u jovim tackama. S obzirom da su ovo male veli¢éine mozZemo
predpostaviti da se one pri prelazu od tacke A na tadku B linearno
menjaju. Drugim re¢ima ovde mozemo da primenimo sli¢an postupak
koji je primenio Nithammer na meridijanu sv. Gothardt prilikom
interpolacije odstupanja vertikala za medutacke iz razlika »opazanih
1 sracunatih« odstupanja iz uticaja masa, tj. imamo:

A AEr-40r)
S
| 1} ’
_ 4,«,*,%,*’(3“
b -8

9, (D) = 9, (AZ)+ 42 [s, (BE') — 95 (4%) ] + 9% (D2) + 2%(D)  (3)
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S obzirom na ono &to je rec¢eno za (1) i (2) imamo:

9 (AZ) =V (4A) Vg (AZ) == 9a(4) — Af (A)— g (AZ)
9, (BY") = 94 (B) — 9 (BZ) = 94 (B) — A (B)— ¥¢ (BI)

pa jednacdina (3) dobija oblik:

b, (%) - [ﬁﬁmtm +ADy )|+

. D -
+[&.,»\D“—>——Ag&gf-4‘~ —‘-}%ﬁg(BZ)]+
+[A~‘>un—§§mm—i§ Aﬂ(B)] (4)

U izrazu (4) su svi ¢lanovi sa izuzetkom poslednjeg poznati. Ovaj
poslednji ¢lan kod odstojanja AB od 100—200 km ima neznatnu vred-
nost i stoga moze da se zanemari.

Ako se sada predpostavi da se uticaji dalekih zona menjaju line-
arno ne samo izmedu dve astronomske tacCke veé¢ takode u Citavom
podruéju ¢ onda te uticaje mozemo da predstavimo jednom linear-
nom funkcijom lod koordinata x i y tj. (¢ i ), atko imamo da je:

9, (M) + A¥(M) = Ax+ By +C (5)

gde su:
A, B i C konstantne veli¢ine.

MoZemo se uveriti da ako uzmemo u obzir da je:
Bg (MZ) - AD(M) = $, (M) ¥, ()

tada je desna strana jednacine (5) poznata za sve tacke sa poznatim
9,. Sa tri tadke na kojima su poznata astronomska odstupanja verti-
kala a koja ne leze na istoj pravoj moguce je odrediti nepoznate kon-
konstante A, B i C. U koliko bi broj tacaka sa poznatim astronomskim
odstupanjima vertikala bio veéi dobili bismo prekobrojan broj jedna-
dina tako da bi koeficijenti A, B i C mogli da budu odredeni po me-
todi majmanjih kvadrata iz jednaCina oblika:

Ax + By + C =9, (M) — 9 (MZ) (6)

Iz svega 5to je gore refeno jasno proizlazi da je mogucénost dobi-
janja oblika geoida jednovremenom primenom astronomsko-geodet-
skog i gravimetrijskog materijala time ostvarena.
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Sa interpolovanim vrednostima za odstupanja vertikala treba sada
uéi u poznatu jednaédinu za odredivanje izdizanja geoida iznad usvo-
jenog elipsoida. Ali umesto da za svaku proizvoljnu ta¢ku D na liniji
AB. sratunavamo interpolovanu vrednost odstupanja vertikala, mo-
Zemo da sprovedemo numeriéku integraciju po formuli:

B
AN = lal (D) dl (7
A

Tako cemo vrednost ovoga integrala neposredno da sra¢unamo preko
#; (A) i #, (B) i preko rasporeda anomalija teze u podruéju =, U ovom
integralu D je varijabilna ta¢ka koja prolazi sve vrednosti od A do B,
a dl je linearni elemenat duzi AB.

Posle zamene jednadine (3) u jednadinu (7) i isprovedene inte-
gracije dobijamo izraz
AN =1/8g(AX) + 9 (BX)/ + ANx + AN, (8)
gde je:

ANy — geoidna visinska razlika tacaka A i B, sracunata na osnovu
anomalija teZe na podrucju

ANO — visinska razlika izmedu referenc elipsoida i gravimetriskog
normalnog sferoida na duzini AB.

Jednacina (8) s obzirom na (1) i (2) moze da bude napisana i u
obliku:
AN = [3, (A) — 9¢ (AZ) — AH(A) + A 9, (B) — 9 (BX)— A¥B)] ' 1 + ANy
T 4% = [3a (A) + 9a (B)] 1+ {ANx —1[9, (AZ) 4 9 (BD)]} + {AN,
1[A%(A) + Ad(B) 1} (9)

U prvom ¢lanu jednaine (9) Kkoristi se rezultat uobidajenog
»astronomskog nivelmana« sa linearnom interpolacijom astronomsko
geodetskih odstupanja vertikala. Drugi ¢lan, koji zavisi od rasporeda
teZe, predstavlja gravimetrisku popravku za astronomski nivelman.
Treci €lan sadrzi razliku dve velidine, i on je toliko mali da moze da
bude u daljem zanemaren.

Sada posmatrajmo drugi ¢lan koji smo nazvali gravimetriska po-
pravka za atronomski nivelman i koju ozna¢imo sa AN

AT\T—‘—AN\‘—I-'{? (J\E)-{-ﬂ( }.'.) Z (10)
= g g
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U ovoj jednaéini zamenimo sada prvi ¢lan sa razlikom visina N u tac-
kama A i B srac¢unatih po Stoksovoj formuli a u drugom ¢lanu zame-
nimo izraze za odstupanja vertikala odgovaraju¢om formulom za nji-
hovo sradunavanje po Vening—Majnesu. Ovako dobijen izraz je vrlo
komplikovan i nepodesan za matematicko iskoristavanje jer u njemu
figurisu dva polarna koordinatna sistema sa polovima u tackama
A i B.

Nastaje sada pitanje, koji koordinatni sistem je najcelishodnije
da se uvede kod integracije. Posle niza istrazivanja kaze Molodenski,
izbor je pao na jedan Krivoliniski koordinatni sistem. On se sastoji iz
sistema konfokalnih elipsi i hiperbola, u odnosu na polove A i B. Kao
§to je poznato u ovom koordinatnom sistemu koordinatni elementi
sa¢injavaju jedan ortogonalan sistem.

Interesantno je sada videti §ta o ovome problemu kaze Arnold [2].
Jednim elegantnim izvodom Arnold nas vodi do onog istog rezultata
koji nam je pokazao Molodenski. Naime on odreduje jedanput geoidne
undulacije iz astronomskih odstupanja vertikala i. u odnosu na re-
ferenc elipsoid i u pravcu geoidnog profila, po formuli:

B
A Ne = ’. ledS (1)
J A

a drugi put iz gravimetrijskih odstupanja vertikala hs, KOja se odnose
na opsti Zemljin elipsoid :

"B
&\Ng=—’ A, dS (12)
4

pa zatim zadrzavajuéi samo formalno istu tacnost, postavlja jed-
nakost:
B

*B
AN, = ’_\lgdS%—’ (~}-lg-—le)d5 (13)

J A
ili

B
ANe=ANg+ | (+2e—2)ds (14)
J A

Integrand ( A, —A, )menja se duz duZi AB = S vrlo malo, tako da
mozemo priblizno da stavimo:

&Ne:&Nz‘i';S-" kg—l:)a‘k()‘z_l:)g/
ili i
¥

1 :
L\Ne=/_\Ng+2S(1,—A p lga)—z

S (153 3 ).eB) (15)
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* Ovaj izraz je potpuno indentiéan sa izrazom (9) koji je izveo
MolodenskKi.

Arnold dalje postupa isto kao i Molodenski, stavlja naime da je

SPL it .
AN= AN¢ + '2'(SY:A + ¥en) (10a)

pa izraz za A N izrazava kao razliku geoidnih undulacija u A i B ti.
stavlja da je:

A Ng = Ng—Na

1
Dalje se — S uzima za jedinicu duzine, a veli¢ine N i Lg Zamenjuju
2
odgovarajuéim izrazima Stoksa i Vening—Majnesa pa se posle sredi-
vanja dobija:

7 | 1 CcoS (L cos B

S Lk 2 i _ 16)
AN 2Gn” Ag[me YaR T ($aR) (%RJ‘]dF :

Vec¢ smo videli da je za integraciju ovoga izraza Molodenski pre-
porucio da se uvede jedan sistem konfokalnih elipsi i hiperbola, u
odnosu na polove A i B. Medutim Arnold u ovom sluc¢aju predlaze da
koordinantni sistem sacinjavaju dva snopa ortogonalnih krugova. On
ukazuje dalje da ce izborom konfokalnih elipsi i hiperbola za koordi-
natni sistem, postojeéi povriinski elementi biti delimi¢no ogranideni
hiperbolama a delimiéno elipsama i da ekstremne veli¢ine radijus
vektora ove ogranicavajuce linije imaju odnos 1:2, kod krugova na-
protiv iznosi ovaj odnos 1:1. [3].

Kod ra¢unanja gravimetriskih popravki AN za astronomski nivel-
man primeni¢emo sli¢an postupak kao kod radunanja gravimetriskih
odstupanja vertikala. Na anomalne karte bicde postavljena oleata sa
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izvudenom mrezom. Za svaki povrSinski element mreZe bice inter-
polovana srednja‘anomalija. Mreza na oleati treba da bude tako iscr-
tana, da svaki povrsinski elemenat na AN izvrsi isti uticaj. Dakle za
sabiranje se koriste samo interpolovane anomalne vrednosti Ay i
suma se pomnozi sa jednim odredenim faktorom, za dobijanje vred-
nosti AN.

U 1958. godini [4], Arnold daje poboljsanje svoje veé ranije izve-
dene formule:

AN= --és[ X, )A-:— 8 )B]+ A Nyyr-+-58 [(19“);*' (‘05)-}-

+ao—sl() ¢ () JopelSled, F ol ] o

2

Prvi ¢lan na desnoj strani jednacine (17) predstavlja uobicéajenu for-
mulu za astronomski nivelman, drugi i trec¢i ¢lan predstavljaju gravi-
metrisku popravku astronomskom nivelmanu, dok 4, 5 i 6 ¢lan pred-
stavljaju odgovarajuce popravke zapreciznu teoriju geoidnih undula-
cija i odstupanja vertikala.

Treba naglasiti da se kod primene jednacine (17) koriste anoma-
lije slobodnog vazduha, §to predstavlja veliku prednost u odnesu na
ranije izvedene formule.
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