GRADSKE I RUDNICKE TRIGONOMETRIJSKE MREZE
: KAO NAKNADNO OPAZANE MREZE

Doc. Jovan STEVANOVIC, dipl. inZz. — Bor*

Postojeca drzavna trigonometrijska mreza je namenjena opste drzavnom pre-
meru razmere 1:2500, iz dega proizilazi njena ta¢nost kao i druge karakteristike
ove mreze. Medutim, u izvrsnim manjim podruéjima, kao $to su gradovi, novo
otvoreni rudnici i novo formirana velika industrijska preduzeca, u kojima inten-
zitet tehni¢ke izgradenosti zahteva planove razmere 1:500, namece se potreba taé-
nije geodetske podloge no 3to je drzavna trijangulacija. Kako pak prateda izgradnja
novo otvorenog rudnika, odnosno industrijskog preduzeca, vrlo brzo dotiéno po-
druéje pretvara u vede naselje sa svim karakteristikama grada, opravdano je
razmatrati samo problematiku trigonometrijskih mreza gradova, pa zakljuéke pro-
Siriti na sve ostale naknadno opaZene mreze.

Gradska trigonometrijska mreza, kao nosilac detalja u razmeri 1:500, a desto
i kao podloga za reSavanje razli¢itih tehnickih problema analitickim metodama,
treba svakako da bude odredena sa visokom ta¢noséu, a u zavisnosti od situacije,
nekad i sa najveéom moguéom taénodcéu, koja se pri datim uslovima moze postiéi.
Pravilnikom za gradski premer je, u skladu sa potrebama, reguilsano pitanje taé-
nosti gradskih trigonometrijskih mreza, a pri svemu tome je najvaznija ¢injenica
da je grani¢na vrednost velike poluose elipse greSaka, odnosno polozajna greska
u gradskoj trigonometrijskoj mrezi, znatno smanjena u odnosu na poloZajne gre-
Ske tadaka drzavne mreze,

S druge strane ovakva tacnija gradska mreZa mora biti oslonjena na drzavnu
mreZu. Grad se nalazi negde na drZavnoj teritoriji, u svim vidovima kontaktira sa
svojom okolinom, pa je neophodno da se sa zadovoljavajuéom taénodcu poznaje
odnos grada i njegove okoline. Medutim, oslanjanje taénije mreze, u ovom sluéaju
gradske mreZe, na drzavnu mreZu, koja je, kao &to smo videli, manje ta¢nosti, ni
u kom slu¢aju nije jednostavan problem, a u nasoj struénoj geodetskoj javnosti
sve viSe preovladuje miSljenje da ne treba smatrati, da je on definitivno regen
postojeéim pravilnikom za gradski premer.

Na osnovu iskustva ste¢enog na nizu opaZanih i izravnatih gradskih trigono-
metrijskih mreZa, uoéeno je da pravilnikom predviden na¢in razvijanja i izravna-
vanja gradskih trigonometrijskih mreZa, ne obezbeduje onu taénost koordinata
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trigonometrijskih ta¢aka, koju bi bilo mogucde posti¢i na osnovu terenskih poda-
taka, dobivenih savremenim metodama rada i instrumentima. Srednja greska
pravca nakon izravnavanja je znatno veca no Sto bi trebalo ocekivati s obzirom
na kvalitet obavljenih terenskih merenja. Ovo se opravdano pripisuje, za ovu svrhu,
nedovoljnoj taénosti odredivanja tacaka visih redova. MoZe se reci da tafnost sa
kojom su odredene koordinate tataka visih redova, predstavlja neku vrstu barijere
u postizanju vede tadnosti pri odredivanju koordinata tacaka gradske trigonome-
trijske mreZe, ako se razvijanje i izravnavanje obavlja postupkom koga predvida
Jpravilnik.

Druga strana problema je obimnost terenskih poslova, koje treba obaviti,
pri vezivanju gradske trigonometrijske mreZe za trigonometrijske tacke prvog i
drugog reda, naroé¢ito kod manjih gradova.

U #elji da se dode do takvih metoda rada kod kojih nece greSke drzavne
trigonometrijske mreZe uticati na kvalitete gradske mreZe, odnosno sa kojima bi
se radovi na gradskim mrezama sveli na manju meru, a samim tim i cene koStanja
gradskih trigonometrijskih mreZa snizile, u slededem su razmatrane metode ko-
jima bi se to moglo posti¢i. Da bi prva od predloZzenih metoda imala teoretsko
opravdanje, neophodno je bilo prvo razmotriti problem ta¢nosti odredivanja tri-
gonometrijskih tacaka raznih redva u drZzavnoj mrezi.

TAGNOST TRIGONOMETRIJSKIH MREZA RAZNIH REDOVA

Kao &to je poznato merilo taénosti izravnate mreZe prvog reda je srednja
greika pravea nakon izravnavanja, koju ¢emo obeleziti sa m. Za razliku od mrezZe
prvog reda, koja se izravnava kao sistem trouglova odjednom, ta¢ke mreza ostalih
redova se odreduju umetanjem odnosno presecanjem. Pokazatelji ta¢nosti u ova-
kvim slu¢ajevima su srednja greika merenog pravca nakon izravnavajna i srednje
greSke koordinata m_i m, . Ne ulazedi u pojedinosti odredivanja ovih greSaka mo-
7emo reéi da srednja greska pravca zavisi od ta¢nosti uglovnih merenja, am_im,
zavise od srednje greske pravea i od sklopa i broja pravaca od kojih se odreduje
trazena tatka. Ako su date tacke pravilno rasporedene po horizontu i ako se nalaze
na jednakim udaljenjima od traZene tacke, biée m_=m_, pa Ce elipsa pogreSaka
postati krug. Na osnovu srednjih greSaka m_1i m_ definiSe se srednje poloZajna
greSka m: '

2 2 2
m,=m_+m, A e b o e el i w

U literaturi moZemo nadi niz objasnjenja o racunanju svih gore navedenih
srednjih greSaka kao i izvesna tumacenja o sustini ovih gredaka. Medutim, mogu
se postaviti niz pitanja koja se odnose na koriséenje ovih greSaka pri oceni tac-
nosti veli¢ina koje dobijamo na osnovu koordinata trigonometrijskih tacaka, a to
su duzina i direkcioni ugao izmedu odnosnih ta¢aka, a posebno ako se radi o uda-
ljenim tatkama raznih redova. Isto tako je interesantan odgovor i na pitanje u
kakvom odnosu stoje, u smislu tadnosti odredivanja, tatke niZih redova prema
tadkama visih redova. Dali su tadke nizih redova odredene sa tako malom tac-
no&éu, zbog koje ne mogu biti koriséene za obavljanje taénijih radova? Odgovori
na ova pitanja bi uneli daleko viSe jasnosti u ovu problematiku ta¢nosti odredi-
vanja tadaka raznih redova, a u ovom radu su ti odgovori naroéito interesantni,
kao &to smo veé naveli, zbog problematike gradskih trigonometrijskih mreZa.
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ANALIZA TACNOSTI MREZE PRVOG REDA

Da bi smo mogli Sto vidnije istadi razne elemente od kojih sve zavisi tac¢nost
odredivanja tacaka raznih redova, u sledeéem razmatranju éemo Gesto koristiti
predpostavke, koje mozda nisu realne, ali koje ¢e biti od koristi pri analiziranju
problema tagnosti.

Kad se na osnovu tadaka prvog reda odreduju tacke drugog reda predpostav-
lja se da su koordinate ta¢aka prvog reda zanemarljivo malo pogresne u odnosu
na merenja obavljena za odredivanje ta¢ke drugog reda, odnosno da so une bez-
pogreSne. Realno to nije tako pa demo u analizi problema prvo poéi od predpo-
stavke apsolutno ta¢nih koordinata ta¢aka prvog reda, a posle toga analiziracemo
realan slucaj, kod koga su tacke prvog reda odredene sa odnosnim polozZajnim
greSkama.

Slucaj ako su koordinate tafaka prvog reda apsolutno taéne

Ako su koordinate tacaka prvog reda apsolutno ta¢ne, tada su vrednosti du-
Zine i direkcionog ugla izmedu dveju bilo kojih tadaka prvog reda dobivene preko
koordinata apsolutno taéne.

Ako se na bazi merenja za koja predpostavljamo da su apsolutno taéno obav-
ljena, srad¢una tacka drugog reda, svakako ce i njene koordinate biti apsolutno
taéno odredene. Vrednosti za duzinu i direkcioni ugao izmedu ove tadke drugog
reda i bilo koje tacke prvog reda bice isto tako apsolutno taéne, ako ih sraéunamo
preko koordinata. To isto vazi i za dve bilo koje tacke drugog reda, ako su odre-
dene na osnovu apsolutno taénih merenja.

Medutim, ako se na osnovu apsolutno taéno odredenih tacaka. prvog reda i na
osnovu realnih uglovnih merenja, koja su svakako pogreSna za neku veliéinu, sra-
¢una tacka drugog reda, tada de ona biti odredena sa srednjom greSkom pravea,

"

koju éemo obeleziti sa m” i srednjim greSkama koordinata m_ i m , na osnovu
kojih se mozZe dobiti srednja poloZajna greska m,=. (Posto éemo razmatrati ove
srednje greSke za mreZe raznih redova, to ¢emo pored ustaljenih oznaka u litera-
turi, stavljati indekse koji se odnose na red mreZe kojoj odnosna tatka pripada.)

Treba naglasiti da se formule kojima se dobijaju gore navedene srednje gre-
Ske za sludaj odredivanja taéke presecanjem odnose na ovaj poslednji razmatrani
sludaj.

Ako se radi o dvema tatkama drugog reda na bilo kom rastojanju, koje su
odredene na osnovu realno pogreSnih uglovnih merenja, sa srednjim poloZajnim
greSkama m,, 1 mi;p, vrednosti za duZinu i direkcioni ugao, koje su dobivene na
osnovu koordinata ovih tataka A i B, bice poznate sa slededim srednjim greskama:

2 2
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gde je D duZina izmedu odnosnih tadaka,
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DuZina i direkcioni ugao izmedu bilo koje od ovih tafaka na primer tacke
A i bilo koje tacke prvog reda, neka to bude ta¢ka C, biée poznati sa srednjim
greSkama:

2
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jer je poloZajna greSka tacke C jednaka nuli.

Slu¢aj ako su koordinate tacaka prvog reda realno pogresne

Naveli smo da je merilo taénosti mreZe prvog reda srednja greika pravca
nakon izravnavanja koju smo obelezili sa m. Posto se koordinate tacaka prvog reda
raéunaju na osnovu izravnatih uglova koji su svakako pogresni, to ée i koordinate
tacaka prvog reda biti pogresne. Pri razmatranju ovako pogresnih koordinata
moramo razlikovati dva pojma:

1. Koordinate su pogresne u odnosu na x i y osu. Pokazatelji ta¢nosti se od-
nose na duzine od apscisne odnosno ordinatne ose do odgovarajuce tatke. Ovako
definisane srednje gre$ke koordinata je teSko sracunati, a one bi bile funkcije
odnosnih koordinata.

2. Koordinate su pogresne i definisu tacku negde u blizini stabilizovane tacke
na rastojanju koje je okarakterisano polozajnom greskom m,, ali pod uslovom
da se koordinatni po¢etak nalazi u bilo kojoj susednoj tac¢ki prvog reda

Za nas je od najvedeg interesa ovaj drugi pojam ocene ta¢nosti u mreZi prvog
reda, jer je uglavnom preko njega vréi ocena ta¢nosti duzina u mrezi prvog reda.

Posle ovako definisane polozajne greSke m,, mozemo pri¢i oceni polozajne
gredke odnosno ta¢nosti duzine i direkcionog ugla izmedu bilo kojih tacaka prvog
reda. Predpostavimo radi jednostavnosti razmatranja niz tacaka prvog reda, koje
se nalaze na jednom pravcu, kako je dato na slici br. 1.

oO——O— o —— 0 —0 —0
A ! 2 3 n
Slika 1
Sve tatke A, 1, 2,..... n neka su odredene sa istim poloZajnim greSkama m,.

Prema svemu izlozenom, tadka A je odredena u odnosu na tacku 1 sa poloZajnom
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greskommp,ataéka1uodnosunatackqupetsamD,paéesobzirommjedna-
¢ine 2. i 3. biti:

Tacka 2 je u odnosu na taéku 1 odredena sa polozajnom greskom m,, a u odnosu
na ta¢ku A bi bila odredena sa poloZajnom greskom:

2 2 2 2
) ﬂlpg =m, 4 m, = 2r11rl ST Rl ST i T e iR N
Analogno lako dolazimo do zakljuéka da de tacka n biti odredena u odnosu na
tacku A sa poloZajnom greikom:
2 2
A = | Rt IR 0 g T R e
Tac¢ka A bi u odnosu na ta¢ku n bila odredena sa tom istom poloZzajnom greskom.
Ako predpostavimo da su duZine izmedu tadaka prvog reda medusobno
jednake, i ako njihovu vrednost obelezimo sa d;, a duZinu izmedu tafaka A i n
sa D, bice:
D= ﬂd] . . . . . . . . . 10
odnosno
D

n=—-——
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d,
pa dobijemo zamenom u jednaéini 9) da je poloZajna greska:

m,
mﬂpnz_..._D 12
d,
odnosno
m'“
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Opet s obzirom na jednadine 2) i 3\ dobijemo:

m9
P
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Ako tac¢ke nisu u praveu, ocens tadnosti ée biti svakako komplikovanja, ali u
ovom radu zadovoljiemo se samo ovim orijentacionim razmatranjima.
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ANALIZA TACNOSTI MREZE DRUGOG REDA
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lizi moZzemo razmatrati dva slucaja:

1. Mjerenja potrebna za odredivanje tatke drugog reda su apsolutno taéno
obavljena \

2. Merenja su opterecena odnosnim greskama

Sluéaj apsolutno taénih mjerenja
Neka su tadke prvog reda odredene sa srednjim polozajnim greSkama m'y.
Na osnovu ovih tadaka i apsolutno ta¢nih merenja dobidemo koordinate tacke
drugog reda sa izvesnom tanoScéu. Svakako je interesantne da ustanovimo u kak-
vom odnosu stoji poloZajna greSka tacke drugog reda u odnosu na poloZajne
greske tacaka prvog reda, pa da iz toga izvucemo zakljucak o uticaju greSaka
datih tacaka na ta¢nost novoodredene tacke.

Slika 2
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Svakako je ovaj sludaj apsolutno taénih merenja nerealan sluéaj, te se kao
takav ne moZe na jednostavan nadin razmatrati kroz prizmu postojeéih mogucénosti
ocene ta¢nosti, pa éemo ga, radi pojednostavljivanja problema, razmatrati u dva
vida,

a) Neka su date tacke prvog reda 1.2,..... 12, i neka su sve odredene sa istim
poloZajnim greskama.

Na sl. br. 2 su sa 1, 2, i 3 obeleZene stabilizovane tacke, a sa 1, 2’ i 3 tadke
koje su definisane koordinatama. Treba odrediti koordinate ta¢ke T. Predposta-
vicemo da su direktno merene koordinatne razlike:

AX{, AYy, AX7, AYS, AXT, AYT.

S obzirom na osnovnu predpostavku smatramo da su ove koordinatne
razlike apsolutno tano izmerene. Ako na osnovu koordinata ta¢ke 1 sradunamo
koordinate ta¢ke T, dobidemo tacku Ty, koja u odnosu na stvarni polozaj tacke
T odstupa za istu vrednost i u istom smeru, kao 5to 1’ odstupa u odnosu na tacku
1. Podto su koordinate tadke 1 odredene sa srednjom polozajnom greskom m’,
to bi i koordinate, koje defini&u T, bile odredene sa srednjom greskom m’,. Ako
ne bi imali viSe elemenata za odredivanje tacke T, taékom T, bi ona bila odredena
u odnosu na sve susedne tatke oko tacke 1, pa i u odnosu na tacke 2 i 3 sa istom
poloZajnom greikom kao i tacke prvog reda. Medutim ako na koordinate taéke
2 dodamo koordinatne razlike, dobidemo tadku T,, odnosno preko tadke 3 dobidemo
tatku T;. Sve Sto smo rekli za tadku T, odnosi se i na tadke Ty i Ty. Svakako de
biti najlogi¢nije da se za definitivne koordinate usvoje one, koje su aritmetiéka
sredina koordinata tacaka T,, Ts i Ts, a koje bi definisale ta¢ku T’. Srednja greska
svakog pojedinog odredivanja je m’,, pa, ne ulazeéi dublje u ovu problematiku,
mozemo re¢i da bi srednja polozajna greska tacke T, po pravilu aritmeti¢ke
sredine, bila:

m .
MPT - 3p' . . . . . ] ' ] ’ 16

Ostaje nam jo§ da objasnimo smisao ove poloZajne gregke pT» POSto smo
ranije istakli relativnost ovako definisanih poloZajnih greSaka m’,. Tadka T je
dobila definitivhe koordinate koje definiSu tacku T". Ova taéka odstupa od tacke T
za vrednost koja je okarakterisana ploZzajnom greskom m,y, ako bi koordinatni
pocetak bio u bilo kojoj tadki 1, 2 i 3, odnosno u nekoj od susednih ta¢aka datih
na slici. Kao Sto vidimo, polozajna greSka m ;. je manja od polozajnih gresaka
tacaka prvog reda u odnosu na rastojanja, koja su vedéa od duzina strana prvog
reda.

Nije nam zadatak da detaljno analiziramo ovaj slucaj, jer se, bar do sada,
nisu koordinate trigonometrijskih taéaka odredivale na ovaj naéin, ali nam on na
najjednostavniji naéin ukazuje da dée novoodredena tacka biti znatno taénije
odredena no date tagke, ako su greske merenja zanemarljive i ako se tom prilikom
koristi veéi broj datih tacaka.

b) Neka su opet date tacke odredene sa poloZajnom greskom m’,. Na osnovu
datih tacaka i uglovnih merenja, koja su po predpostavci obavljena apsolutno taéno,
treba odrediti tacku T. Na slici br. 3 su istiniti polozaji datih tacaka obeleZeni sa
: v B 12, a tacke koje su definisane odnosnim koordinatama sa 1'2',...,,,12,
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Na tadkama 1, 2, 3 i T su opaZzani pravci, koji kao apsolutno taéni udovoljavaju
svim potrebnim fiziékim uslovima. Na osnovu ovih pravaca treba uobic¢ajenim
postupkom, na osnovu koordinata datih tadaka, sradunati koordinate tacke T i
izvriiti ocenu tadnosti ovih koordinata.

Srednja greSka merenog pravca u ovom sluaju je jednaka nuli. Medutim,
ako postoji potpuna usaglaSenost merenih pravaca sa stvarnim poloZajem tacaka,
svakako neée mereni pravei biti u skladu sa tackama koje su definisane koordi-
natama datih tacaka. Ako se na problem gleda kroz prizmu odredivanja tacaka

Slika 3

presecanjem, i pored toga $to je realna greSka merenog pravca jednaka nuli, zbog
éinjenice da su koordinate datih tacaka polazni podaci sa kojima operiSemo,
moZemo smatrati da su tacke 1', 2',... te tacke koje su u datom sluéaju interesan-
tne, a da su mereni pravei u odnosu na ove tacke pogresni. MoZe se, na primer,
stvar tretirati u obliku da su i instrumenat i signali bili ekscentriéni za vrednosti
okarakterisane srednjom greSkom m'’,, pa da su zbog toga i opaZani pravci uslovno
pogresni za veli¢inu, koja proizlazi iz ove ekscentricnosti. Na ovja naéin biée ap-
solutno taéno opazani pravei na kraju ocenjeni, kao da su mereni sa srednjom
greskom, koja je posledica pogresnosti koordinata datih tacaka.
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Ta¢ka T bide izravnata na osnovu spoljnih i unutra$njih pravaca. Kako se
pri orijentisanju pravaca koriste vise datih tadaka, bide spoljni pravei znatno taé-
niji od bilo kog direkcionog ugla izmedu datih tadaka. Nije tako jednostavno
analizirati kona¢nu ocenu ta¢nosti ovog slu¢aja, ali se svakako moze tvrditi da e
tacka T biti odredena sa vedom taénodéu, no §to su odredene date tacke. U sluéaju
razmatranom pod a) to je bilo sasvim oéigledno, a u ovom sluéaju, zobg kompli-
Kovanije prirode problema, nije mogucée problem interpretirati u jednostavnoj
formi, a detaljna analiza bi nas odvukla od centralnog problema koga razmatramo.
Prema ovome i ako nismo dali nikakav izraz, kojim bi se moglo kvantitetno pro-
ceniti poloZajna greSka novoodredene tacke, smatram da moZemo tvrditi, s obzi-
rom da se ona odreduje na osnovu niza prekobrojnih podataka, da ¢e ona biti
odredena tacnije od datih tacaka. Efekat ovih prekobrojnih podataka je povecanje
tacnosti definitivnih koordinata, a to znaéi izvesno eliminisanje greSaka koordinata
datih tacaka.

Sluéaj poegreinih uglovnih merenja

Postojece formule za ocenu taénosti prilikom odredivanja tadaka prese-
canjem, odgovaraju slucaju apsolutno taénih koordinata datih tadaka i realno
pogresnim uglovnim merenjima. Medutim, kako taj sluéaj u praksi nije zastupljen,
mozemo odmah podvuéi da su srednje greske m, m_im, koje dobijamo nakon
izravnavanja tacke, komponentalno sloZene iz dela koji je prouzrokovan netad-
noScu datih koordinata i dela koji je prouzrokovan grefkama merenja, kjoa su
obavljena za odredivanje nove tatke. Deo poloZajne greSke prouzrokovan netad-
no¥éu datih koordinata bide, pri koriséenju tri ili vise datih tacaka, manji no sto
su poloZajne greske datih tadaka. Ovo smanjenje zavisi od broja datih tadaka ko-
riS¢enih za odredivanje nove tadke, a §to je vife datih tadaka kori&éeno za orijen-
tisanje pravaca, odnosno Sto je viSe datih tadaka od kojih se odreduje nova tacka,
bice i ovo smanjenje poloZajne greske novoodredene tadke vede.

Rezultujuéa polozajna greSka, ¢ija se vrednost dobija pri izravnavanju tacke,
zavisi od obeju gornjih greSaka. Minimalna vrednost rezultujude greSke bice u
sluéaju da su pravci apsolutno taéno opazani i tada je novoodredena tadka odre-
dena tacnije od datih tacaka. Medutim, kako su mereni pravei svakako pogresni,
to ce i rezultujuca grefka biti uvek veéa od svoje minimalne vrednosti. U zavis-
nosti od povecanja greSaka merenja, rezultujuéa poloZajna greSka novoodredene
tacke moZe biti manja od polozajnih greSaka datih tacaka, jednaka polozajnim
greSkama datih ta¢aka ili veé od njih.

Poseban problem ovog sluéaja je ocena tacnosti duZine i direkcionog ugla
izmedu datih i novoodredene taéke. Na prvi pogled po&to imamo poloZajne greske
m’, i m”, potrebno je samo da primenimo jednaéine 2. i 3. Ali ovde se mora imati
u vidu okolnost da se koordinate novoodredene tatke odreduju na osnovu koordi-

nata datih tacaka, pa je polozajna greska m;; delom posledica pogresnosti koordi-
nata datih tac¢aka. Novoodredene koordinate su u korelaciji sa datim koordina-
tama, pa zbog toga ne smemo, pri oceni ta¢nosti duzine i direkcionog ugla, koristiti
gore navedene poloZajne greSke bez izvesnog predhodnog razmatranja problema.
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Na osnovu ranijih izlaganja, dosli smo do zakljutka da su posledice pogres-
nosti koordinata datih tadaka, gledano kroz prizmu ocene taénosti odredivanja
tadaka presecanjem, uglavnom takve, kao da su samo uglovi pogresni i zbog gre-
gaka merenja i zbog gresaka datih koordinata.. Rekli smo da se moZe smatrati
da su uglovi mereni, ne izmedu stabilizovanih tataka, veé izmedu ta¢aka definisa-
nih odnosnim datim koordinatama. Greske datih koordinata su, postupkom ocene
taénosti kod presecanja, metamorfisane u greSke merenja uglova, pa se moZe sma-
trati da se ocena taénosti vrii na osnovu tadaka definisanih koordinatama, koje
su u odnosu na sebe same bezpogresne. Pod ovim uslovima se moZe vrSiti ocena
ta¢nosti duzine i direkcionog ugla izmedu novoodredene tacke i date tacke defini-
sane koordinatama, jednadinama 2. i 3, smatrajudi da su tacke definisane koordi-
natama bespogreSne. Medutim, duzina i direkcioni ugao izmedu realne stabilizo-
vane tacke i novoodredene tacke bide pogresni jos i zbog nepoklapanja tacke defi-
nisane datim koordinatama i odnosne stabilizovane tacke. Znamo da je ova greSka
m,, ali pod ranije odredenim uslovima. Sada ona zbog navedene korelacije nece
ostati ista, ve¢ ¢e biti neSto smanjena. ObeleZimo sa m’, ovu novu vrednost polo-
Zzajne greske datih tadaka, koja ¢e da izrazava nepoklapanje koordinata datih ta-
taka sa stabilizovanim ta¢kama, ali ne u odnosu na ostale date tacke prvog reda,
veé u odnosu na novoodredenu tacéku. Sada mozZzemo pisati, koriste¢i jednaéine
2.13., da je:

i) £l 4 7 VRN L O ) e TR

Drugi deo problema bi se sastojao u tome da odredimo ¢emu je jednaka
ova vrednost m’,. Treba odmah podvuéi da ne raspolazemo pogodnim nac¢inom,
kojim bi mogli da odredimo poloZajnu greSku date tatke u odnosu na novoodre-
denu. Zbog toga ¢emo proceniti vrednost m’', na osnovu izvesnikh okolnosti, koje
proizilaze iz prirode problema, premda odmah naglasavamo da ova procena nece
bazirati na strogim dokazima, pa kao takva nede ni biti strogo realna. Pre svega,
poloZajna greska date tadke prvog reda u odnosu na traZenu tacku mozZe biti
samo manja od poloZajne greSke date tatke u odnosu na ostale date tatke. Jedino
ako bismo iskoristili vrlo mnogo datih tacaka, faktor korelacije bi se smanjio,
pa bi se moglo smatrati da je m', = m’;,- Medutim, sa manjim brojem tacaka koris-
éenih pri odredivanju nove tacke, faktor korelacije je znatan, pa je m’, svakako
manje od m’, Kako je brojna vrdnost poloZajne greke novoodredene tacke u
nasoj drzavnoj mrezi uglavnom nesto manja od brojne vrednosti polozajnih gre-
Saka datih t.aéai:a, to éemo smatrati da je polozajn agreSka rr;',, priblizno jednaka
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polozajnoj greSki novoodredene tadke m'P, Strogo uzevii ova jednakost neée po-
stojati, ali u nedostatku drugih moguénosti za odredivanje vrednosti za m
zbog neophodne potrebe da poznajemo, kako poloZajnu greSku novoodredene taéke
u odnosu na date tacke, tako i polozajnu gresku date tadke u odnosu na novo-
odredenu, usvojiéemo za dalja razmatranja ovu jednakost. S obzirom na ovo do-
bijamo da je:

TACNOST MREZA OSTALIH REDOVA

Sve 5to smo naveli za realnu mreZu drugog reda, tj. za mreZu drugog reda
koja se oslanja na realno pogresnu mrezu prvog reda, odnosi se i na mreze ostalih
redova. Tacke mreZe ostalih redova odredjuu se presecanjem. Merilo taénosti nji-
hovog odredivanja je poloZajna greska. Na osnovu obrazloZenja u prethodnom
odeljku smatracemo da su date tadke poznate sa istom polozajnom greskom u
odnosu na novoodredenu tacéku, sa kojom je novoodredena tadka oderdena u od-
nosu na date tacke. Opet napominjemo da ovakva postavka ne bazira na strogom
dokazu, ve¢ na izvesnim razmatranjima, koja kao takva omogucuju ovakvu po-
stavku, ali ne isklju¢uju i drugu mogucénost. Medutim, kako cela ova ovde raz
matrana problematika realne ocene ta¢nosti izmedu udaljenih tadaka raznih re-
dova, predstavlja jako delikatno podruéje za razmatranje, a kako je cilj ovog rada
ukazivanje da nije opravdano smatrati da su tacke nizih redova odredene sa tako
slabom ta¢no$cu, zbog koje ne mogu da budu koriséene za izvesne tacénije radove,
to éemo se u ovom sluc¢aju zadovoljiti sa gornjim obrazloZenjem.

TACNOST DUZINE I DIREKTNOG UGLA IZMEDU UDALJENIH TACAKA
RAZNIH REDOVA

Jednac¢inama 2. i 3. moZemo dobiti srednju greSku duZine odnosno direkcio-
nog ugla izmedu dveju tacaka, ako poznajemo njihove apsolutne poloZajne greske.
Istim ovim jedna¢inama se moZemo posluziti, ako poznajemo polozajnu gresku
jedne taCke u odnosu na drugu i obrnuto. Prema svemu ovome, ako smo u stanju
da odredimo polozajnu greSku tacke A, koja pripada nekom redu, u odnosu na
tac¢ku bilo kog reda B, kao i polozajnu greiku tacke B u odnosu na taéku A, tada
nam nije tesko da izradunamo sa kojom ¢e se srednjom greskom dobiti duzZina
i direkcioni ugao izmedu tacaka A i B. Pretpostavimo na sl. br. 4 niz trigonome-
trijskih tacaka reznih redova koje se, radi jednostavnosti razmatranja, nalaze na
jednom pravcu.

d oy .
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Slika 4
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Tadke 1, 2 i 3 pripadaju prvom redu, 4 i 5 drugom redu, 6 i 7 tredem redu, a 8
detvrtom redu. S obzirom na sve ranije refeno mozemo pisati:

- TG _ 2 L m2 g 2 | 2 Nre 1l
mps.t. i mps.'r _} m.-?.s =F m'p5.1 "+ mp:.z E‘ mpz.l + mpu i‘ mm.o 4
odnosno:

m g =M, ) ,

S obzirom na to koje tacke pripadmaju kom redu, a uz pretpostavku da su sve
tacke istog reda odredene sa istim srednjim polozajnim greSkama, mozemo pisati:

2 o 12 "we . b 8 LY . . . o . . .
mns‘h_zmp—}—Zmp}er P*—m j ' i
a u opstem slucaju:

2 2 L2112 ey o TTh)
mpmnnimrp—{—nm p-|—n3m - %—n4m < 24

gde je sa n; obeleZzen ukupan broj strana prvoga reda izmedu tacaka A i B, sa
n, ukupan broj strana drugoga reda itd. Ako duzinu strane prvog reda obelezimo
sa d;, a ukupnu duzinu strana izmedu tataka prvog reda sa D;, duZinu strane
drugog reda sa d,, a ukupnu duzinu strana drugog reda sa D,, duZinu strane tre-
éeg reda sa dg, a ukupnu duzinu strana treceg reda sa Dy i na kraju, duZinu rstane
detvrtog reda sa dy, a duzinu strana cetvrtog reda izmedu odnosnih tadaka sa Dy,
imacemo da je:

Di
B
1 d1
S
2 d,
D3 , , 25
n,=— —
3 d,
D
n, = —d‘!
+
pa zamenom u jednadinu 24. dobijamo:
l: muz mn:; muuz
m?. . =_5D APy Xt ) poriie ) b VAR R S RS
pA.B d‘ 1 + d, 2+ da 3 d‘ 4
PoSto je m 3, = m,,p nije teSko dobiti da je:
My, p= Mp T 5 27
p
myB == m g L 28
A.
3 DA.B i
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USLOV JEDINSTVENE TACGNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH TACGAKA
SVIH REDOVA
Posmatrajuci jednadinu br. 26 koja izrazava poloZajnu grefku jedne tacke
bilo kog reda u odnosu na neku drugu, moZzemo uoditi da bi, u sluéaju da postoji
jednakost:

2 na LRLH LARE ]
m m m m
l:= P:.D____ P — K ; " ) ) : - » : : 29
dl d! d:; d‘ :
mogli izvuéi k* ispred zagrade, ¢ime dobijamo:
mpas = k*(Dy 4Dy + D, +D,) = k'Dy 5 Nate LTS 30
jer je:
B =R b DIk By L, e 8 e

Na osnovu ovoga zakljudujemo da polozajna greske, izmedu dveju tacdaka,
pod pretpostavkom da polozajne greske cdnosnog reda i odgovarajuce duzine stoje
u odnosima iskazanim jednadinom br 29, ne zavisi od reda ta¢aka preko kojih su
te dve krajnje tacke povezane, veé isklju¢ivo od rastojanja izmedu njih. Zbog
ovoga mozemo smatrati da uslovi iskazani jednaéinom br. 29 predstavljaju uslove
Jedinstvene ta¢nosti jedne trigonometrijske mreZe kao celine, a konstanta bi izra-
zavala kvalitet te trigonometrijske mreze.

Ako na osnovu podataka publikovanim u »Referatu o osnovnim geodetskim
radovima«, Beograd, 1953 god., o poloZajnim greSkama i prosednim duZinama

strana za mreZe raznih redova, sra¢unamo odnose m,, \'d dobijamo vrednosti date
u sledecoj tabeli:

Prosec¢na m -

Mreza duzina m, k=— .
strane d \'d D = 30 km
Osnovna mreza 2 reda 18 km 92 cm 2,106 il3 cin
Popunjavajuéa mreza 2 reda 13 » 64 » 1,78 98 »
Osnovna mreZa 3 reda 10 » 66 » 2,09 115 »
Popunjavajuéa mreza 3 reda &5 » 56 » 2,50 13,7 »
MreZa 4 reda 18 » 43 » 321 176 »

Na osnovu ove tabele mozemo zakljuéiti, da za osnovnu i popunjavajucéu
mreZu drugog reda, kao i za osnovnu mreiu treceg reda, postoje uslovi jedin-
stvene taénosti, jer se odnosi m,/)/d malo medusobno razlikuju. Popunjavajuca
mreZa treceg reda ima nesto manju ta¢nost, dok je mrea Getvrtog reda svakako
najslabijeg kvaliteta. Posto, pri razvijanju, opaZanju i izravnavanju mre?a raznih
redova, uslov jedinstvene tadnosti uopste nije postavljan, na osnovu gornje tabele
moZe se konstatovati iznenadujuée poklapanje odnosa m,/\/d a iz toga izvudi za-
kljutak da ne postoji narodito velika razlika u tadnosti za mreZe raznih redova
11 naSoj zemlji.

U zadnjoj koloni je sradunata poloZajna greika jedne tadke u odnosu na
drugu, koja je 30 km udaljena od nje, preko strana odnosnog reda. Na osnovu
ovih podataka zakljudujemo, da se poloZajna greSka izmedu dveju tadaka Cetvrtog
reda, dobivena preko tadaka detvrtog reda, ne razlikuje tako drastiéno od polo-
Zajne gresike dobivene preko tadaka drugog reda.
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NACINI RAZVIJANJA I IZRAVNAVANJA
GRADSKIH TRIGONOMETRIJSKIH MREZA

U uvodu su istaknute primedbe koje se odnose na pravilnikom predviden
nadin razvijanja i izravnavanja gradskih trigonometrijskih mreZa. Kasnije je, pri-
blinom analizom taénosti odredivanja trigonometrijskih tacaka raznih redova,
konstantovano da se za naSu drzavu moZe smatrati da su tacke svih redova odre-
dene priblizno sa istom taéno&cu, sa izuzetkom tacaka treceg popunjavajuceg i ¢etvr-
toga reda Cija je ta¢nost nesto manja. Medutim, za izvesne manje reone, u kojima
su tadke mreze tredeg popunjavajuceg i Cetvrtog reda odredene nesto taénije od
navedenog proseka, moze se smatrati da postoji jedinstvena tacnost odredivanja
tataka svih redova, ako tu taénost merimo jedinstvenim merilom.

U sluéaju da je u jednoj trigonometrijskoj mrezi zastupljena jedinstvena
taénost odredivanja tadaka svih redova, moZemo se zapitati da li je neophodno
da se za tadnije radove moraju koristiti samo tadke visih redova, odnosno zasto
se ne bi koristile i tadke nizih redova. Ako imamo razvijenu, izopaZanu i izravnatu
mre#u Getvrtog reda u reonu jednog grada, zaSto se ne bi mogla gradska trigono-
metrijska mreZa osloniti na ove tatke Cetvrtog reda, odnosno na sve tatke bez
obzira na red. Svakako da odgovor na ovo pitanje zahteva ogdovore i na niz dru-
gih pitanja, odnosno konkretan predlog, kako u tom slu¢éaju treba obaviti razvi-
janje, opaZanje i izravnavanje gradske trigonometrijske mreze.

Kada se radi o predlozima, koji ¢e u sledecéem biti izloZeni, odmah na podetku
treba ista¢i dve moguénosti:

1. U odnosnom podru¢ju je razvijena mreZa cetvrtog reda. Mreze trecdeg i
Zetvriog reda su zadovoljavajuceg kvaliteta. U ovom sluéaju se moze gradska
mreZa izravnati na osnovu postojeéih tataka u okviru reona grada.

2. U odnosnom podrudju je mreza Cetvrtog reda loSeg kvaliteta, ili mreza
nije razvijena, pa se svakako mora poéi od mreZa visih redova. U ovom slu¢aju
se mora, pri razvijanju mreZe, postupiti po pravilniku za gradski premer, ali izrav-
navanje mreZe treba obaviti tako da tacnost odredivanja tacaka prvog i drugog
reda ne utice na kvalitet gradske mreze.

I u jednom i u drugom sluéaju, potrebno je da medusobni odnos trigonome-
trijskih tadaka bude odreden sa najboljom moguéom taéno&éu s obziorm na date
uslove rada. Razlozi ove potrebe su istaknuti u uvodu, a da bi se udovoljilo ovoj
potrebi, treba definitivni medusobni odnos tacaka gradske mreZze u proSirenom
gradevinskom reonu odrediti nezavisno od datih tataka. Ovo se moZe postiéi tako
ito ée se mreZa u prodirenom gradevinskom reonu izravnati kao slobodna mreZa.
Ovo se mora imati u vidu jo% pri rekognosciranju i pravljenju plana opaZanja,
da bi se u ovoj gradskoj mrezi ostvarile takve veze, koje bi nakon izravnavanja,
uz kvalitetna terenska merenja, obezbedile zadovoljavajuéu tacnost odredivanja
medusobnog polozaja ovih tadaka. Da bi rastojanja izmedu trigonometrijskih ta-
daka bila izraZena sa zadovoljavajudom tafnoSéu u metarskom sistemu, odnosno
da bi se eliminisala moguénost da eventualna sistematska greSka duZine drZavne
trigonometrijske mreze dode do izraZaja u gradskoj mrezi, moZe se izmeriti u
okviru gradske mreZe jedna ili dve osnovice. Svakako ako se izmere dve osnovice,
pri izravnavanju gradske mreZe kao slobodne mreZe, treba u izravnavanje ukljuéiti
i osnovi¢ki uslov.
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Na osnovu svega proizilazi da bi izravnavanje gradske mre#e trebalo podeliti
u dve faze. Prva faza je odredivanje definitivnog medusobnog odnosa taéaka grad-
ske mreZe, izravnavajuéi je kao slobodnu mrezu. Ova faza je zajedni¢ka za oba
napred navedena sluéaja, a poSto je postupak izravnavanja slobodne mreZe do-
voljno poznat, na njemu se nedemo zadrzavati.

Kada se radi o drugoj fazi izravnavanja, tu moramo praviti razliku s obzirom
na napred navedene dve mogucnosti, pa éemo razmatrati sledece dve moguénosti
uklapanja slobodno izravnate gradske mreZe u drZzavnu mrezu.

UKLAPANJE SLOBODNE MREZE U DRZAVNI KOORDINATNI SISTEM
KORISTECI KOORDINATE SVIH TACAKA KOJE SU RANIJE ODREDENE

Ako je ranije razvijena i izravnata mreza éetvrtog reda zadovoljavajudeg kva-
liteta, jos prilikom rekognosciranja gradske trigonometrijske mreze, potrudiéemo
se da u novoj mrezi bude zastupljeno §to vise ranije odredenih tacaka. U ovom
slucéaju gradska trigonometrijska mreza treba da pokriva samo odnosno podruéje
interesantno za perspektivni razvoj grada, a opaZanjem treba da se povezu smo
tacke na tom podruc¢ju. Nakon opazanja i svih potrebnih predradnji, treba, kao §to
je receno, izravnati odnosnu mrezu kao slobodnu mrezu.

Posle ovoga treba ovakvoj mreZi sradunati koordinate to jest uklopiti je u
drzavnu mreZu koristeéi koordinate svih tadaka, koje su zajednicke za drzavnu
i novoformiranu gradsku trigonometrijsku mrezu. Ovo uklapanje treba obaviti uz
dva uslova:

1. Slobodno izravnata mreZa ne sme pretrpeti nikakve deformacije, to jest
duzine i uglovi, sraéunati na osnovu novodobivenih koordinata, moraju biti jednaki
odnosnim duzinama i uglovima slobodne mreZe, ako je merena osnovica, odnosno
mora postojati samo jednakost uglova a proporcionalnost strana, ako nije merena
osnovica.

2. Nove koordinate treba tako odrediti da slobodno izravnata mrea dobije
Sto bolju orijentaciju u drzavnom koordinatnom sistemu, odnosno da se detalj,
koji se oslanja na nju, §to bolje prilagodi detalju okoline grada, koji se oslanja
na drzavnu mreZu, a to ée se posti¢i, ako se nove koordinate odrede na osnovu
starih koordinata uz uslov da suma kvadrata otstupanja novih i starih koordinata
bude minimalna, odnosno da bude:

Zdy"; + Edx% = min. Tl A e (AN IE R L )

gde su d* i d* ; prirastaji starih koordinata, odnosno odstupanje novih od starih
koordinata.

Da bi se udovoljilo prvom uslovu, potrebno je postaviti niz uslovnih jedna-
¢ina nepromenljivosti strana i niz uslovnih jednaé&ina nepromenljivosti uglova. Ako
u mreZi ima n tafaka sa poznatim koordinatama, treba postaviti

Misr BBy . Wiy L eSenny S gl o 18

uslovnih jednac¢ina. Da bi objasnili naéin formiranja ovih uslovnih jednaéina, pred-
postavimo niz tadaka 1, 2,... 1 ... n, nove gradske mreZe, koje su ranije bile odre-
dene kao tatke bilo kog reda, ukljudujuéi i &etvrti red, odnosno &ije koordinate

poznajemo.
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Stare koordinate ovih tadaka nisu odredene sa dovoljnom taénoséu i zato demo
ih smatrati kao privremene koordinate. Na osnovu ovih koordinata mozemo naci

3

o

2
O
‘0'/

Slika 5
privremene direkcione uglove: u?, u®,,....... Mo Wt e B zatim duzine:
(; ST o Y TR et dici s1000- Treba naglasiti da gornji indeksi za direkcione

uglove, koje smo obelezili sa »u«, ne oznatavaju stepene. Na osnovu direkcionih
uglova, moze se u tacki »i« dobiti ugao:

o =u:_‘|— “ii 5 R W g U I e R R S

Na osnovu definitivnih pravaca A; po izravnavanju, moze se u tac¢ki »i« dobiti
definitivna vrednost ugla:

o am AV AVFAL 0 & v e el e B8

Ugao «;, mora pretrpeti popravku, da bi njegova vrednost, dobivena na osnovu
privremenih direkeionih uglova, bila jednaka definitivnom uglu «; to jest mora biti:

(o T2 v O SN T o S BRSNS 36
odnosno:
o & ddag =0 & ¢ sl e @ sm s = o8l
U ovoj jednadini je razlika:
R TN | L S - B S R R S

poznata i predstavlja slobodni ¢lan uslovne uglovne jednacine tacke »i«, koja sada
glasi:

fon Sfedots =l ailn BENGE e Taiean fee s e s 39
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Ovde se d’.;jmoZe dobiti diferenciranjem jednadine br. 34, tako da na kraju dobi-
vamo definitivnu uslovnu jednadinu, za ugao u taéki »i«, u obliku:

fag —bi—y.idyi—1 4 (bi-g-i +bi-ip1)dyi — byjyy d}’i F1— ai—l'idxi—l +
+ (@i —10i + 2.5 4 1) dx; S G R e O T e A
gde koeficijenti a i b imaju isti smisao i radunaju se na isti nac¢in, kao faktori a
i b u trig. obrascu br. 10, pri odredivanju tadaka presecanjem, samo sa suprotnim
znakom.

Istim putem, na osnovu drZavnih koordinata tadaka »i« i »i+1«, moZemo
dobiti duZinu d,.; . a na osnovu slobodno izravnate mreze ova duzina dobija
svoju definitivnu vrednost D);.,. . Privremena duZina d;.;,, treba da pretrpi
promjenu dd;.; ,, ida bude nakon uklapanja jednaka definitivnoj duzini D;.i.

to jest mora biti:

diivrt+ddiiii=Diiey - - . o . . L. 4
odnosno:

divit1—Diip1+ddi-ip1=0. . . . T . . 43
Analogno i ovde imamo da je:

diipt—Diggr= fdpgyn - - - o o L, 48
gde su d;; ., i D;;,, poznate veli¢ine, a fd;,.; , predstavlja slobodni ¢lan
uslovne jednadine strane, koja sada glasi:

fdij 41 +ddigpq=0 . . . . .. . . . 4
Preko izraza za stranu d;.; , ,

1=+ ¥+ (x4 =R . %5

diferenciranjem dobijamo dd;.; tp B nakon zamene u gornju Jednacmu dobi]amo
definitivhu uslovnu jednac¢inu strane.
fdi-i vy sin uit'dy; .y —sin ui*1dy; -} cosui*Tdx;,  —
(e B e gt b coae | (S MR L

Ako u slobodnoj mrezi o kojoj je re¢, nije merena osnovica, tada poéetnu
duZinu slobodne mreZe treba odrediti na osnovu poznatih koordinata trigonome-
trijskih ta¢aka. Za razliku od malopredasnjeg problema, ovde treba dobiti nove
koordinate tacaka uz uslov da ne dode do bilo kakve uglovne deformacije slo-
bodno izravnate mreZe, a da se duZine odrede koristeéi sve tadke sa poznatim
koordinatama, isto uz uslov minimuma kao malo pre. U ovom sluéaju, uslovne
uglovne jednacine imaju isti oblik kao i u prethodnom sluéaju.

Sto se tife uslovnib jednacina strana, tu nam nisu poznate definitivne duzine
D. Ove duzine treba odrediti na osnovu poznatih koordinata sledeéim postupkom:

1. Usvojicemo jednu stranu kao osnovnu. Duzinu ove strane mozemo dobiti
iz koordinata. Neka su u pitanju tacke P i Q i duzina izmedu njih dgp -

2. Koristeéi ovu duzinu i uglove izravnate mreze, sinusnom teoremom, dobi-
¢emo duzine [);.;  ; Ovo bi bile duZine koje ne pripadaju kategoriji definitivnih
duzina D, ali po5to nisu dobivene iz koordinata, ne bismo ih mogli uvrstiti ni u
kategoriju privremenih duzina d. Ove duZine bi u stvari bile poludefinitivne duzine

1 zato su obelezene sa D'. Ako bi duZina d,, bila definitivna, tada bi i sve ostale
duzine bile definitivne. Ali ako se duzinarl,.o = D’p 3 promeni nakon izravnavanja
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za A D, tada de se sve ostale duZine promeniti za k;.; , ;. AD gde je k;.; , , oliénik
svih proizvoda sinusa u imenitelju i broitelju, koriS¢enih da se sa srtane D’pq dode
do strane D’;.; . , ili 8to je isto: '

e A e et I Rl

kiiy1= D?Q

Ovu promenu poludefinitivne duzine AD mi ne znamo. Ona c¢e se odrediti tek nakon
uklapanja. Zato je, pored svih ostalih, ona jedna nova nepoznata. Sada bi slobodni
¢lan neke uslovne jednacdine strane izgledao:

fd.; 1 =diis1—Diir1=diiy1—D%i+1+ ki1 AD) =

=% i— K144 AD <« . s, s A
e =0iit—DNig1 « o o0 o s 0 v 4
Bilo koja uslovna jednadina strane bi dobila oblik:
sinyi +1dy, ,—singi*'dy, +cosuittdx, - cosuitldx 41 o —
L TR s e e e, B S o A
Specijalno jednaédina strane izmedu tacaka P i Q bi pila:
sin uf dy,, — sinug dy, + cos uQ dxy —cosu@dx, —AD=0 . . . . . 51

jer je za ovu jednadinu kpy == 1,a f'pq = dpg — D'pq = 0, POSto Je dpgq = D'pq

MoZemo zapaziti da se nepoznata AD u bilo kojoj jednadini moZe eliminisati
pomodu jednadine br. 51, ¢ime dobijamo definitivni oblik uslovne jednadine strane:

sinyi *dy,  ,—sinul*!dy, f-cosuj " 1dx; ,—cosui *1d —k.. ,sinugd dyo+
+k;.;, sinufdy,—k.,  , cos ugdx, + k., ycosuddx, +f'.. =0. . 52

Posle ove eliminacije je broj uslovnih jednadina strana svakako smanjen za jedhu
jednaéinu, 5to je u skladu sa poznatom éinjenicom da manje fizi¢kih uslova pro-
uzrokuju manji broj uslovnih jendacina.

Posle formiranja ovih jednadina treba, u principu istim postupkom kao pri
izravnavanju slobodne mreZe, odrediti popravke d; i d ; a zatim, dodajuéi ove
popravke na drzavne koordinate, dobiti definitivne koordinate gradske trigonome-
{rijske mreze. Ako u mrezi ima ta¢aka, koje nisu bile ranije odredene u okviru
drzavne mreZe, treba im sradunati koordinate koristeéi malo ¢as odredene defini-
tivne koordinate gradske mreZe i izravnate uglove u slobodnoj mreZi.

Svakako se pri obradi podataka i izravnavanju mora voditi ra¢una o potreb-
nim detaljima, kaoje propisuje pravilnik za gradski premer.

Prednosti ovakvog naéina izravnavanja bi bile sadrZane u sledecem:

1. Tacnost tadaka bilo kog reda drzavne mreZe nije od uticaja na tanost sa
kojom je odreden medusobni polozaj tagaka gradske trigonometrijske mrezZe.

9. Ako je merena osnovica, duzine u gradskoj mreZi bide date u metrima,
ito ne mora biti sludaj sa mrezama, koje se oslanjaju na prvi i drugi red, u koliko
postoji sistematska grefka duZine u drzavnoj mreZi.

3. Nova gradska mreZa bide u celini maksimalno prilagodena mrezi Cetvrtog
reda vangradskog reona a samim tim i poloZaj grada vangradskom detalju, za
razliku od pravilnikom predvidenog naéina, kojim se postize ta¢nije odredivanje
polozaja grada u odnosu na neki drugi grad, odnosno na druge udaljene objekte.
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4. Ekonomié¢nost predloZenog nadina je narodito vaZan moment s obzirom
da treba obaviti daleko manje terenskih radova no pri vezivanju za tadke vi&ih
redova. Kad se o tome doda da vizure u gradskoj mreZi obiéno nisu tako dugadke
Sto olakS3ava rad na terenu, onda ¢e svakako cena koStanja gradske mreZe biti
znatno sniZena, 5to je u nasSim sadasnjim uslovima vrlo vazna okolnost. Gradske
mreZe su neophodne nizu manjih gradova koji, ili ne raspolazu dovoljnim sred-
stvima, ili ne postoji dovoljno razumijevanja za poslove ovakve vrste od strane
odgovarajuéih sluzbi. Detaljno snimanje i razvijanje poligonometrijske mreze
Je otigledno potrebno i niz sluzbi pri komunama imaju razumevanja za ove poslove,
ali kad se radi o trigonometrijskoj mreZi, koja nije, manje struénim sluzbama,
tako ubedljivo potrebna kao detaljno snimanje, razumevanja obiéno nema, a naro-
¢ilo ako se radi o velikim izdacima za gradsku trigonometrijsku mrezu, te u
takvoj situaciji, navedena ekonomi¢nost ima svoju dvostruku vaznost.

Da bi nastojala jedinstvenost izvodenja za ovaj i sleded¢i predloZen nadin, u
predhodnom je obraden postupak uklapanja gradske mreZe u drZavnu mreZu me-
todom izravnavanja uslovnih merenja. Medutim, ako se uklapanje obavlja metodom
izravnavanja posrednih merenja (1), kancelarijski radovi se znatno smanjuju, te
se ekonomicnost ovog predloZenog nadina jos viSe povecava.

UKLAPANJE SLOBODNE MREZE NA OSNOVU OPAZANIH PRAVACA

Ako na odnosnom podruc¢ju nije razvijena mreza ¢etvrtog reda, odnosno ako
je mreza Cetvrtog reda loSeg kvaliteta, tada se, kao §to smo rekli, mora poéi od
mreza visih radova. I ovde ce se, na osnovu ostvarenih veza izmedu novih tadaka,
izvrSiti izravnavanje mreZe novih tadaka kao slobodne mreZe. Posle ovoga treba
ovim novim tackama odredite definitivne koordinate u drzavnom koordinatnom
cistemu. Na osnovu koordinata datih tadaka i opaZanih pravaca, prvo treba odre-
diti privremene koordinate onih tacaka, koje su direktno povezane sa datim
tackama. Popravke ovih privremenih koordinata treba odrediti, u ovom sluéaju,
uz sledeca dva uslova:

1. Slobodno izravnata mreZa, isto kao i u predhodnom sluéaju, ne sme pre-
trpeti nakakve deformacije.

2. Definitivne koordinate treba odrediti na osnovu opazanih pravaca uz uslov
aa bude suma kvadrata popravaka pravaca minimalna, to jest:

DUV WD G b B e e b o5l B3

Sto se ti¢e prvog uslova, o njemu nije potrebno nikakvo posebno razmatranje.
Uslovne jednacine uglova i strana treba formirati na isti nadin kao u predhodnom
odeljku preko jednacina br. 40 i 46, odnosno preko jednaéine br. 52 ako nije merena
baza.

Da bi se udovoljilo drugom uslovu treba postupiti skoro na isti nadin kao
prilikom izravnavanja gradske mreZe postupkom koga predvida pravilnik pri
viSe trigonometrijskih tacaka odjednom. Predhodno se mora na datim tadkama
obaviti orijentisanje pravaca. Na osnovu privremenih koordinata treba sradunati
privremene direkcijone uglove. Koriste¢i orijentisane pravce i privremene direk-
cijone uglove treba formirati jednadine greSaka za spoljne pravce uobicajenim
postupkom.

S obzirom da se prilikom ovog izravnavanja izravnava jedna fiksna figura od
viSe tacaka, a ne viSe tadaka odjednom, postpuak formiranja jednadina greSaka
unutarnjih pravaca se neSto razlikuje od postupka pri izravnavanju viSe tacaka
odjednom. Iz specifitne prirode problema izravnavanja figure od vie tadaka
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proizlaze i sledece specifiénosti o kojima treba voditi ra¢una pri formiranju jedna-
éina greSaka unutarnjih pravaca:

1. Za izravnavanje slobodne mreZe su kori&éeni svi pravei koji povezuju
nove tadke. Na osnovu njih, nakon izravnavanja, su dobivene definitivne vrednosti
duzina i uglova izmedu novih trigonometrijskih ta¢aka. Medutim, sada pri ovom
izravnavanju treba koristiti merene a ne izravnate pravce. Izravnati pravei su isko-
ri¢éeni za formiranje uslovnih jednacina.

2. Od svih merenih pravaca sa jedne nove tacke prema ostalim novim tac-
kama, za ovo izravnavanje bice koriSc¢eni samo pravei prema susednim najblizim
tadkama za koje su sracunate privremene koordinate. Dijagonalni pravci slobodne
mree i pravei prema centralnim ta¢kama pri ovom izravnavanju nece biti koris-
deni u koliko i centralne taéke nisu direktno vezane vizurama sa datim tac¢kama,
te su im kao takvim srac¢unate privremene koordinate.

Prema svemu, treba formirati jednadine greSaka unutarnjih pravaca samo za
pravce sa novih prema susednim novim i prema datim ta¢kama. Formiranje
jednadina gresaka se obavlja podpuno istim postupkom kao pri izravnavanju vise
tacaka odjednom.

Navedimo, radi ilustracije ovog izlaganja, na slici br. 6 jednu ovakvu mrezu.
1 L 6 su date tadke. Nove tadke gradske mreZe su obeleZene brojevima 1,
2.....8. Ove nove tatke povezane odgovarajucim vizurama na osnovu kojih se
formiraju uslovne jednaéine i izravnava slobodna mreZa. Posle ovog izravnavanja,
uglovi i strane poligona 1, 2, .... 7 su definitivno odredene. Iste ove tacke 1, 2,

....7 su povezane sa datim tackama pa im se ra¢unaju privremene koordinate.

ol

L

Slika 6
Da bi se satuvala nepromenljivost uglova i strana navedenog poligona, treba for-
mirati za ovaj sludaj 11 uslovnih jednacina ako je merena osnovica, odnosno 10
ako nije merena osnovica. Pri formiranju jednacina greSaka unutarnjih pravaca
za tadku »i«, treba uzeti u obzir pravce prema datim tackama, pravac prema tacki
»i—l¢ i prema tacki »i+l«.
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Za razliku od uklapanja slobodne mreZe na osnovu datih koordinata, ovaj
slucéaj je neSto komplikovaniji s obzirom da se radi o posrednom izravnavanju
u kombinaciji sa nizom uslovnih jednaéina. Po&to ovakav naién izravnavanja nije
tako Siroko publikovan u literaturi na na%em jeziku, izloZidemo neito detaljnije
postupak odredivanja popravaka dy i dx. U predhodnom smo izneli kako se mogu
formirati uslovne jednadine odnosno kako treba formirati jednaédine greSaka. Pre
no Sto predemo na izlaganje kako se vr$i izravnavanje u ovom slu¢aju, moramo
naci mogucnost da navedene jednadine grefaka i uslovne jednaéine piSemo u op-
Stem obliku. I u jednadinama grefaka i u uslovnim jednadinama npezonate su
dy; i dx; Neki koeficjenti uz ove nepoznate su u navedenim jednadinama jednaki
nuli, ali bez obzira na to obelezidemo uopsteno sve koeficijente jednadine greSaka
prvog pravea sa a,, by, ¢, itd, drugog pravea sa a,, b, ¢,,.. i tako dalje za sve
pravee, Slobodne ¢lanove u jednadinama grefaka obelezidemo sa f;, f» i tako dalje.
Predpostavicemo da u mreZi ima n tadka sa privremeno odredenim koordinatama,
a da je opazano ukupno m jednostranih pravaca na osnovu kojih se izravnava
figura. S obzirom na ovo dobijamo:

v,=a ]dxl +b|_dy= +C]dx:3 + d!dy2+ ...... —F-t‘ldx“-F Sldyn + fl
Va=a.dx, +b2dY1 +c.dx, +d.dys+...... - l'gdx'.+52dyl'+fg . e 54
v, =a,dx, +bmdy, +cmdx3 4 dmdyg e e +r.dx +s,dy,+£,

Koeficijente uslovnih jednadina obeleZiéemo na isti nadin sa velikim slovima:
Ay, By,....S,, Fy, za prvu uslovnu jednaédinu, As, By,....8,, Fy, za drugu i tako
dalje gde su sa F, obeleZeni slobodni ¢lanovi uslovnih jednaéina. Ranije je navedeno
da bi smo imali N-uslovni jednadina. S obzirom na ovo, uslovne jednaéine bi u
opStem obliku izgledale:

A,dxl -f'Bldyl+Cldx3-‘r-D,dyg+ .- ..R;dx“ FS]d}'"'*'FH =0
Axdx, +B,ydy, +Cedx, + Dodys .. .. .. +Rydx +S,dy +F, =0 . . 55
Ay dx, + By dy, + Cydx, + Dyxdy, +..... +Rxdx, +Sydy, +Fn =0

Sada je zadatak da se odrede nepoznate dx; i dy; uz napred navedeni uslov
minimuma, a da budu zadovoljene sve uslovne jednadine. Kao i obiéno, formira-
cemo funkciju E i traZiti njen minimum.

E = EVV +2K1(A1d.xl+Blle+ ..... ‘LFI) +2K3(A2dxl+32dy;+. . .‘!‘Fg)'i‘. .y

.+« + 2Ky (Andx, + By dy, + . . . + Fy)

Ova funkcija imade svoj minimum za one vrednosti nepoznatih za koje su parci-
jalni izvodi po svim nepoznatima jednaki nuli. Parcijalni izvod po dx; bi bio:

O E
 dx;
+2&m(amdx1+bmdyl+. . f,.,)+2K1A1+2K2A2+ “ins s —{-— ZKN AN =@ . . 57

=2a|(ﬂldx; +b|dy+. % .+f1 ) +28-g(32dx1 +bng| +ss ‘+f2) =3

Nakon mnoZenja i sumiranja dobijamo prvu, a analogno i ostale, ukupno 2n
jednacina u kojima su nepoznate popravke dx i dy i korelate K. Kako imamo .
2n+N nepoznatih, to malo &as navedenom broju od 2n jednadina moramo, da bi
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smo imali dovoljan broj jednaéina, prikljuditi i N uslovnih jednaéina. S obzirom
nia sve ovo dobijamo slededi sistem:

[aa] dx;+ [ab] dy,+ [ac] dx.+ [ad] dys+....+ [as] dy, +AK;+AKo+.. Ay Kxn

+ [af] =0
fab] dx,+ [bb] dy;+ [be] dxs+ [bd] dys+....+[bs] dy,+BK;+BKot.. Ex Kn
+ [bf] =0

[as] dx,+ [bs] dy;+ [es] dxa+ ([ds] dys+....+[ss] dy“+S,K1+SgKg+.. Snv Ky

+ [sf]1=0

A,dxy+ Bdy, + Cdx,+ Didys+.... S;dyn'{’ By = 0
Aqdx, -+ Bgdyt-{- ngXg‘l‘ ng}’g‘i‘...."‘ Sgdyu‘l F, = 0
Ax dx, + By dy, + Cndx, + Dxdy, + ... .+ Sxdya + Fxy =0

Matrica koeficijenata ovog sistema je simetri¢na u odnosu na glavnu dijago-
nalu, pa se ovaj sistem moze, u principu, lako rediti postupkom koji je i do sada
praktikovan. S obzirom da se radi o velikom broju jednadina, samo reSavanje
predstavljadée jako obiman posao, koji se moZe deobom na grupe pri reSavanju
svesti na manju meru, ali mi se u to neéemo sada upustati.

Regenjem ovog sistema dobijamo popravke, pa dodajuéi ih na odgovarajuce
privremene koordinate dobijamo definitivne koordinate gradske trigonometrijske
mrede. Za centralne tatke sradunacemo koordinate na osnovu definitivnih uglova
iz slobodne mreZe i ovih definitivnih koordinata. :

Ovakvim postupkom dobicemo koordinate tataka gradske trigonometrijske
mreZe, koje ée, kao §to je veé receno, definisati medusobni poloZaj tataka gradske
mreZe sa tadno&éu, koja ne zavisi od tagnotsi koordinata datih tacaka, Terenski
deo radova u ovom sludaju bide skoro isti kao pri postupku koga predvida pra-
vilnik, dok bi kancelarijski radovi bili znatno obimniji. Iz ovoga proizilazi da bi,
u odnosu na pravilnikom predviden nad&in, ovo bio manje ekonomifan ali kvali-
tetniji nacéin.

GRADSKA TRIGONOMETRIJSKA MREZA BORA

Kao primer izravnanvanja gradske trigonometrijske mreze prvim naéinom,
za sludaj kada je gradska teritorija prekrivena mrezom Cetvrtog reda zadovolja-
vajudeg kvaliteta, naveSéemo gradsku trigonometrijsku mrezu Bora. Na slici 6 je
data skica ove mreZe. MreZa se sastoji od 12 tagaka od kojih su 10 bile ranije
odredene kao tacke tredeg i Cetvrtog reda, ili kao zamena tadkama koje su uniStene
pri otkopavanju. Punim Kkruzi¢ima su obelezene tadke sa datim koordinatama.
U gradu su merene dve osnovice na osnovu kojih su, preko osnovi¢kih mreZa
datih na skici, sradunate odgovarajuce strane u mrezi, Proseéna duZina strane u
mreZi iznosi 1,62 km.

Uglovi su mereni instrumentom tipa Wwilld T-3, po metodi zatvaranja hori-
sonta. Tacke su signalisane metalnim cevima preénika 3 cm. Uglavi su mereni
uglaynom do 9 &asova i posle 16 Casova. Srednja greska sracunata po Fererovoj
formuli iznosi * 17,05,

Osnovica 1/0— 2/0: 1: 5 800 000
Osnovica 3/0— 4/0: 1: 2 500 000

Merenje osnovice je obavila ekipa Instituta za gradevinarstvo pri Gradevinskom
fakultetu — Beograd.
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Na osnovu ovih terenskih merenja obavljeno je izravnavanje i uklapanje
¢radske mreZe bez merenih osnovica i sa merenim osnovicama. U prvom sluéaju
slobodna mreZa je izravnata preko 16 uslovnih jednac¢ina a u drugom sluéaju je,
pored istih jednacina, iskoridcen i osnovicéki uslov. U tabeli broj 1 su dati slobodni
¢lanovi ovih uslovnih jednaéina.

Tabela br. 1
Uslovna jednacdina f Uslovna jednaédina f
Trougao br. 1 —1,9 sek. Trougao br. 10 —1,3 sek.
» » 2 +24 » » » 11 +29 »
» » 3 +16 » » » 12 +0,1 »
» » 4 +03 » » » 13 —14 »
» » b —06 » Sin. uslov kod taéke 12 +0,000 0008
» » 6 +29 » B % ¥ ] 40,000 0146
» » T +27 » » » » » 10 4-0,000 0151
» » 8 —16 » Osnovicki uslov —0,000 0032
» » 9 +08 »

Na osnovu popravaka pravaca pri izravnavanju sradunata je srednja greSka
opaZenog pravea:

Izravnavanje bez osnovitkog uslova: m = +0,94
Izravnavanje sa osnoviékom uslovom: m = + (0”88

Na osnovu izravnatih pravaca su formirane uslovne jednaé¢ine uklapanja u
skladu sa napred navedenim jednadinama. U tabeli br. 2 su dati slobodni é&lanovi
ovih uslovnih jednaéina.

Tabela br. 2
Uglovne osnovne jednadine Uslovne jenaéine strana
Ugao Slobodni ¢lanovi Strana Slobodni élanovi u metrima
Bez osn. Sa osn. Bez osn. Sa osn.
uslova uslovom uslova uslovom
10—1—2 +11,7 sek. +11,7 sek. 10—1 +0,048 -+0,028
1—2—3 — 30 % — 32 » 1—2 +0,050 —0,059
2—3—4 +148 » +148 » 2—3 —0,005 —0,025
3—4—5 —264 » —264 » 3—4 +0,138 +0,119
4—5—6 461 » + 6,1 » 4—5 —0,047 —0,069
5—6—17 — 89 » — 88 » 5—6 strana P—Q —0.040
6—T7—8 +233 » +234 » 6—7 —0,075 —0,091
T—8—9 — 53 » — 54 » T—8 —0,029 —0,050
» —118

8—9—10 —11,7




£ 1

Slika 7

Koristeéi ove uslovne jednaéine uz uslov minimuma koji je dat jednacinom
br. 32, odredene su popravke koordinata tacaka, koje su ranije bile odredene
kao tadke tredeg i Getvrtog reda. U tabeli br. 3 su date ove popravke.

% Tabela br. 3
Tacka Popravke dy Popravke dx
broj Bez osn. Sa osn. Bez osn. Sa osn.
uslova uslovom uslova uslovom
1 —0,007 —0,014 —0,034 —0,019
2 40,041 +0,038 40,004 +0,012
3 +0,055 +0,059 —0,012 —0,004
4 —0,107 —0,097 40,030 +0,031
5 +0,009 +0,026 +0,049 +0,042
6 40,049 +0,050 - —0,036 —0,057
7 —0,072 —0,077 —0,043 —0,058
8 —0,014 —0,020 +0,013 +0,009
9 -+0,004 —0,023 +0,006 +0,010
10 +0,042 40,039 +0,031 40,074
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Moze se re¢i da ove popravke uglavnom karakteridu realnu ta¢nost koordi-
nata tacaka drZzavne mreZe, poito se moze smatrati da su one posledica samo ne-
tacnosti datih koordinata, jer su merenja za gradsku mrezu obavljena sa znatnom
taénosc¢u, a 5to je iskazano ranije navedenim srednjim greSkama opaZanog pravca.

Uklapanje bez merene osnovice i sa merenom osnovicom daje mogucénost
ocene sistematske greske duzine u drzavnoj mreZi u reonu Bora. Koristeéi izrav-
nate uglove i koordinate svih poznatih tadaka, tj. na osnovu uklapanja bez merene
osnovice, odredena je duzina strane 5—8, koja iznosi 3 111,201 m, a na osnovu
izravnatih uglova sa osnoviékim uslovom i merene osnovice, ista duZina iznosi
3 111,223 m. Razlika ovih vrednosti od 0,022 m. predstavlja sistematsku gresku
ove strane, a relativna sistematska gre¥ka bi bila 1:140 000,

REZIME

Da bi se postiglo da ta®nost gradske trigonometriske mreze ne zavisi od
tacnosti drzavne trigonometrijske mreZe, kao i da se obim radova na gradskim
mrezama smanji bez Stete po kvalitete mreZe, predlaze se da se gradska mreZa
osloni na tacke svih redova drzavne trigonometrijske mreZe uljkudujuéi i detvrti
red. Prethodno je bilo nuzno, analizom tadnosti odredivanja tadaka drzavne mreZe,
ukazati da taénost duzine i direkcionog ugla izmedu dve bilo koje tacke ne zavisi
od reda kome odnosne tadke pripadaju, veé od rastojanja izmedu njih u koliko
su zadovoljeni uslovi:
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a ovi uslovi su za nasu drZzavnu trigonometrijsku mrezu priblizno zadovoljeni. Na
osnovu ovoga je izveden zakljudak da ne treba smatrati da je ta¢nost tacaka éetvr-
toga reda tako nepovoljna u odnosu na tacke visih redova te se gradska mreZa
mozZe osloniti i na tacke detvrtog reda.

Posle ovoga je predloZen postupak odredivanja gradske mrezZe, koji je sadrzan
u sledecem: Prvo se gradska mreZa, razvijena samo na odnosnom gradskom po-
dru¢ju a u koju je ukljudeno sto viSe tadaka driavne mreZe, izravna kao slobodna
mreZa. Posle ovoga se ovoj mreZi ra¢unaju koordinate na osnovu koordinata dr-
zavne mreze uz uslov da uglovi i duZine slobodno izravnate mreie ne pretrpe
nikakve promene, a da suma odstupanja novih od drzavnih koordinata bude mini-
malna.

Ako se gradska mreZa mora oslanjati samo na prvi i drugi red, prediaie se
da se prvo gradska mreZa izravna kao slobodna mreZa, a zatim da se uklopi u
drzavnu mrezu uz uslov da slobodno izravnata mresa ostane nedeformisana, a da
suma kvadrata popravaka pravaca bude minimalna.

Na kraju je navedena gradska trigonometrijska mreza Bora, kao primer
gradske mreZe koja se oslanja na treéi i cetvrti red.
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