O JEDNOM KOMBINOVANOM NACINU IZRAVNANJA
TRIGONOMETRISKIH MREZA

Vasil BOJCEVSKI, dipl. inz. — V.G.I. — Beograd

Prilikom izravnanja trigonometrijskih mreza, u praksi se najcesce
primenjuje tvz. grupno izravnanje na principu posrednih merenja, a u
skladu sa metodom najmanjih kvadrata. Taj naéin zadrzava od podetka
izravnanja pa do kraja svu strogost, pa je samim tim i najta¢niji. Me-
dutim, u praksi mogu nastupiti i takvi sluéajevi gde nije neophodno pri-
menjivati najstroziji naéin, jer on izmedu ostalog zahteva prili¢no truda
i vremena, pa samim tim i poskupljuje radove u hirou.

S/

Ovde ce biti prikazan jedan takav nacin izravnanja, koji ustvari
predstavlja kombinaciju uslovnih i posrednih merenja. Iako je baziran
. na metodi najmanjih kvadrata, on ne pretendira na maksimalnu stro-
gost, te predstavlja u tom smislu priblizan nadin grupnog izravnanja.
Vreme potrebno za izravnanje po ovom nacdinu je mnogo krade, a re-
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zultati treba da budu vrlo bliski onima dobijenim strogim izravnanjem,
pa su prema tome u mnogim slucajevima i sasvim prihvatljivi.

Ideja ovoga nacina sastoji se u sledecem: Neka je kao na slici 1
potrebno izravnati koordinate tac¢aka T, Ts... Tz i neka su C, Dy,
D, ..., Dy date tacke.

Samo izravnanje vrsice se u dve etape. U prvoj etapi izravnavamo
centralni sistem sastavljen od traZenih tacaka sa centrom u tac¢ki »C«
na principu uslovnih merenja. Nakon toga preuzimamo jednu proiz-
voljnu duzinu (napr. duz. strane CT;) i na osnovu nje i ve¢ izravnatih
uglova u sistemu, srac¢unavamo sve ostale strane.

U drugoj etapi preuzimamo proizvoljni direkcioni ugao neke strane
(napr. strane CT;) i na osnovu njega i ve¢ sra¢unatih pribliznih duzina
kao i izravnatih uglova u vidu zatvorenog poligonskog vlaka srac¢una-
vamo priblizno koordinate svih traZenih tacaka. Posledica svega ovoga
jeste to, da je sada ceo sistem ili suviSe povecan, ili suviSse smanjen §to
zavisi od izbora prve proizvoljne strane. Pored toga ceo sistem je i
zaokrenut za neki ugao »k« u odnosu na prvi proizvoljni direkcioni
ugao.

Zadatak se sada sastoji u sledecem: Ne menjajuc¢i ve¢ izravnate
uglove u centralnom.sistemu, treba pronaé¢i modul »M« pomodu koga
¢emo mnozenjem svih prethodno sra¢unatih strana dobiti definitivne
(najverovatnije) strane. Takode je potrebno pronaci i ugao zaokreta
»K« za koga je potrebno ceo sistem rotirati a sve to pod uslovom da
suma kvadrata popravaka pravaca sa datih prema traZenim tackama
i obratno, bude minimum tj.

[vv] = minimum

U tu svrhu potrebno je izraziti popravke pravaca »v« u funkeiji

»Mu« i »Ku« tj. tako da je
v,=F, (M, K) 1

Za dobijanje ovih funkecija posluzicemo se slikom 2 koja Sematski
prikazuje kretanje trazene tac¢ke »T« od njenog pribliZznog do defini-
tivnog polozZaja.

Na slici 2 su prema tome:

i T . poloZaj traZene tacke definisan pribliznim koordinatama
Yl'h XO .
- 5 o T, polozaj iste tacke dobijen nakon rotacije sistema Zza
ugao »Ku«.

s wis definitivni (najverovatniji) poloZaj traZene tacke nakon

rotacije i uvodenja modula »Mx.
Definitivne duZine ¢emo dobijati po obrascu:
CT=r=ryM 2
Ovaj obrazac vazi za sve strane unutar centralnog sistema.
Iz slike 2 vidi se da je:
V=y—0o 3
Definitivne koordinate trazene tacke »T« bice:
y=y, +r,Msin(,+K)
x=x, +r,Mcos (v, +K)
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pa je prema tome

¥, +r,Msin (y, +K)—y,
X, +r,Mcos (v, + K) — %
NapiSimo sada Tajlorov red za gornju funkeciju

vgf(Mo.Ko)nL(--) M—M,) + (af) (K—K.) +
+[(§;if,) (M —M,)* +2(3M3K (M—M,) (K —Ko) +

(QK,) (B K.,)] 5

v = arc tg

572

Bilo je sasvim dovoljno da u gornjem redu zadrzimo samo prve
¢lanove. U tom slu€aju potrebno je da pofetne vrednosti »rgu i »vy«
ne budu bas sasvim proizvoljne ve¢ §to je moguce bliZe stvarnim vred-
nostima, te ¢e i razlike (M —M,;) i (K—K,) biti dovoljno male.

Ako razvijemo u red 5 nasu konkretnu funkciju 4 i pri tome usvo-
jimo da jeM, =1 i K, = 0 dobijamo:

f (My,Ky) =n 6
Qf) 1 5
(SM Ve + ro M sin v, — Yp\2

1+(i: +r,Mcosv, —XD) \

To Sin ¥, (X¢ + T €OS ¥y — Xp) — T €OS ¥ (ye + rosin v, ,—¥p)

(X¢ + ro cos Yo — Xp)
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no kako je
(e +rocosv, — xp)* + (Yo + rosinv, —yp)' = 82
i sredujudi izraze u malim zagradama i vrSeci zamenu za sin v, i cos vo
dobijamo:
(_af_ e (Yo—¥e )_(_xo _XD)'-(xo_"“'Xc)(YO‘_YD 7
3M Sus .
Zbog prakti¢énog i brzeg ra¢unanja koeficijenta (_af) gornji izraz
se transformiSe i preureduje. aM/J,

Iz slike 3 imamo: o

(Yo —Y¥c ) =r,siny,
(Xo—Xc) =r,cosyv,
(xX,—xp)=--S§,cosf

(Yo —¥p) = —S,sinp

S7 3
Uvrstavajuci ove jednaéine u 7 dobijamo:
( af __Iy 8, (sin /3 cos v, — crfs__ﬁ S_in ".l'_)
aM/, 8,
no sin f§ cosvo — cosf sinv, = sina
pa je definitivno:
af Tgioeo -
= 2 8Hinc
(3M o So : 8
Na potpuno sli¢an na¢in dobija se i drugi koeficijent tj.
(;If{) n: :: cos « 9

Zamenjujuci sada jednacine pod 6, 8 i 9 u 5 i stavljajuéi da je
(M—Mﬂ) =m
(K —K;) =k jer je K, =10

e

: r
“sine.m + 2cosa. K
h.0 su

a zamenom ove jednacine u 3 imacemo:

do’pij:;.mo: v=n+

e SRR T
v=-—Sinuc.m + -_n cosc. K4 (n—o)
L+ ~0
ili
T » r > 2 Ay
v’ e"2sine.M+-2cosc.K" + (n—ao 10
S s

o 0
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Za prakti¢no ra¢unanje najbolje je ako se uvedu sledece zamene:

X it 00 R e s o Sty & B
100805111({ a: Oosucosa b2 P]OO 34 100

(n—o)'=f

=

pa dobijamo definitivno: _
vi=aix+bYyt+E 11
Takvih jedna¢ina imacemo onoliko koliko ima spoljnih pravaca.

Sto se tice jednacdina popravaka pravaca koji polaze sa centralne
tacke »C« one se mogu dobiti na sledec¢i nacin:

sin (v, + K).
Vy==are tgcns e FK) 12
ili
v.=Y%+K
odnosno
v/ =K'+ {m—g)
"
V' =y+f 13

jer je koeficijent uz »K« jednak 100.

Jednacina 13 moZe se dobiti i iz 11 ako se zameni da je a =0 i
Ty = Sy a takoder i na osnovu slike 4.

]

=

o
wh /‘(/ f/q‘

L]

—oF
T

Lq/ F- 3

Vazno je napomenuti da se prilikom orijentacije pravaca na cen-
tralnoj tacki »C« trebaju uzimati prethodno (jo$ u prvoj etapi) izrav-
nati pravei a ne opazani. Ovo s toga da nebi doSlo do promene pravaca
odnosno uglova u centralnom sistemu. '

Sto se tice jednacina popravaka za unutradnje pravce koji polaze
od trazenih ka datim tackama, njih moZemo dobiti takoder na osnovu
jednacdina 3 i 5 s tim S§to bismo ih okrenuli za 180° No to bi nas dovelo
do istog rezultata kao i za spoljne pravce. Drugim re¢ima ove jednacine
¢e biti u sustini iste, jedino sa tom razlikom 3to prilikom orijentacije
ovih pravaca nemamo definitivni orijentacioni ugao »O« veé pribliZzni
20y« te je zbog toga potrebno da se njemu doda popravka za orijen-
taciju A0 tj.

0=0y+ AO
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U tom slucéaju unutradSnje orijentisane pravce bismo racunali:
i = (ai )+ 0, + A0 14
gde su (ai) opazani pravci sa traZene na date tacke.
Uvrstavanjem 14 u 11 dobijamo:
i vi=a;x-+bl y+(n—(a )—0,)— A0
ili
v;=:aix+b;y+f|—.ﬁ0 15
gde je ni— (ai) — 0y = fi.
Kako vidimo u jednaéini 15 nalazi se sada jo§ jedna nepoznata ve-
li¢ina AO0.
Imajuéi u vidu da suma popravaka za unutrasSnje pravce mora biti
nula tj.
v]=20
moZemo ovu nepoznanicu lako iskljuéiti pa ¢ée definitivne jednaéine
glasiti:
s b [al) ( __l?_l) ( _ 11
Vi (a,— 3 x + be = y + 1 £ = 16
gde je »ux broj pravaca na svakoj pojedinoj tacki.
Uzimajuéi sada sve izvedene jednacine popravaka tj. 11, 13 1 16 i
imajuéi u vidu uslov
[vv] = minimum, dobijamo dve normalne jednacine sa dve nepo-
znate tj. [aa]x + [ab]y + [af] =O

[ab]x +[bb]y + [bf] = 0

ReSenjem ovih jednaina dobijamo nepoznate x i y, a iz njih i »Mg
i vK¢ tj. K —100y; m = %; M=m}1

MnozZec¢i sada sve duzZine u centralnom sistemu sa modulom »Mg
dobijamo definitivne strane, a dodavanjem ugla »K« pocetnom direk-
cionom uglu tj. v = vy + K dobijamo i definitivni direkcioni ugao prve
strane,

Koristedi definitivne duzine i prethodno izravnate uglove, izraéuna-
vanjem zatvorenog poligonskog vlaka dobidemo definitivno koordinate
svih trazenih tacaka.

Iz uporedenja ovog nacina izravnanja sa strogim nac¢inom zaklju-
¢ujemo sledece:

Ako imamo »n« trazenih tacaka kod strogog nadéina moramo for-
mirati 2n normalnih jednacina, dok kod ovog nacina ukupan broj nor-
malnih jednac¢ina je (n -+ 3) od ¢ega se (n + 1) formiraju i reSavaju
kao celina (uslovno izravnanje centralnog sistema), dok se ostale dve
formiraju i reSavaju posebno. MoZe se dakle tvrditi da de se, kad god
jen 3, do konaénog rezultata doci brze ako se upotrebi tretirani naéin
izravnanja. Sa druge strane uvek je lakSe resiti »S« jednaéina na jednoj
strani i dve na drugoj, nego odjednom (S + 2) jednadine.

Radi ilustracije ovoga nacina izravnanja, u jednom od slededih
brojeva naSega lista, bi¢e prikazan primer izravnanja jedne mreZe po
ovom kao i po strogom naédinu i izvrSena potrebna uporedenja.
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