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Obično se u geodeziji slučajne veličine odnosno slučajne greške tretiraju
kao nezavisne veličine i ako je često puta ova zavisnost lako uočljiva ii oči­
gledna. Drugim rečima pretpostavka o nezavisnosti slučajnih veličina nije
uvek opravdana. Zbog toga izvode se pogrešne konstrukcije i zaključci o
postignutoj tačnosti. Ne uzimanje u obzir zavisnost između slučajnih veli­
čina kod ocene tačnostt konačno usvojenih rezultata stvara se prividan uti­
sak o postignutdj tačnosti. Stvarna tačnost može biti' manja ili veća. Prvi
utisak stvara zabludu kod izvršioca radova a drugi je u neposrednoj vezi sa
produktivnosti radova odnosno ima uticaj na ekonomičnost izvršenih radova.

Pored toga zavisnost između slučajnih veličina iziskuje dalje prouča­
vanje u pogledu ustanovljavanja odgovarajućih metoda za dalju obradu
geodetskih merenja. Kod klasične primene principa najmanjih kvadrata na­
sleđenog od Gausa, pretpostavlja se da su slučajne veličine obuhvaćene
u izravnavanju međusobno nezavisne. Međutim, strogo uzevši to nije uvek
slučaj. Zato treba uopštitl princip najmanjih kvadrata koji bi uzeo u obzir
korelativnu zavisnost između slučajnih veličina. U vezi s time i srednja
kvadratna greška jedinice težine dobiće novu strukturu. Ovo je svakako
interesantna istraživačko područje koje danas privlači pažnju mnogih na­
učnika u svetu. Zato mu treba posvetiti posebnu pažnju.

Zadatak postavljen ovim radom jeste ustanovljavanje stepena zavisnosti
između slučajnih veličina kao osnovni elemenat kod ocene tačnosti kada su
one međusobno korelisane. Kod proučavanja sistema sluča'jnih veličina ve­
oma je važno pravilno uočiti karakter i stepen zavisnosti koje u većini
slučajeva realno postoji između njih. Kod geodetskih merenja i obrade tih
rezultata zapaža se stohastička (slučajna) zavisnost koja ima opšti značaj
jer stepen zavisnosti je varijabilan i može uzimati sve vrednostt u intervalu
Čije su ekstremne vrednosti funkcionalna zavisnost i nezavisnost slučajnih
veličina. Stohastlčka zavisnost u geodeziji je veoma česta i raznovrsna,
mada njena pojava više puta ostaje latentna pa se ne može dovoljno jasno
uočiti. Zapravo ovakav vid zavisnosti kod geodetskih merenja mnogo više
je zastupljen nego što se obično dobija utisak. O tome profesor čebtarev
(/1/ str. 328) kaže: »Pojava korelacije između rezultata geodetskih merenja
ima često-češće mesto nego što se na prvi pogled može pokazatle, O ovoj
činjenici nažalost ne vodi se računa kod obrade podataka dobivenih me­
renjem.
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Kod stohastičkc zavisnost sa pramenom jedne veličine druga se neće
promenili za određeni iznos već pokazuje tendenciju pramene ka prosečnom
iznosu. Svaki pojedini slučaj može od ovoga odstupiti. Kratko rečeno ovo
je zavisnost u verovatnoći. U geodeziji uglavnom susrećemo linearnu sto­
hastičku zavisnost /korelativnu zavisnost'. Pro! esor Vranić (/2/, str. 160
- I 62) pokazao je da slučajne veličine ko je pripadaju normalnom raspo­
redu su u linearnoj zavisnosti. Pošto se sa beznačajnim aproksimacijama
može usvojiti da greške mererrja pripadaju normalnom rasporedu prouča­
vanje karelativne zavisnosti od posebnog je značaja za geodeziju. Zbog
toga u daljim razmatranjima biće govora samo o tom obliku zavisnosti.

II

Uzmimo funkciju opšteg oblika
y = f (x1,x2, • ..... Xn)

Ako uzmemo opšti slučaj postojanja korelacije
/!/onda će srednja kvadratna greška biti:

(I)
između argumenata funkcije

h 

2 ~( af)
2 2 ~( 9f) (9f)

\ Čd LJ Mj < O \ Ć> x- LJ Mj < ~ Mj ! )č! \ Ć< \ Ć! 
� Z 1 l<j

Drugi član u formuli (2) daje vrednost za koju se menja srednja kvadratna
greška zbog zanemarivanja korelativne zavisnosti On može biti pozitivan
ili negativan. Prema tome klasične formule će dali veću ili manju vrednost
što zavisi od predznaka koeficijenta korelacije.

Srednja kvadratna greška pojedinih argumenata funkcije može se od­
rediti na poznati način, ako se za njih uzme više podataka nego što je
neophodno potrebno. Ako se može odrediti i koefidjenat onda je veoma
jednostavna ocena tačnosti korelativno zavisnih veličina. Znači suština se
svodi na određivanje stepena korelativne zavisnosti. Određivanje koeficijenta
korelacije uopšteno uzevši veoma je složen problem koji zahteva svestranu
analizu i apsolutno poznavanje tretirane problematike.

(2)

III
Koelicijenat korelacije može se odrediti na dva načina:

a) na osnovu teorijskih razmatranja i
b) empiričkim putem.
Prvi način se može primenili samo onda ako je zavisnost između slu­

čajnih veličina očigledna odnosno analitički definisana U ovom napisu po­
kušaćemo da obuhvatimo što više jednostavnih i različitih pnrner a očigledne
zavisnosti i pokazaćemo za svaki primer posebno kako se određuje koefici­
jent korelacije. Kod obrade geodetskih merenja može se zavisnost pojaviti
u sledećim oblicima:

, ( oblik zavisnosti
~'i = ep (~i,f)

X = 'V ( ~ , ~ - y • • · ~i· • • ~ he (3)
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Obično se uglovna odstupanja u nekoj zasebnoj figuri (trougao, poligone­
rnetrijski vlak, itd.) r aspodeluje podjednako na sve argumente funkcije f.

W1 =P1 +.!fh 
gde je

[}i - vrednost ugla dobivena merenjem
c~5» F izravnata vrednost ugla.
n - broj elemenata iz kojih je obrazovana uglavno odstupanje « 

n
f=T-~P1

?Z� 

J ' teoretska vrednost sume vrednosti uglova dobivenih merenjem.
Primenjujući isti postupak kao u /8/ za koeficijenat korelacije <lobija

se izraz � G9 qJ 

1
r131,'.t = F] _ ,f>o

, 
r131,r=vn yXa? c4e 

Ako u formuli HMH zamenimo n = L <lobija se stepen korelativne zavisnosti
između odstupanja f i ma koga ugla u trouglu

1
r13;,r= ± P_ 

Primećuje se da steoen korelativne zavisnosti između naznačenih veličina
sporo opada sa povećanjem broja n.

2. oblik zavisnosti
P'i = ep 6«eE«9 
Pi = ep (~i,f)

Veličine Pi, ~i, Wi, P' j i f imaju isto značenje kao pod I.
Korelaciskl moment

K13•1.wJ= M[.!_P1f +1-f' +.!PJf] = - m1113
n n' n n

odnosno koeficijent korelacije

r13•;,i3'J
1

_FJ c8e 

Za n = 3 <lobija se vrednost koeficijenta korelacije između izr avnatih uglova
u trouglu

1
r13•1,r,·1=-2

Važnost uzimanja u obzir korelativne zavisnosti između izravnatih vredno­
sti uglova ilustrovaćemo jednim prirnerorn.
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Indirektna vrednost strane dobi ja se po sinusnoj teoremi pošto su
prethodno izravnati uglovi u trouglu

Pd Zq<h a' 
q<h v b 

Ako logaritmujemo ovaj izraz diferenciramo po promenljivim veličinama
a, b, Pby W i primenimo formulu 121 neposredno se debija' relativna greška
sračunate strane

\ - \ ~ - c \ - \ - \ NN\ ~ e -• =-!- D F N?č• 1 cc' qz}D N?č• 1 W q»»D N?č• a.' / ?č• W -- 
P- Q" 0 Q2 Q2 Q2

Kao što vidimo za relativnu grešku sračunate strane <lobija se izraz koji
se znatno razlikuje od formula koje egzistiraju u našoj literaturi. U spe­
cijalnom slučaju kada je a. = ~ ove formule daju identične vrednosti,

3. Oblik zavisnosti

Kod girusne metode opažaju se pravci čije razlike daju odgovarajuće
uglove. /Slika li.

Slika 1

„ � Z žF X

~j = z-y
~=z-x 

m2ri1= m1• K 

m2riJ = m\12
\ 1R<d\ bK- 

j Py y iz su vrednosti opaženih pravaca a mp sredmnja kvadratna greška
opažanog pravca.

Vrednost ugla ~ može se odrediti kao algebarski zbir dva susedna uglar= ~i+ ~j

mpJ2 Z mi/2 D m/2 D M<<»J<»! / • J 

odakle
, 

<<»JG<»!ZFK 
Znači postoji znatna zavisnost između dva susedna ugla čije se vrednosti

dobijaju kao razlike pravaca. Ovu činjenicu nužno je uzeti u obzir kod ocer-e
tačnostt kada su uglovi mereni po girusnoj metodi. Na primer, srednja kva­
dratna greška izlazne strane, greška geometrijske veze itd.
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4. Oblik zavisnosti

Videli smo' kolika je zavisnost između uglova gde su pravci opažani po
girusnom metodu, pa je sasvim logično da će uglovna odstupanja u susednirn
trouglovima biti također zavisne veličine. Iz slike 2 može se neposredno
napisati

Slika 2

« i = K F � + N F M + T F S 
fj = 4-3 + 7-6 + 10-9

Pošto su pravci opažanja praktično pod istim uglovima srednja kvadratna
greška odstupanja u trouglu biće:

161

mtiK = mn' = mn/ = mi:.26
Sumirajući jednačine 6O9 dobijamo:

f = 2- I+ 5-8 + 2-6 + 10-3
9. č- = m,)B cAe 

gde smo sa « označili zbir odstupanja u dva susedna trougla
f = fi + f + 

Kako su fi i « i međusobno korelisane na osnovu formule (2) možemo napisati
/ H ZE/ [ • + / «!• + K<«»E«+ �o ?» / [ (8)

Iz upoređenja formule 6R9 i 6S9 imamo /

XX<K~ q = \ K2
• , - + 12 XčQ! \ K2

odavde
1

«?»E«+ =-3
Iz toga slijedi da odstupanja f kod svih geodetskih mreža treba obra­

zovati iz nezavisnih elemenata.

5. Oblik zavisnosti

Kod izravnavanja po metodi posrednih merenja najverovatnije vred­
nesti traženih veličina su u funkciji podataka dobivenih merenjem

X = <p [li.la, ln)
y = '\j, (11,b, ln)
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r <!/ teško primetiti da su veličine x i y međusobno zavisne.
Koeficijent korelacije određuje se po formuli

g ĆČ 
RĆ( Y = Sg ĆĆ VQ•n 

gde su: g ĆĆy g ČČ i Qxy koeficijenti težina

"R<\ / RV 
Dužina kao funkcija najverovatnijih vrednosti koordinata <lobija se po

formuli
D = [(x2 - x1)2 + (y2 - Y1)2]1'2

Radi lakšeg sporazumevanja usvojimo oznake y1 = x- y x2 = x3, y2 = x,1
Srednja kvadratna greška dužine može se odrediti po formu li (2). Po­

trebni podaci za određivanja koeficijenata korelacije uzeti su iz (/3/ str. 165)
i dati u Tab I.

~ 0.096 \G."\JQ Q(Xl<:,•- Q.-,_ · FFFFF r,,, M¾5pE5e K",;z. '+ce+?,(-( ~'1W\!, g( ++++1k 

P«G~F O,o-,~ ffi..·0'=- 000003 Q'\... ++++++4,1k v-, ... 1...,.,;,s �X E„ -o<><--i .=;m;. NPyy°b'k , AB 

~ o.ees ču~ y, u~ G-.,. -o _,.,.,,; \"',_ FXeIR K-v.. -o"""'°" 1~m; 000002

~ 0,0-37 \~.. -Ja: Q~.., +o-u r. .., ~,... ceHq <(y(y++++M v2...,'l; lnoo1~

l\n:_1,c,_ 0,00011C IE¾' -000001.c r~ .. -<>.'\S 1<.. ,.

VG.,..\n o,oooce'2 = -o- R((((y „ ML \<- ~ ??((VV<??P 

'2:~, -- 'YY{' IGII „ )eGEGqE :I:),,.,
"~ 'l _'2;,"'-,, k,-opoosob�'>hd 

Taibela I

Srednja kvadratna greška strane može se razložiti na dva dela
\ ,

b ¾Z \ b- _ D / 552_ 
gde su:

m' n srednja kvadratna greška strane kada se zanemaruje zavisnost
između najverovatnijih vrednosti koordinata ....,

\ 2 n - vrednost za koju se menja srednja kvadratna greška strane
zbog zanemarivanja korelacije

\ h- = +y++0, 0 D +y+++8+ = +y++0=0 
m' n = ± +y+8=\ \ n = ± +y+=+\ 

Kao što vidimo srednja kvadratna greška dužine neznatno se menja zbog
uzimanja ­ obzir zavisnost između najverovatnijih vrednosti koordinata.
Praktično ona se može zanemariti

Mi smo ovdje tretirali zavisnost između najvjerovatnšjih velična čije se
definitivne vrednosti dobijaju iz izravnanja po metodi posrednih merenja.
Međutim, možemo uopšteno kazati da su izravnate veličine uvek zavisne bez
obzira na metodu izravnanja.
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Svakako ovim nisu iscrpljeni svi mogući oblici zavisnosti kaji mogu na­
stali kod obrade rezultata merenja. Tretir ani načini određivanja koeficijenata
korelacije odnose se na zavisnost između slučajnih veličina koje nastaju iz
potpuno određenih razloga. U navedenim oblicima zavisnosti stepen korela­
tivne zavisnosti zastupljen je u znatnoj meri a što je najvažnije ne zavisi
od tačnosti izvršenih merenja. Međutim, postoji zavisnost između slučajnih
veličina druge naravi koja se ispoljava u znatno blažoj formi. Uzroci njene
pojave je dojstvo više faktora koji se ne mogu uvek lačno ustanoviti niti
se korelativna zavisnost može tako lako izraziti preko koeficijenata korela­
rije.Razlozi pojave ovakve zavisnosti su različite: težnja da se merenja
izvode pod istim uslovirna, da se morenja izvode neposredno jedno za dru­
gim, istim instrumentom, od islog operatora, itd. U radu (4) čitaoci se mogu
upoznati sa još nekim razlozima pojave z avisnosl.i između slučajnih veličina.
Jednom rečju korelativna zavisnosl se pojavljuje svuda gde su slučajne veli­
čine odnosno slučajne greške opterećene zajedničkim vrednostirna koje is­
poljavaju sasvim određenu tendenciju.

b) Određivanije koeficijenata korelacije crnpirtčkirn putem

Uzmimo niz od n parova slučajnih veličina
6„ JG„ • »9)5 (~2, W2,), • · • • · (~n,~'n)

Slučajne veličine f i~' biće međusobno zavisne ako najvcrovatnija odstupanja
v, i v'i pokazuju islu tcnclencju odnosno jednosmerno deluu, Onda će va-
žiti relacija

1. [v, v'r > K1m 1 = s.e:n-

ili ako su ~ i ~• nezavisne veličine onda
lim [v1 v'1] = ~ 

n-1
Ako pozlivnoj vrednosti vi odgovara negativna vrednost v'j onda će kore­
laciski moment definisan formulom (9) biti negativan. Znači da vrednost
korclacionog momenta zavisi od vrednosti vi i v'j i od stepena njihove ko­
relativne zavisnosti.

(9)

Pošto raspolažemo sa ograničenim brojem merenja možemo odrediti
približnu vrednost korelaciskog momenta i koeficijenta korelacije po sledećo j
formuli

" 
q [v1 v'1]

13,13•- n-1 (10)

Autor je pokušao da odredi korelativnu zavisnost između vrednosti do­
bivenih merenjem dva susedna ugla. Uglovi su opažani jedan za drugim
u sto ponavljanja. Uzete su tri takve serije u različite dane pri praktično
istim uslovim a. Iz razumljivih razloga nisu dobivene očekivane vrednosli
zato rezultate merenja nećemo prikazati već radi ilustradje pomenutih for­
mula uzećerno jedan brojni primjer (Tabela li).
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iO
~ '-l't \ ·~ \Ci 0, v, 'li, v, v,»; 

1 4%0'2~ ?..<o. %4'22'2 "-""'!, 1b9 - .... 1 -'\",
'2 1'2. ~ - '\ J -'\7 2~ +-I?
3 12 .. ,. --1 1 +1 1 -1 
M 06 '2S Fd 49 D; '25 -3S
'5 00 "!,() FJ5(E 169 Dd L.o. -CH 
O os JS -7 49 -s 5KG; +?,5
'7

'24 ~ +11 '\'2'\ +1?, '\""3 +""'"'S 
''" ~?. +?, T -1'1 '\'21 -~

<:} \S .i.o +5 '2.S +17 '269 +e,S
JI '\'2 1~ ---- 1 -7 49 +7

4~'2E, '\"'!, ¾4'2 '2?> +'2. 594 +'2 1018 ~DJJ~E 

\.<.\!>.~,= ~.......~."? 'r~~=~ :O,'\ST ~59'<•10'\8

Tabela II

Približna vrednost srednje kvadratne greške određivanja koeficijenata
korelacije određuje se po formuli

~F<2

IDr Z P_F Z +y0, 

Nije teško primetiti da za određivarsje pouzdane vrednostt koeficijenata
korelacije bliskog nuli treba veoma veliki broj merenja. Prema tome, koeli­
cijenat korelacije može se odrediti po formuli ( I O) iz vrlo velikog broja
podataka ili iz analize obirnnijeg materijala što je izvan mogućnosti po­
jediničnog proučavanja. U svakom slučaju ovo je predmet jednog sisternat­
skog i permanentnog istraživanja kojima mogu da se bave geodetske insti­
tucije,

IV
Ako nemamo nikakove informacije o stepenu korelativne zavisnosti

između slučajnih veličina onda se ona može odrediti iz obradeodstupanja f.
Uzmimo niz opažanja } JE } KE GGGG Y_ koja su međusobno korelisana.

Neka su ove vrednosti sa odstupanjem f povezane sledećom relacijom
n

XdJ'(>bĆ< 
l=l

Ako uzmemo opštt slučaj postojanja korelacije onda će srednja kvadratna
greška biti

n

/ K
? c::: (>b / J

} » D 2 (>b <»+ �o } ? / } + 
1=1 l<J
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Predpostavimo da su sva merenja izvršena pod istim uslovirna i oslobođena
sistematskih grešaka

\ Ćy Z 9. Ć2= .. •. d9. Ćh d\ 

\ 1
t = \ 2• hx- \ • ~ R, z 

l<j
odnosno

m'r - \ ~ h R<z =
2m1

l<j

Do koeficjenta korelacije moguće je doći ako pretpostavimo da je isti
stepen korelativne zavisnosti između svih argumenata funkcije f. Ovde mogu
da se učine dve pretpostavke:
Prva pretpostavka

Znači imamo n elemenata po dva u kombinaciji.
Uzimajući ovo u obzir dobijamo

\ 2t '\ 1h 
r=~,----""c-

hch'>e\ 2

[ 1 ]--- 1
n-1,

Druga pretpostavka

6JJ9 

Lako je primetiti da donja granica koeficijenata korelacije zavisi od broja
n tj. on može uzimati sve vrednosti iz intervala

RĆčĆ- = RĆ-Ć0 Z • • • · · = RĆh'yĆh = R 

h \ -'\ -h ----< r = __t FFFFFZF 
- ch ', e - ch ', e \ 2 c, - e 

ili ako imamo zatvorenu geometrijsku figuru odnosno ako je početni i zavr­
šni argumenat funkcije f u korelativnom odnosu onda dobijemo izraz

1
''aRd 2

\ -' \ -h 
« ~1 - h\ - • (13)

Formule ( 11 ), ( l 2) i ( I 3) navedene su kao još jedna mogućnost da se
dođe do vrednosti koeficijenta korelacije. Jasno ovakvom načinu određivanja
koeficijenta korelacije mogu se učiniti niz zamerki: pretpostavka o jedna­
kosti koeficijenta korelacije, nemogućnost otklanjanja sistematskih grešaka
iz rezultata merenja, itd. Nužno je naglasiti da se ovom načinu određivanja
koeficijenta korelacije kao i kod eksperimentalnog postupka vezane za izvesne
neminovne greške subjektivnog i objektivnog karaktera, pa stoga dobivene
vrednosti na prikazani način moraju se primiti sa izvesnom rezervom.
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V

Pored tretir anih načina za određivanje koeficijenta korelacije posto je
i druge mogućnosti.

Uzmimo jednostavnu nelinearnu funkciju
a

R = h·tg-2

Ovo je poznata formula koja daje vrednost skraćenja koso merene duži na
horzcnat- Srednja kvadratna greška redukcije biće

� 2 
2 + a � 

y l P 2+--- č \ dč• '' ID •a \ P •' 2a R� yP\ � \ P 
r 2 h 4 COS -2 - COS K 

c, 4e 

Ugao koji koso rnerena duž zaklapa sa horizontom nije neposredno meren.
On se određuje po Iorrnuli:

� 
Pd PR/ q<h ° 

Odnosno srednja kvadratna greška biće:

, � - 
m2=--~m2+---m2 

a ° - N?q- P � ° 4 N?q- U 11
(15) 

Po formuli (15) može se odrediti srednja kvadratna greška ugla ako
znamo sa kojom su tačnošću određeni elementi za svođenje koso merene
duži na horizonat.

Do srednje kvadratne greške m r može se doći drugim putem ako r
izrazimo u funkciji merenih veličina.

Rd°'Sq-' � , 

2 (cos«-1)' 2 + t , 2/ ZF FF/ g [ / 
r costu r h

(16) 

Koelicijenat korelacije određuje se iz neposrednog upoređivanja formule
(14) i (16)

J m, cos2 itg1cc ma J G ma · m"'
rh,a = 2 h Sin a tg2a m m + h. t ~ / F 2 h Sin a / F 2 Sin CC. m

h oc g 2 oc oc h

Primer:
S= 100,0m

rn, = 0,1 m

h = 17,40 m
m2 =0,0lm ma = 20,4 • 10-5

Th,x = +y4M 

Suviše je naglasiti da navedeni prrmer ima teoriski značaj.
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