ODREPIVAN]JE STEPENA KORELATIVNE ZAVISNOSTI
SLUCAJNIH VELICINA

KRUNISLAV MIHAILOVIC dipl. inz. — Beograd

Obi¢no se u geodeziji sluéajne veli¢ine odnosno sluajne greske tretiraju
kao nezavisne veli¢ine i ako je Cesto puta ova zavisnost lako uo€ljiva i odi-
gledna. Drugim refima pretpostavka o nezavisnosti slu¢ajnih veli¢ina nije
uvek opravdana. Zbog toga izvode se pogresne konstrukcije i zakljuéci o
postignutoj taénosti. Ne uzimanje u obzir zavisnost izmedu slu¢ajnih veli-
¢ina kod ocene tanosti kona&no usvojenih rezultata stvara se prividan uti-
sak o postignutdj tagnosti. Stvarna taénost moze biti manja ili veéa. Prvi
utisak stvara zabludu kod izvrsioca radova a drugi je u neposrednoj vezi sa
produktivnosti radova odnosno ima uticaj na ekonomiénost izvrienih radova.

Pored toga zavisnost izmedu slu€ajnih veli¢ina iziskuje dalje prouda-
vanje u pogledu ustanovljavanja odgovaraju¢ih metoda za dalju obradu
geodetskih merenja. Kod klasi¢ne primene principa najmanjih kvadrata na-
sledenog od Gausa, pretpostavlja se da su sluéajne velidine obuhvaéene
u izravnavanju medusobno nezavisne. Medutim, stroge uzevsi to nije uvek
slutaj. Zato treba uopstiti princip najmanjih kvadrata koji bi uzeo u obzir
‘korelativnu zavisnost izmedu slu€ajnih veli¢ina. U vezi s time i srednja
kvadratna greika jedinice teZine dobice novu strukturu. Ovo je svakako
interesantno istraZivacko podru¢je koje danas privladi paznju mnogih na-
uénika u svetu. Zato mu treba posvetiti posebnu paznju.

Zadatak postavljen ovim radom jeste ustanovljavanje stepena zavisnosti
izmedu slu€ajnih veli¢ina kao osnovni elemenat kod ocene taénosti kada su
one medusobno korelisane, Kod prouavanja sistema sluajnih veli¢ina ve-
oma je vaZno pravilno uoliti karakter i stepen zavisnosti koje u vedini
slu€ajeva realno postoji izmedu njih. Kod geodetskih merenja i obrade tih
rezultata zapaZa se stohastitka (slutajna) zavisnost koja ima opsti znalaj
jer stepen zavisnosti je varijabilan i moze uzimati sve vrednosti u intervalu
Cije su ekstremne vrednosti funkcionalna zavisnost i nezavisnost slugajnih
veli€ina. Stohastitka zavisnost u geodeziji je veoma &esta i raznovrsna,
mada njena pojava vide puta ostaje latentna pa se ne moze dovoljno jasno
uotiti. Zapravo ovakav vid zavisnosti kod geodetskih merenja mnogo vige
je zastupljen nego $to se obiéno dobija utisak. O tome profesor Cebtarev
(/1/ str. 328) kazZe: »Pojava korelacije izmedu rezultata geodetskih merenja
ima Zesto-CeSée mesto nego ¥to se na prvi pogled moZe pokazatic. O ovoj
Cinjenici naZalost ne vodi se ratuna kod obrade podataka dobivenih me-
renjem.
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Kod stohasti¢ke zavisnost sa promenom jedne veli¢ine druga se nece
promeniti za odredeni iznos vec pokazuje tendenciju promene ka prosecnom
iznosu. Svaki pojedini slu¢aj moze od ovoga odstupiti. Kratko receno ovo
je zavisnost u verovatno¢i. U geodeziji uglavnom susre¢emo linearnu sto-
hasticku zavisnost /korelativnu zavisnost’. Profesor Vrani¢ (/2/, str. 160
—162) pokazao je da sluajne veli¢ine koje pripadaju normalnom raspo-
redu su u linearnoj zavisnosti. Posto se sa beznaajnim aproksimacijama
moze usvojiti da greSke merenja pripadaju normalnom rasporedu prouca-
vanje karelativne zavisnosti od posebnog je znacaja za geodeziju. Zbog
toga u daljim razmatranjima bife govora samo 0 tom obliku zavisnosti.

II

Uzmimo funkciju op3teg oblika
y=f(xltx2:‘-‘-‘°xn) (l}
Ako uzmemo opéti sluéaj postojanja korelacije izmedu argumenata funkcije
/I/onda ¢e srednja kvadratna greSka biti:

I e

i=1

of
(a_{j).,"u my My, (2)

Drugi ¢lan u formuli (2) daje yrednost za koju se menja srednja kvadratna
greska zbog zanemarivanja korelativne zavisnosti On moZe biti pozitivan
ili negativan. Prema tome klasi¢ne formule ¢e dati veéu ili manju vrednost
Sto zavisi od predznaka koeficijenta korelacije.

Srednja kvadratna gredka pojedinih argumenata funkcije moZe se od-
rediti na poznati nafin, ako se za njih uzme vise podataka nego sto je
neophodno potrebno. Ako se moZe odrediti i koefictjenat onda je veoma
jednostavna ocena tagnosti korelativno zavisnih veli¢ina. Znati sustina se
svodi na odredivanje stepena korelativne zavisnosti. Odredivanje koeficijenta
korelacije uopSteno uzevsi veoma je slozen problem koji zahteva svestranu
analizu i apsolutno poznavanje tretirane problematike.

I

Koeficijenat korelacije moZe se odrediti na dva naéina:

a) na osnovu teorijskih razmatranja i

b) empiri¢kim putem.

Prvi naéin se moZe primeniti samo onda ako je zavisnost izmedu slu-
ajnih veli¢ina otigledna odnosno analiti¢ki definisana U ovom napisu po-
kugacemo da obuhvatimo $to vise jednostavnih i razli¢itih primera ocigledne
zavisnosti i pokazacemo za svaki primer posebno kako se odreduje koefici-
jent korelacije. Kod obrade geodetskih merenja moZe se zavisnost pojaviti
u sledeé¢im oblicima:

1. oblik zavisnosti
B = o (Byf)
f=1v(Bsb2. . Bi.--Po) (3)
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Obifno se uglovna odstupanja u nekoj zasebnoj figuri (trougao, poligono-
metrijski vlak, itd.) raspodeluje podjednako na sve argumente funkcije f.

R S
By =B+
gde je
f; — vrednost ugla dobivena merenjem

i’ — izravnata vrednost ugla.
n — broj elemenata iz kojih je obrazovano uglavne odstupanje f

sz_iﬁi
i=1

T — teoretska vrednost sume vrednosti uglova dobivenih merenjem.
Primenjujuéi isti postupak kao u /8 za koeficijenat korelacije dobija
se izraz SR

1
o s V_il .f>0

Fpin VIE £<o @

Ako u formuli /4/ zamenimo n = 3 dobija se stepen korelativne zavisnosti
izmedu odstupanja f i ma koga ugla u trouglu

1
rais= + V_;l

Primecuje se da steoen korelativne zavisnosti izmedu naznacenih veli¢ina
sporo opada sa povecanjem broja n.

2. oblik zavisnosti

ﬁ'i =g (ﬁnf)

B% = @ (Bj,0)
Veli¢ine B;, Bj, ', f'j i T imaju isto znacenje kao pod 1.
Korelaciski moment

1 1 1
Kgigpy=M|-gf+ 4+~ =—
B'1,6%4 [n Bl n* + nﬂjf:l

odnosno koeficijent korelacije

l'nia

n
1 2
n—1 )

Za n = 3 dobija se vrednost koeficijenta korelacije izmedu izravnatih uglova
u trouglu

rB'i.B': O

1
rg 'i.ﬁ'.i='-§

Vainost uzimanja u obzir korelativne zavisnosti izmedu izravnatih vredno-
<ti uglova ilustrova¢emo jednim primerom.
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Indirektna vrednost strane dobija se po sinusnoj teoremi posto su
prethodno izravnati uglovi u trouglu

sin o’
sin i’
Ako logaritmujemo ovaj izraz diferenciramo po promenljivim veli¢inama

a, b, @, p’ i primenimo formulu /2/ neposredno se dobija' relativna greska
sracunate strane :

a=>b

2 1 2 2

L 2 (eotg‘ a2 = 4 cotg?fy’ =8 cotg «’ cotg f’
S el e’ 0?

Kao $to vidimo za relativnu greSku sracunate strane dobija se izraz koji
se znatno razlikuje od formula koje egzistiraju u nasoj literaturi. U spe-
cijalnom sluéaju kada je @« = B ove formule daju identi¢ne vrednosti.

!M;E)

3. Oblik zavisnosti

Kod girusne metode opazaju se pravci Cije razlike daju odgovarajuce
uglove. /Slika 1/.

Slika 1
Bh=y—x m?; = m?*,2
Bi=z—y m®s; = m",2
f=2z—x m?; = m’p2

X,, y i z su vrednosti opaZenih pravaca a mp sredmnja kvadratna greSka
opaZanog pravca.

Vrednost ugla B moZe se odrediti kao algebarski zbir dva susedna ugla
B=f+ B
my'2 =m;?2 +my*2 + 4rgeymy"
odakle
Tol, pd = — 1
2

Znadi postoji znatna zavisnost izmedu dva susedna ugla Cije se vrednosti
dobijaju kao razlike pravaca. Ovu €injenicu nuZno je uzeti u obzir kod ocere
talnosti kada su uglovi mereni po girusnoj metodi. Na primer, srednja kva-
dratna greska izlazne strane, greska geometrijske veze itd.
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4, Oblik zavisnosti,

Videli smo kolika je zavisnost izmedu uglova gde su pravci opaZani po
girusnom metodu, pa je sasvim logi¢no da ¢e uglovna odstupanja u susednim
trouglovima biti takoder zavisne veli¢ine. Iz slike 2 moze se neposredno
napisati

Slika 2

fi=2—1+5—4+9—8

6/
ff=4—3+7—6+10—9

Posto su pravei opazanja prakti€no pod istim uglovima srednja kvadratna
greska odstupanja u trouglu bice:
mg® =mg'= mg;’ = m;,’6
Sumirajuéi jednacine (6) dobijamo:
' f=2—1+5—8+2—6+10—3

mrt = mD’S (7)
gde smo sa f oznadili zbir odstupanja u dva susedna trougla
f=f; + fj
Kakoe su f; i fj medusobno korelisane na osnovu formule (2) moZemo napisati
m¢" =:mg" + my' + 2ry,me myy (8)

Iz uporedenja formule (7) i (8) imamo

mp'8 = mp’- 12 + 12145 mp’
odavde
; ¢

It = =7
. 3

Iz toga slijedi da odstupanja { kod svih geodetskih mreza treba obra-
zovati iz nezavisnih elerr_lenata.
5. Oblik zavisnosti

Kod izravnavanja po metodi posrednih merenja najverovatnije vred-
nosti traZenih veli¢ina su u funkciji podataka dobivenih merenjem
x=0¢(l,....1y
y =¥ (lle,....15)
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Nije tesko primetiti da su veli€ine x i y medusobno zavisne.
Koeficijent korelacije odreduje se po formuli

= Sy
VQux VQuy
gde su: Qxx, QvyiQxy koeficijenti tezina

rx,y=

Primer:

DuZina kao funkcija najverovatnijih vrednosti koordinata dobija se po
formuli

D = [(x2 — x1)* + (y2 — y1)*]"2

Radi lakSeg sporazumevanja usvojimo oznake yj; = Xs, X3 = X3, y2 = X3

Srednja kvadratna greSka duzine moze se odrediti po formuli (2). Po-
trebni podaci za odredivanja koeficijenata korelacije uzeti su iz (/3/ str. 165)
i dati u Tab L
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Tabela I

Srednja kvadratna greska strane moze se razloziti na dva dela
m*p=m"p+ m"p
gde su:
m'p — srednja kvadratna greska strane kada se zanemaruje zavisnost
izmedu najverovatnijih vrednosti koordinata ~
m”p — vrednost za koju se menja srednja kvadratna greSka strane
zbog zanemarivanja korelacije

mp? == 0,00313 -} 0,00050 = 0,00363
m'p = -+ 0,056m mp= + 0,060m

Kao &to vidimo srednja kvadratna greska duZine neznatno se menja zbog
uzimanja u obzir zavisnost izmedu najverovatnijih vrednosti koordinata.
Prakti¢no ona se moze zanemariti

Mi smo ovdje tretirali zavisnost izmedu najvjerovatnijih veli¢na cije se
definitivne vrednosti dobijaju iz izravnanja po metodi posrednih merenja.
Medutim, moZemo uopsteno kazati da su izravnate veli¢ine uvek zavisne bez
obzira na metodu izravnanja.
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Svakako ovim nisu iscrpljeni svi moguéi oblici zavisnosti kaji mogu na-
stati kod obrade rezultata merenja. Tretirani naini odredivanja koeficijenata
korelacije odnose se na zavisnost izmedu sluéajnih veli¢ina koje nastaju iz
potpuno odredenih razloga. U navedenim oblicima zavisnosti stepen korela-
tivne zavisnosti zastupljen je u znatnoj meri a sto je najvaznije ne zavisi
od tagnosti izvréenih merenja. Medutim, postoji zavisnost izmedu slu¢ajnih
veli¢ina druge naravi koja se ispoljava u znatno blazoj formi. Uzroci njene
pojave je dejstvo vise faktora koji se ne mogu uvek taéno ustanoviti niti
se korelativna zavisnost moze tako lako izraziti preko koeficijenata korela-
cije.Razlozi pojave ovakve zavisnosti su razli¢ite: teznja da se merenja
izvode pod istim uslovima, da se merenja izvode neposredno jedno za dru-
gim, istim instrumentom, od istog operatora, itd. U radu (4) ¢itaoci se mogu
upoznati sa jos nekim razlozima pojave zavisnosti izmedu slu¢ajnih veli¢ina.
Jednom re&ju korelativna zavisnost se pojavljuje svuda gde su slucajne veli-
¢ine odnosno slu¢ajne gredke opterecene zajednickim vrednostima koje is-
poljavaju sasvim odredenu tendenciju.

b) Odredivanije koeficijenata korelacije empirickim putem

Uzmimo niz od n parova slu¢ajnih veli¢ina

(B1.81)" B2, P2)s o - - (PnB"n)

Siuéajne veli¢ine p if’ bi¢e medusobno zavisne ako najverovatnija odstupanja

v, i v} pokazuju istu tendencju odnosno jednosmerno deluju. Onda ¢e va-
ziti relacija

lim v, 11 =Kap

n—1 (9)

ili ako su B i B’ nezavisne veliCine onda
i LYY o
n—1

Ako poztivnoj vrednosti v; odgovara negativna vrednost v’; onda e kore-
laciski moment definisan formulom (9) biti negativan. Znaci da vrednost
korelacionog momenta zavisi od vrednosti vj i V' i od stepena njihove ko-
relativne zavisnosti.

Posto raspolazemo sa ogranitenim brojem merenja mozemo odrediti
pribliznu vrednost korelaciskog momenta i koeficijenta korelacije po sledecoj
formuli

S 6
Vivi v

Autor je poku$ao da odredi korelativnu zavisnost izmedu vrednosti do-
bivenih merenjem dva susedna ugla. Uglovi su opazani jedan za drugim
u sto ponavljanja. Uzete su tri takve serije u razlicite dane pri prakti¢no
istim uslovima. Iz razumljivih razloga nisu dobivene ocekivane vrednosti
zato rezultate merenja neéemo prikazati ve¢ radi ilustracije pomenutih for-
mula uzeéemo jedan brojni primjer (Tabela II).

Ko = [vivi] . e

josem Tg,p (10)

119



3 @ R R0 % (O B O
1 148726 26" | 36 42 22 [ 43 Jreo |4 | 4 o 3
2 2 -1 1_|-47 269 |xav
S a2 24]=A 1 4 fra ] 4]-1
g 06 2|-7 |49 |+S |25 |-38
5 oo 20]|-13(160 |+? |49 |-o4
S o6 A8l-2 ] 49]-5 [25 |42s |
5 2% 6] 411 12 (160 |rras
8 2 [+3> D |-an 421 |-2»
2 ® 40|+5 | 25 vz |280 [+es
o 2 _ -] 1V |-7 |ao|rw
“G'?-‘:- > 2642 25|42 [595 [+2 MO 11y |,
kh@f ‘%{- =27 r“a‘ 3‘%’3’0« 5-0,16
Tabela II

Priblizna vrednost srednje kvadratne greske odredivanja koeficijenata
korelacije odreduje se po formuli

—a
mr =1_r =0,31

Vn .
Nije teSko primetiti da za odredivanje pouzdane vrednosti koeficijenata
korelacije bliskog nuli treba veoma veliki broj merenja. Prema tome, koefi-
cijenat korelacije moze se odrediti po formuli (10) iz vrlo velikog broja
podataka ili iz analize obimnijeg materijala $to je izvan moguénosti po-
jediniénog prou¢avanja. U svakom slu€aju ovo je predmet jednog sistemat-
skog i permanentnog istraZivanja kojima mogu da se bave geodetske insti-
tucije,

IV
Ako nemamo nikakove informacije o stepenu korelativne zavisnosti
izmedu sluéajnih veli¢ina onda se ona moze odrediti iz obrade odstupanja f.

Uzmimo niz opaZanja xi, xs,....x, koja su medusobno korelisana.
Neka su ove vrednosti sa odstupanjem f povezane sledecom relacijom
f—-—-T—in
1=1
Ako uzmemo opsti sluéaj postojanja korelacije onda ¢e srednja kvadratna
greska biti

n
m? = 2 m'; 42 2 T'jj Myy Myy
1=1

1<}
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Predpostavimo da su sva merenja izvréena pod istim uslovima i oslobodena
sistematskih gresaka

mx,:mx,=-o--=mxn=m

m* =m?.n+4 2m'21‘u
1<i
odnosno

Do koeficjenta korelacije mogucée je doé¢i ako pretpostavimo da je isti
stepen korelativne zavisnosti izmedu svih argumenata funkcije f. Ovde mogu
da se ucine dve pretpostavke:

Prva pretpostavka

rx:xa=rx|x;=----=rxn__1xn

Znagi imamo n elemenata po dva u kombinaciji.
Uzimajuéi ovo u obzir dobijamo

o e (1)

Lako je primetiti da donja granica koeficijenata korelacije zavisi od broja
n tj. on moze uzimati sve vrednosti iz intervala

e

Druga pretpostavka

Fxix2 = I'x2x3 = 2.+ =Trxn-xn=1T1
n m? —m?n
P e Ry i s Lo

ili ako imamo zatvorenu geometrijsku figuru odnosno ako je pocetni i zavr-
sni argumenat funkcije f u korelativnom odnosu onda dobijemo izraz

1 m? —m?n
o el e~ ! (5

Formule (11), (12) i (13) navedene su kao jos§ jedna moguénost da se
dode do vrednosti koeficijenta korelacije. Jasno ovakvom na&inu odredivanja
koeficijenta korelacije mogu se u¢initi niz zamerki: pretpostavka o jedna-
kosti koeficijenta korelacije, nemoguénost otklanjanja sistematskih gresaka
iz rezultata merenja, itd. Nuzno je naglasiti da se ovom naéinu odredivanja
koeficijenta korelacije kao i kod eksperimentalnog postupka vezane za izvesne
neminovne greske subjektivnog i objektivnog karaktera, pa stoga dobivene
vrednosti na prikazani nadin moraju se primiti sa izvesnom rezervom,
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Pored tretiranih nadina za odredivanje koeficijenta korelacije postoje
i druge moguénosti.

Uzmimo jednostavnu nelinearnu funkciju
(¢4
r=htg ";_;'
Ovo je poznata formula koja daje vrednost skra¢enja koso merene duZi na
horzonat. Srednja kvadratna greska redukeije bice
2

a

g2 m2 —mittg——— 1, ,mm

m, g 2 my 4; x g cos 2a "ha h™ = (14)
Ugao koji koso merena duZ zaklapa sa horizontom nije neposredno meren.

On se odreduje po formuli:

- H
o —
arcsin o
Odnosno srednja kvadratna greska bice:
i h?
e s TN T - m?
W = Feo?a b + Sicofa s (15)

Po formuli (15) moZe se odrediti srednja kvadratna greska ugla ako
znamo sa kojom su taénos¢u odredeni elementi za svodenje koso merene
duZi na horizonat.

Do srednje kvadratne greske mr moZe se do¢i drugim putem ako r
jzrazimo u funkciji merenih veli¢ina.

r=8—\|s'—h

osc — 1)
(cosc —1) m? 4 tg’ «m} (16)

2

r=  cos'c
Koeficijenat korelacije odreduje se iz neposrednog uporedivanja formule
(14) i (16)

; ,  cos’ stglam, 1 . m, TR
Tnx= g5y, Sine tg' E’Tj— W;_E;_ ﬁs‘““i_i‘sﬁ? g
Primer:
S = 100,0m ‘h = 17,40 m
mg= 0,Im m, =(,01lm ma = 20,4°10~°
Thx = 0,49

SuviSe je naglasiti da navedeni primer ima teoriski znacaj.
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