O TACNOSTI DUZINA DEFINIRANIH
TRIANGULACIONIM TACKAMA

DANKO RUNUIE dipl. inZ — Zagreb

Predmet razmatranja bit ¢e ocjena taénosti duzina triangulacionih stra-

‘na kod mreze €ije su tatke odredene metodom presijecanja postepeno i poje-
dinaé¢no.

Neka su u koordinatnom sistemu X Y zadane dvije tako odredene tacke:
T, (%, X3 1 Ty (Y Xp) — Shka. 1.

X A
T
| / b
: Vb
IV
I
|
TO ! m\’o
I
|
T
Y
Sl 1
Definirana duzina ovim tackama dobit ¢e se iz odnosa:
d':(Yb—Y g L e G RSl RN ¢ )
a b a
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Postavlja se pitanje tatnosti tako odredene duzine, odnosno da li njena
srednja pogreSska my u dovoljnoj mjeri ilustrira tu ta¢nost. U tu svrhu raz-
motrit ¢emo formule po kojima se ratuna veli¢ina m;. Ove formule izrazit
¢emo srednjim pogreSkama odredivanja svake krajne tatke duZine, u smjeru
v njihove spojnice.

Veli¢ina srednje pogreske odredivanja bilo koje tatke T, u nekom po
volji odabranom smjeru v predstavljena je radij vektorom krivulje pogresaka
te tacke povuéenim u tom smjeru (vidi sl. 2.). Kako ta pogreska ukazuje na
linearnu pogresku tacke u tom smjeru, to ¢emo je u daljnjem tekstu zvati
srednjom linearnom pogreskom tacke u smjeru v.

Oznadimo li ove pogreske u tacki T, sa m,,, a u tacki T, sa m,, to
prema zakonu o prirastu pogreSaka imamo:

m\‘d-—ﬂn'-.,u-i-m“vb e iy SO L e (e Ry

Brojna vrednost veli¢ine m,, za bilo koju tatku T, mozZe se odrediti iz
odnosa:
m? =A".cos'(v—0) }iB? .sin?(v—0) $ 2 A
Vo n n n n
Izraz (3) predstavlja jednadZbu krivulje pogreSaka tatke T,, a veliine:
A,, B,i9, su elementi srednje elipse pogresaka tacke T,, koja je u stvari
nosilac krivulje pogreSaka. m,, moZe se izraziti i srednjim linearnim po-
greSkama tacke T, u smjeru koordinatnih osi, veli€¢inama m,, i my,.

Ove vrijednosti definirane su prema 4. odnosom:

m!= [aa]_ S
va  [aa] - [bb] — [ab]* ™ on
o = [bb] : s

o faal Tob] — b ™ en

X\

<

31 2
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gdje je:
m,, — srednja pogreSka izjednacenih smjerova @
[ea]=a* +a%+ . .
[bb] =D, +Db%+ . . .
[ab] == a;b, + azb, }+ .
[aa] - [bb] — [ab]* = D
a i b koeficijenti smjera i ratunaju se iz odnosa:

P

d‘ -8ln g

a=—

(5)

b= —g—-cosqo

Jednadzbe (4) vrijede za svaki pravokutni koordinatni sistem- S tim u vezi
bit ¢e srednja linearna pogreska tacke T, u smjeru koordinatne osi x’ sistema
x'y" (sl. 3):

x| X
V
Mxp = Mop
Tn \ y
yl
Slika 3

[b'b]

—— . i‘ $ . 6
% [ala!] 3 [b.'b.r] 0 [arb.u!' 4§ :Pn ( )
n

m?
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Koeficijenti 2’ i b® mogu se izracunati za sistem x’ y’ dosljedno izrazu (5) iz
odnosa: _

8= — ;- sin (¢ —v)
b’ —-F cos (9 —v)
d

Koeficijente a' b’ nije potrebno rafunati ukoliko su poznati koeficijenti a i b.
MoZe se, naime, dokazati [vidi (4) str. 457, 458] da je:

[a'a’] = [aa] cos®v - [bb]sin®v + [ab] sin 2v

[b'b] = [bb] cos'v -+ [aa] sin’v —[ab] sin 2v L L RN
[a’a’] - [b'b'] — [a'b']* =[aa] [bb]—[ab]® =D

Uvodenjem ovih vrednosti u (6) dobit ce se:

2 o | .
e [bb] cos®v + [aa] sin’v — [ab] sin2v. il
x’ D
n

odnosno prema (4):

; ab] .
m' ==m? -cos' + m? 'sm‘v—[—- Leiaaov & Ao ke, AR
= x ¥ D

n n n

Iz slike 3 se vidi da je m,,, u stvari srednja linearna pogreska T, u smjeru v
{o~jest:

m =—m
x'n ¥n
to prema (9) imamo:
m' =m' -cos'vim? ° sin’v—LaL] sin2v . « « (10
¥n xn yn D

Treéi ¢lan desne strane ove jednadZbe moZe se zanemariti kao mala veli€ina,
Ovo je dopuSeno s obzirtom da ¢e koeficijenti a i b imati razlicite predznake.
pa Ge i [ab] biti relativno mala veli¢ina. Zanemarivanjem ovog ¢lana dobit
¢e se povoljniji i dovoljno tagni izraz za raunanje:

m' =m® .cos’y +m? sin’vn R T e e s A
yn xn 5, Yﬂ.
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Cesto se krivulja pogreSaka talke aprok.simira kruznicom polumjera:
2 2
e s LAY
o5 2 2

Uz ovu aproksimaciju dobit ¢e se da su linearne pogreske tacke u svim
smjerovima iste.. m,, tatke T, jednostavno se definira izrazom:

A 4+ B
e n n
2 2

2 2
b =mx+my
v, o .

m

ST SNAIE

Na kraju spomenimo i to da se m,, moze izraziti i srednjom poloZajnom po- .
greskom tacke koja se daje odnosom:

M2, =m?,; + m2, = A2, + By, (13)
Prema (12) i (13) izlazi da je:
md — 1 e iy g RS LT
Vi ,

Rezimiramo 1i ova izlaganja u vezi srednjih linearnih pogresaka triangula-
cione tatke mogu se za ralunanje srednje pogreike m 4 duZine zadane izrazom
(1) izvesti slijede¢e formule:

Prema (2) i (3):
mg = Al cos’(v—6,) | B3+ sin(v—0,) - AZ "cos’ (v—8,) 4
+ B2 'sin* (v —0,) D e e TR )
Prema (2) i (10):
m’} = cosv* (w2, + m2,) + sin'y (m, + m3,) —

—siﬁzv-[(ga—;’l)T-+(%b—])TJ AT AR e

Prema (2) i (11):

mi=siny-(m;, + m3)+cosv- (W2, +m2) . . . . . . an

Prema (2) i (12)

mle jmzya_ + mth —|2_mzlb S . . : . ) ) | (18)

- j—
m; =
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Prema (2) i (14):

M: M
2

Kod izvoda izloZenih formula posli smo od predpostavke da su srednje line-

arne pogreske tataka T, T, u smjeru njihove spojnice, velic¢ine my, i my,
mjerilo taénosti medusobnog odnosa tih tadaka.

U praksi, medutim, ta predpostavka nece biti u cijelosti ispunjena.
Uzrok tome jesu pogreske koordinata danih (prikljuénih) ta¢aka, od kojih
su tacke T, i T, odredene-

Kod raCunanja koordinata nove tatke koordinate danih taéaka uvodimo
u racun kao bezpogresne veli¢ine: No, unatoé tome pogreske danih tataka
djeluju na poloZaj tacke koja se odreduje. Radi tih pogre$aka nova tacka
bit ¢e u kordinatnom sistemu xy pomaknuta. Veli¢ina te pogreske, medutim,
bit ¢e samo svojim manjim dijelom okarakterizrana srednjim linearnim po-
greskama tacke. S obzirom na ovo dopustimo za sada pretpostavku, §to neée
biti sasvim ispravno, da su srednje linearne pogreike novo odredene tacke
mjerilo tatnosti njenog odredvanja u odnosu na dane tacke uzete kao bezpo-
gresno zadane. Dakle, u odnosu na neki zamisljeni sistem unutar kojeg ée
koordinate danih tataka biti stvarno bespogresne, a ne u odnosu na sistem xy
u kojem su te tacke zadane s jzvjesnom pogreskom polozaja. Taj zamisljeni
sistem bit ¢e radi pogresaka danih tataka: pogreSan u mjerilu, translatorno
pomaknut i zarotiran prema sistemu xy.

Iz ovoga slijedi: ako je tatka T, odredena od jedne grupe datih tacaka,
a Ty, od savim druge grupe, srednja pogreska duZine T, — T, izracunata iz
veli¢ine m,, i m,, nece ukazivati na stvarnu ta&nost duzine iz dva razloga.
Prvi je razlog $to se m,, i m,, odnose na razli¢ite sisteme izmedu kojih pos-
toji nesklad, a drugi sto vrijednosti m,, i my,~ ne obuhvaéaju i pogresku
mjerila sistema na koji se odnose. — Da bismo ovo obrazloZili uzimamo za
sada u razmatranje najjednostavniji slu¢aj odredivanja tacke.

m2 = A e e e L

Neka je tacka T, odredena metodom presijecanja od svega dvije priklju¢ne
(dane) tacke. Kako su ove prikljuéne tatke zadane u koordinatnom sistemu
Xy s izvjesnom pogreSkom poloZaja, to ¢e te pogreske izazvati i odgovara-
ju¢i pomak novo odredene tacke u sistemu xy. Medutim, ta pogreska tacke
T, nece biti uopce okarakterizirana njenim srednjim linearnim pogre$kama.
Naime veli¢ine m,,, my, i m,, ovisit ¢e u ovom sluéaju iskljuéivo o povoljnosti
poloZaja tatke T, u odnosu na prikljuéne tatke i o ta&nosti mjerenja a ne
i o velitini pogreSaka prikljuénh tafaka. Iz ovoga slijedi da su srednje line-
arne pogreske tako odredene tacke T, mjerilo taénosti njenog odredivanja u
odnosu na prikljuéne tatke uzete kao bespogresne veli¢ine. Dakle u odnosu
na sistem zadan priklju¢nim tatkama unutar kojeg se koordinate tih tadaka
mogu promatrati kao bespogresne. Buduéi da su koordinate priklju¢nih ta&a-
ka zadane u sistemu xy s izvjesnim pogredkama, to ée sistem na kojeg se od-
nose veli¢ine my,, my, i my, biti: pogreSan u mjerilu, translatorno pomaknut
i zarotiran prema koordinatnom sistemu xy. Pogre$ka mjerila sistema neée
biti obuhvacena veli¢inama mg,, m,, i my,, jer su ove veli¢ine potpuno ne-
ovisne o pogreSkama prikljuénih tadaka.
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[z izloZenog tumadenja proizlazi da veli¢ine my, i m,, ne predstavljaju
srednje pogreske brojnih vrijednosti koordinata tacke T,. Veli¢ine m,, i
m,, imale bi to znatenje jedino da je tatka T, odredena od apsolutno bes-
pogresno zadanih talaka. Ovako su my, i My, samo srednje linearne po-
greske tatke T, u smjeru koordinatnih osi x iy i predstavljaju mjerilo tag-
nosti odredivanja tatke u tim smjerovima, ali u odnosu na sistem zadan
danim tac¢kama.

Odredimo li od istih tataka i drugu talku T, to ¢e ona biti pomaknuta
uslijed pogresaka danih tacaka za isti iznos kao i tatka T,, a njene srednje
linearne pogreske imat ¢e isto znafenje kao i tatke T,. Odnosno, nece
ukazivati na veli¢inu pomaka tacke T, koji je izazvan pogreskama danih
tataka.

Izraéunamo li iz srednjih linearnih pogresaka tih taCaka srednju po-
gredku duzine T, — Ty, dobit ce se vrijednost koja ilustrira njenu tacnost u
odnosu na sistem a ne njenu stvarnu taénost, jer mya i my, ne sadrzavaju
pogresku mjerila sitema.

Pretpostavimo sada da tatka T, nije odredena od istih tataka kao T,,
veé od neke druge dvije tatke. Buduci da se pogreske danih tatka medu-
sobno razlikuju, to je razumljivo da e tako odredena tac¢ka T, biti pomaknuta
u sistemu xy za neki drugi iznos koji se razlikuje od pomaka tacke T,. Ve-
licine m,, i My, u smjeru duzine T,— T, u ovom sluéaju nece zadovoljiti
jednadzbu (2), tj. bit ce:

m = mi, + w0,

jer se my, i my, odnose na dva razli¢ita sistema izmedu kojih postoji nesklad.
Tako izradunata vrijednost neée sadrzati u sebi pogresku koja proizlazi
iz nesklada jednog i drugog sistema kao ni pogreSke mijerila tih sistema.

Razmotrimo sada slu¢aj da se tatka T, odreduje od veceg broja danih
tacaka. Pogreka novo odredene tacke izazvana pogreskama danih tataka ne
bi bila ni u ovom sluaju uopée okarakterizirana njenim srednjim linearnim
pogreskama kad bi sve dane tatke bile za isti iznos translatorno pomaknute
i zarotirane u odnosu na sistem xy. No, u praksi ovakav pomak grupe danih
tacaka unutar kojih se uklapa nova tacka ne treba oCekivati. Svaka od danih
tataka grupe bit ¢e za drugi iznos translatorno pomaknuta i zarotirana u
odnosu na sistem xy. Drugim rije¢ima — sistem definiran koordinatama
veceg broja danih ta¢aka nije samo translatorno pomaknut, zarotiran i pogre-
gan u mjerilu ve¢ je i deformiran, do izvjesne mjere nejednoliéno razvucen.
‘Unutar tako zadanog sistema nemamo jedinstvenu pogresku mijerila. Ona
se unutar sistema mijenja. Uslijed ovog momenta dobit ¢e se nakon prove-
denog izjednafenja novo odredene tacke povecane vrijednosti popravaka
pravaca, odnosno povecani me a samim tim i uvecane vrijednosti srednjih
linearnih pogresaka tacke. Medutim usprkos tome stvarna pogreska taCke
jzazvana pogre$kama danih tataka bit ¢e samo djelomiéno okarakterizirana
vrijednostima: m, my m,.

Prema tumadenjima Jochmanna (vidi /3/ str. 487), pogreska svake po-
jedine tatke moZe se promatrati kao sloZena veli¢ina iz jednog nepravilnog
dijela i drugog sistematskog. Ovaj nepravilni dio pogredke danih tataka
slijedi Gaussov zakon o pogreSskama i utjecaj ovog dijela pogreske danih’
tataka na poloZaj trazene talke smanjuje se povecanjem broja prikljuénih
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taaka. Za sistematski dio se isti¢e da djeluje na poloZaj traZzene tatke u
ovisnosti od rasporeda danih tacaka u odnosu na traZenu ta¢ku i da kod po-
voljnog rasporeda nova tatka poprima sistematsku pogresku susjednih danih
tacaka. Prema istim tumacenjima sistematsku pogresku tatke moie se za-
misliti kao neznatno istezanje, translacija i rotacija koordinatnog sistema.
Veli¢ine ovih elemenata sistematske pogreske tacke ovise od brojnih vri-
jednosti koordinata tacke, tj. veliina sistematske pogreSke se mijenja od
tacke do tacke unutar triangulacione mreZe po nekoj funkciji koja je nepo-
znata. No, za podruéje unutar kojeg leZe prikljuéne tacke i tatka koja ce
odreduje moze se uzeti da je:

1) ova funkcija priblizno konstantna, ili
2) da se u tom podruéju funkcija mijenja linearno.

S obzirom na izloZeno, kod ograni¢enog broja priklju¢nih tataka koje
osim toga mogu biti zadane s neujednac¢enom taéno$c¢u nepravilne pogreske
djelovat ée na polozaj trazene tatke kao pogreske mjerenja. Uslijed pri-
sutnosti ovih pogreSaka dobit ¢e se povecana vrijednost popravaka pravaca,
uveéani me a samim tim i uvecane srednje linearne pogreske novo odredene
tatke. Odnosno, pogreSka tatke izazvana ovim dijelom pogreSaka danih
taéaka bit ¢e u cijelosti okarakterizirana srednjim linearnim pogreSkama
tacke. Nasuprot ovome utjecaj sistematskog dijela pogresaka danih tataka
na poloZaj novo odredene tacke bit ¢e samo djelomi¢no obuhvacen srednjim
linearnim pogreskama tacke. Naime, do koje mjere ¢e one utjecati na veli-
&inu me ovisit ¢e o stupnju neujednacenosti sistematskih pogreSaka danih
taaka grupe. Prema tome samo u slucaju da sistematskim pogreskama danih
taaka nije poremecen medusobni odnos danih ta¢aka bit ¢e veli¢ine m, m,
i m, potpuno neovisne o sistematskim pogreskama danih tacaka.

Rezimiramo 1li ova izlaganja moZe se zakljuciti da su srednje linearne
pogreske pojedina¢no odredene tacke u ovom sluéaju mjerilo taénosti njenog
odredivanja u odnosu na sistem koji je pogreSan u mjerilu, translatorno po-
maknut i zarotiran u odnosu na sistem xy za iznos koji odgovara priblizno
veli¢ini sistematskih pogresaka danih taaka. -

Prilikom provedenog izlaganja istakli smo da se sistematske pogreSke
tacaka po svojoj veli¢ini mijerjaju pri prelazu od tacke do tatke unutar
triangulacione mreze. S tim u vezi moramo imati u vidu da ¢e svaka novo
formirana grupa definirati i novi sistem i da ¢e svaki sistem imati drugu
pogreSku mjerila i biti za drugi iznos translatorno pomaknut i zarotiran
prema koordinatnom sistemu xy.

Prema tome srednje linearne pogreske pojedinaéno odredenih tafaka T,
i Ty, od kojih je svaka odredena od druge grupe danih tacaka ne mogu se
uzeti kao pouzdano mijerilo taénosti medusobnog odnosa tih tataka. Ovo
proizlazi iz toga $to veli¢éine m,, i m,, tako odredenih tataka ne ukazuju
na pogreske mjerila sistema na koje se odnose kao ni na pogresku mjerila
koja proizlazi iz nesklada tih sistema.

Grupe danih tafaka koje se prilikom postepenog i pojedinaénog ukla-
panja tataka formiraju redovito su medusobno povezane preko izvjesnog
broja taaka. Radi ove povezanosti grupa moglo bi se ogekivati da ée
nesklad izmedu sistema susjednih grupa biti minimalan i da se moZe zane-
mariti. No unato& toj povezanosti grupa postojat ¢e izvjesni nesklad izmedu
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sistema koji se kod prelaza od jednog sistema na drugi postepeno povecava,
pa zatim smanjuje po nekoj nepoznatoj funkeiji. U kojoj je mjeri.smisljenim
planom rafunanja ovaj nesklad izmedu sistema sveden na minimum unutar
mreze moZe se donekle zakljuéiti i po uticaju nepravilnog djela pogreSaka
danih tacaka na veli¢inu mg. Naime, kod mreZze gdje je ovaj nesklad mini-
malan moZe se ocekivati da ¢e i nepravilni dio pogreSaka danih taaka ne-
znatno utjecati na vrijednost me. U mrezi gdje je ovo ostvareno srednje

- pogreske izjednaCenih orijentiranih smjerova trebale bi po svojoj veli¢ini
odgovarati taénosti izvrSenih mjerenja.

No takva ocjena dat ¢e samo pribliznu sliku o postoje¢em neskladu
izmedu sistema. Stvarna veli¢ina sistematskih pogresaka po volji odabran:h
tataka T, i T, ostaje, naime, nepoznanica. Prema tome ¢e srednja pogreska
duzine, definirane tim tackama, izracunata iz odnosa:

T — 2 2
m'd =m? -+ mi,

ukazivati na ta¢nost koja ne pruza pouzdanu sliku o stvarnoj taénosti duzine.
Stvarnu tac¢nost duzine mogli bi utvrditi jedino kad bi poznaval pogresku
mjerila koja je uzrokovana sistematskim pogreskama tacaka. Iz ovoga slijedi
da se stvarna tacnost duzine zadane triangulacionim tackama moze odrediti
jedino putem direktnog mjerenja ili putem preciznih poligonskih vlakova.
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