NEKA RAZMATRANJA O ODNOSU IZMEDU SREDN]JE
KVADRATNE GRESKE MERENOG I IZRACUNATOG
UGLA U PARALAKTICNOJ] POLIGONOMETRIJI

KUNISLAV MIHAILOVIC, dipl. inZz. — Beograd

Metoda Drenova. — DuZine strana u paralaktiénoj poligono-
metriji kao §to je poznato odreduju se indirektnim putem preko tako-
zvanih karika. Ima viSe tipa karika u zavisnosti od polozaja baze u odnosu
na trazene duZine. Drenov je primenjivao karike istog oblika, kao i Dr.
P. Gast tvorac poligonometrije. Drenova metoda je u stvari modificirana
varijanta Gastove metode. Za razliku od Gasta koji je merio samo ne-
ophodan broj elemenata za refavanje trougla (baza AB, « i ), Drenov je
uzimao viSe podataka nego 5to je bilo neophodno potrebno (vidi sliku).

Zbog toga je Drenov vrsio izravnavanje merenih uglova. U vezi sa ovim,
nuZno se nameéu dva pitanja koja je Ing. N. Sve¢nikov istakao u knjizi
Visa geodezija — knjiga II (str. 17).
1. — Da li je neophodno meriti sva tri ugla u trouglu?
2. — Da li je pravilno uzimati za paralakti¢ne uglove dvostruko veéu
teZinu u odnosu na prelomne uglove?

Pored ovih pitanja koja nemaju definitivan odgovor autor ovoga
¢lanka smatra da je potrebno dati odgovor na pravilnost primene formule
Obalske geodetske sluzbe SAD kojom se odreduje odnos izmedu greske
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merenog i izravnatog pravca, za odredivanje srednje kvadratne greske
izravnatog paralakti¢nog ugla.

Ing. N. Sveénikov za odredivanje srednje kvadratne greske izravna-
tog paralakti¢nog ugla koristi formulu Obalske geodetske sluzbe SAD
(1, str. 36).

Formula glasi:

et 1

gde su: -

D — broj opazanih pravaca smanjen za dva
C — broj uslovnih jednac¢ina

— srednja greska izravnatog pravca
p — Srednja greSska merene vrednosti pravca

i o

Za sluéaj trougla
D=4 =1

Usvajajuéi za srednju kvadratnu gre$ku merenog paralakti¢nog ugla -
1” dobija se vrednost srednje kvadratne greske izravnatog paralaktiénog
ugla + 0,84”.

Drenov je neposredno posle izravnanja paralaktiénih i prelomnih
uglova iz uslova ¢etverougla dobio njihove definitivne (izravnate) vred-
nosti. Zato se vrednost izravnatog paralaktiénog ugla ne moZe odrediti
iz uslova trougla veé ga treba odrediti iz uslova &etverougla.

Za slu¢aj cetverougla

D=6 Er—212
Ako usvojimo za srednju kvadratnu greSku merenog paralakti¢nog
ugla -+ 1” onda ¢e srednja kvadratna greska merenog pravca biti:
1.?!
===+ 0"71
p V 2 =

iz formule (1) dobija se srednja kvadratna greska izravnatog pravca
£ = Vz 071 =+ 0"65

odnosno vrednost izravnatog paralakti¢nog ugla biée:
My =E'v2_= :i:U",92

Izravnanjem smanjena je srednja kvadratna greska paralakti¢nog ugla
za 8% a ne za 16% (1) str.37.

Nije tesko primetiti da odnos izmedu srednje kvadratne greske izra-
vnatog i merenog pravca odnosno ugla odreden po formuli (1) nije zavi-
stan od metode izravnanja veé iskljuéivo zavisi od oblika mreZe. Prema
tome, formula (1) ne mozZe se primeniti na postupak izravnanja kakav je
primenio Drenov,
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O tome Ing. Nikola Sveénikov kaze: »Ali takav zakljutak kada je re¢
o izravnanju kako ga je vrsio Drenov treba primiti sa velikom rezervom«
(1) str. 37. Autor ovogarada smatra da se forumula (1) ne moZe primeniti
za odredivanje srednje kvadratne greske izravnatog paralakti¢kog ugla
bez obzira o kakvom se izravnanju radi. To se uostalom vidi i iz same
formule (1). Posto je formula Obalske geodetske sluzbe SAD navedena
bez dokaza (izvedenja) prirodno je ispitati s jedne strane da li se ona
moze koristiti za odredivanje srednje kvadratne greske izravnatog para-
laktickog ugla a s druge strane da li je teoriski opravdana. :

ODREDIVANJE ODNOSA IZMEDU SREDNJE KVADRATNE GRESKE
IZRAVNATOG 1 MERENOG PARALAKTICNOG UGLA

Da bi mogli da odredimo u kome se odnosu nalazi srednja kvadratna
greska izravnatog i merenog paralakti¢nog ugla potrebno je da se pod-
setimo na postupak merenja i izravnanja merenih uglova koje je primenio
Drenov.

Paralakti®ni uglovi mereni su u tri girusa: teodolitom sa podatkom
5”. Prelomni uglavi d; i 8 mereni su takoder u tri girusa sa podatkom 10".
Oni su mereni posebno odnosno nezavisno od uglova By, fa i 1v2. Izravna-
nje uglova izvrSeno je na sledeéi nadin. Prvo su odredene popravke za
paralakti¢ne i prelomne uglove iz uslova fetverougla a zatim je vrSeno
izravnanje za uslov trougla. VaZno je naglasiti da je Drenov kod izravna-
nja uglova u trouglu smatrao paralakti¢ne uglove kao konstantne vred-
nosti a odstupanja su podjednako rasporedena na uglove B i v. Zbog toga
od interesa je upoznati se sa postupkom raspodele odstupanja za uslov
tetverougla, jer neposredno posle toga izravnanja dobijemo definitivne
vrednosti paralaktiénih uglova oy i as.

Popravke za paralakti¢ne i prelomne uglove odreduju se po formuli

£.'%
i =r13° 5 (2)
[+
gde je f greska zatvaranja ¢etverougla a P teZine merenih uglova.
Drenov je za paralakti¢ne uglove uzeo dvostruko veéu tezinu u od-
nosu na prelomne uglove
P,=2-Psx (3)

Izravnatu vrednost paralaktiénog ugla dobijamo kada algebarski
saberemo neposredno merenu vrednost paralakti¢nog ugla i popravku
sra¢unatu po formuli (2)

oy = + vy 4)
odnosno
1
oy =a, -+ 11)1 f (5)
¢}
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Popravka v; je direktno proporcionalna odstupanju merenih uglova
u ¢etvorouglu f. Oznaéimo koeficient proporcionalnosti sa

_1_
K=t (6)
B
Zamenimo ovu vrednost u jednacini (5)
«,=o,+K-f )
Odstupanje f jednako je
f=2360°—(3,+ 38, + o, + ) (8)
Ako odstupanje f zamenimo u jednacini (7) dobijamo
oy =0y + K (360° — 8, — 8, — «t; — 1) == 9)
=(1—K) ¢;— K8 — Kb, —K -« K - 360°
Ako primenimo formulu za srednju gresku funkcije
m?, = (1 —K)'m*, +K'm's. - K*m’5; + K'm? 3 (10)

Posto su paralakti¢ni uglovi @4 i us mereni sa istom taéno$éu moZemo
napisati

M, =M, =m,
To isto vazi i za prelomne uglove

ITB =:m,-_—_n‘15

i

Obzirom na jedna¢inu (3) moZemo neposredno napisati odnos izmedu
merenog paralakti¢nog i prelomnog ugla

2 _1__ 2
m'y = 5 m% (11)

Uzimajuéi ovo u obzir jednadina (10) dobija oblik
m’;, = (1—K)'m?, + 5K*m?,
odnosno
m?,, = (1— 2K -} 6K*)m’,
ili u definitivnhom obliku
m,, = | (1— 2K + 6K*)-m, (12)

Do formule (12) koja analititki definiSe odnos izmedu merenog i
izravnatog paralakti¢nog ugla doslo se na osnovu teoretskih razmatranja
bez ikakvih aproksimacija. Zbog toga, jedino se ona moze koristiti sa
teoretske tatke gledista, za odredivanje srednje kvadratne greske izrav-

237



natog paralaktinog ugla. Jasno formula (12) u ovom obliku vaZi samo
za postupak izravnanja kakav je primenjivao Drenov.

Ako pretpostavimo da su paralaktiéni i prelomni uglovi mereni sa
istom taéno$éu odnosno da su svi uglovi u ¢etvorouglu mereni pod istim
uslovima onda formula (12) dobija izmenjen oblik

my, = {1 —2K +4K?) - m. (13)

Koeficient proporcionalnosti K kod merenja iste tatnosti, odreden
po formuli (6) iznosi

24 (14)

Ako uzmemo ma koju zatvorenu geometrisku figuru kao $to su trougao,
tetvorougao i mnogo ugao ili poligon koji se oslanja na date tatke n
uglova, onda ée formula (14) dobiti opsti oblik

o 15))

vi=-1
n

Uzimajuéi ovo u obzir nije tesko primetiti da formula (13) dobija sledeci

oblik
P =V“;"1- ) (16)

Ot¢igledno, formula (16) prostijeg je oblika od formule (12). Ona ima
op$ti zna¢aj i ona se moZe primeniti na svaku prostu geometrisku figuru
zatvorenog oblika ili poligon oslonjen na date tatke.

Jedini uslov da se ona moZe koristii jeste da svi uglovi imaju isti
stepen poverenja odn, istu teZinu. U protivnom, ako su merenja razli¢ite
tac¢nosti onda se o tome mora voditi ratuna. Naime, za slu¢aj izravananja
koji je primenio Drenov treba srednju greSku izravnanja paralakti¢nog
ugla sracunati po formuli ((12). Svaki drugi slu¢aj treba posebno tretirati
na naéin koji primenjen za izvodenje formule (12). Od odnosa izmedu
terina direktno merenog paralakti¢nog i prelomnog ugla zavisi¢e kona-
¢an oblik formule (12). Zato formula (12) nema opsti znataj, ve¢ za svaki
konkretan slucaj dobija odgovarajuéi oblik.

Da vidimo sada kolika ée biti vrednost izravnatog paralakti¢nog ugla
usvajajuéi za srednju kvadratnu gresku neposredno merenog parakatic-
nog ugla = 1”. Za primer izravnanje po Drenovoj metodi je (1) str. 17).

= 1
a =2 P=3

238



Koeficijenat proporcionalnosti biée

Za vrednost koecifijenta proporcionalnosti K = 1/g i srednju kvadratnu
greSku neposredno merenog paralakti¢nog ugla * 1”7 dobijamo srednju
kvadratnu gresku izravnatog paralakti¢nog ugla

mg,; = + 0%,91-m,

Znati da je izravnanje smanjilo srednju gresku neposredno merenog
paralakti¢nog ugla za 9%. Procenat smanjenja sratunat na osnovu for-
mule (1) iznosi 8%. Uporedujuéi vrednosti srednje kvadratne greske iz-
ravnatog paralakti¢nog ugla sraunat po formuli (1) i (12) vidimo da su
razlike neznatne odnosno da se dobijaju skoro identi¢ni rezultati. Bez
obzira na to to se po formuli (1) i (12) dobijaju skoro iste vrednosti autor
smatra da je to sluéajna koincidencija rezultata. Prema tome, formula
(12) izvedena na osnovu izloZenih teoretskih razmatranja merodavnija je
za odredivanje srednje kvadratne greske izravnatog paralaktiénog ugla
u odnosu na formulu (1) ¢ije nam je teorisko obrazloZenje nepoznato.

Formula (12) je izvedena izdvajanjem nezavisnih elemenata u for-
muli (9) a zatim je primenjena poznata formula za odredivanje srednje
greske funkcije.

Do istih rezultata mozemo doéi i na drugi na¢in, Naime, kada pri-
menimo srednju gresku funkcije uzimajuéi u obzir zavisnost izmedu
argumenata funkcije (sluéajnih veli¢ina).

Neposredno merenu vrednost paralakti¢nog ugla i gresku zatvaranja
tetvorougla f moZemo smatrati slu¢ajnim veli¢inama jer se njihove vred-
nosti ne mogu nikada unapred predvideti.

Ako na jedna¢ini (7) primenimo formulu za disperziju linearne
funkcije zavisnih slu¢ajnih veli¢ina dobija se

D[a,]* = my, =m%; + k®m?, -+ 2kK, amn
gde su
m, ~— srednja greSka neposr. merenog paralaktiénog ugla
my — srednja kvadratna greska zatvaranja ¢etvorougla
K.+ — korelaciski moment.

Srednja kvadratna greska odstupanja f odredena po formuli (8) bice

m? = 6m?, (18)

* D.Simbol za dispersiju
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Korelaciski moment ili meSoviti centralni moment po definiciji
jednak je
K.,y =M[(¢, — M[cy]) (f —M[£])]** (19)
Matemati¢ko olekivanje odstupanja f jednako je
M[f]=0 (20)

a matematitka nada merenog paralakti¢nog ugla jednaka je
M[«, ] = A, (21)

gde smo oznacili sa:

Ay — istinita vrednost paralakti¢nog ugla «; a sledestveno. ovome
M [a@3] = A, — istinita vrednost paralakti¢nog ugla as.

M [8] = B; — istinita vrednost prelomnog ugla 9;.

M [d3] = By — istinita vrednost prelomnog ugla 9.

Zamenom vrednosti iz formule (20) i (21) u formuli (19) dobijamo
Ka,,t =M[(c; —A)f] (22)

odnosno ako zamenimo odstupanje korelaciski moment bice
Ka,.t=M [(¢; — A,)(360°,— ct; — atg —3; — 0,) =
= M[360°ct; — o, — 2,0, —t, 8, — ;5 — 360°A; + Ay oy + A,y
+ A0, + A7) (23)
Ako sada primenimo poznato pravilo o matematitkom oéekivanju
zbira slu¢ajnih veli¢ina, dobijamo
Ka,f = M [360° o] —M [er,"] — M [eyet,] — M [, 3,] —M [« ] —
—M[360°A,] +M[Aq] + M[A, ] +M[AZ] +M[AZ] (24)

Matematic¢ko oéekivanje konstantne veli¢ine jednako je samoj veli¢ini
MI[A]=A, M [360°] = 360°

a matemati¢ko svojstvo proizvoda slu¢ajne veli¢ine i konstante jednak je
proizvodu konstante i matematickog ocekivanja slucajne velitine

M [360°,] = 360° M [c,]; M [Ayy] = A, M ];
M [og¢) =M [«,] M [a,] = A, A, itd

** M. Simbol za matematitko otekivanje ili nada Ay

240



Koriste¢i ova svojstva formula (24) dobija sledeé¢i oblik
Ka,t = 310° M [o] — M [0, *] — M [, ]M [or] — M [,] M [3,] —
— M [cy] M [3,] — 360°A; + A M [o] + A, M [r] -+ A,M [§]+4 A M [B%J

odnosno
K16 =360°A, — M [¢,"] — A, A, — A, B, —
—A,B,—360°A; + A+ A A, + A B, + A Ba=A2—M][c,*]
Kas=A,"—M[e,?] (25)
Po definiciji dispersija slutajne veli¢ine jednaka je matematitkom

otekivanju kvadrata razlike slu¢ajne veli¢ine i njenog matemati¢kog
otekivanja.

D[¢,*] = m’q, = M(oy — M [c,])* — M(c; — A)* =
=M(e,2—2; A, + A, %) =M[c,*] + 24, M[({,] + A =MJ[x?] —A,*

odnosno
Mo, ] =m’a, + A2 (26)
Ako zamenimo ovu vrednost u formuli (25) dobija se definitivna
vrednost za korelaciski momenat
Ka,f = — m¥q, (27)

Ako vrednosti iz formula (18} i (27) zamenimo u formulu (17) dobija se
m'a, =m'e, — 2K m?%, + 6K*m’y, = (1 — 2K + 6 K*) m’a,

odnosno definitivna vrednost srednje kvadratne greske izravnatog para-
laktiénog ugla biée

we, = /(1 —2K + 6K?) - ra (28)

posto su paralaktiéni uglovi mereni sa istom ta¢nos$éu onda je
Mo =Ma,==Iq,

Uporedujuéi formulu (12) sa formulom (28) vidimo da su u potpu-
nosti identi¢ne. Formula (12) izvedena je grupisanjem nezavisnih argu-
menata funkcije date u obliku formule (9) a formula (28) je izvedena
uzimajuéi u obzir korelativnu zavisnost koja realno postoji izmedu pa-
ralakti¢nog ugla i odstupanja f.

Opsta formula za tip Drenovljeve karike — Ka-
zali smo da formula (12) nema op§ti zna¢aj i da njen kona&an oblik zavisi
od odnosa teZina neposredno merenog paralaktitnog i prelomnog ugla.
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Oznatimo sa t koli¢nik

gd\‘;~ je:
Pa — teZzina merenog paralakti¢nog ugla
P — tezina merenog prelomnog ugla

Koristeéi relaciju koja postoji izmedu teZine i srednje kvadratne
greske neposredno dobijamo

m?’e =t -m’,

Uzimajuéi ovo u obzir formula (10) dobija sledeéi oblik
m?;, = (1—K)* m%+ 2t K* m’%« + K*m® = [(1—K)* + K*(2t +-1)] - m®a
odnosno

o, = VA=K F K @41 e (20)

Formula (29) moZe sé primeniti uvek bez obzira u kom se odnosu
nalaze tezine neposredno merenog paralaktiénog i prelomnog ugla. Ova
se formula moZe transformisati u prostiji oblik.

Koeficijenat proporcionalnosti K jednak je
1 1

P S

E=m1=72 , 2 20+
Bl

Njegova vrednost je u funkciji koli¢nika t odnosno zavisi od odnosa te-

zina neposredno merenog paralakti¢nog i prelomnog ugla.
Ozna¢imo potkorenu vrednost formule (29) sa T

T=(1—K)2+K’(2_t-[— 1) (31)

(30)

Umesto koeficijenta proporcionalnosti K uvrstimo njegovu vrednost iz
formule 30

SRR ek oaet

s TaEFr =2t 2 (32)
odnosno formula (29) u konaénom obliku izgleda
2t+1
ma, = 2tra Mg (33)

Formula (33) je jednostavnog oblika i praktiéna za upotrebu.
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Za t = 2 dobijamo:
e ——~V~g Mo = = 0,” 91 ma

Dobija se ista vrednost kao i po formuli (12).

Ako uzmemo opsti slu¢aj odnosno usvojimo da je t <1 onda je lako
odrediti vrednost intervala u kome je moguée da se nalazi srednja kva-
dratna greSka izravnatog paralaktinog ugla

0,76 m?, < mw;ﬁ. ma ?

odnosno

mna.l
= 1
m a S

075 <
ili
087T< X<
T a 3

Znaci odnos izmedu srednje kvadratne greske izravnatog i merenog
paralakti¢nog ugla moZe uzimati sve vrednosti iz intervala (0,87,1) u za-
visnosti od koli¢nika t. Donja granica srednje kvadratne gregke izrav-
natog ugla iznosi

m,,, = 0,87Tm,

Izravnanjem smanjena je srednja kvadratna greSka paralakti®nog ugla
za 13%. Ovaj procenat odgovara koliéniku t = 1 tj. ovoliko smanjenje
dobija se onda kada su paralaktiéni i prelomni uglovi mereni sa istom
taénoSéu. Do istih rezultata dolazimo na osnovu formule (16) koja je iz-
vedena pod predpostavkom da sve vrednosti uglova u &etvorouglu dobi-
vene merenjem imaju isti stepen poverenja.
~ Gornja granica iznosi Mma,, = m« Ona ima samo teoriski smisao
lim ™ =1
Ma

t—oo

Najzad, primetimo da se vrednost izravnatog paralakti¢nog ugla odre-
dena na osnovu formule (1) nalazi u naznadenom intervalu. I ako su
razlike izmedu vrednosti srednje kvadratne greske sraéunate po formuli
(1) i (33) neznatne, izmedu formule (1) i formule (33) postoje sustinske
razlike. Za ustanovljenu mrezu po formuli (1) uvek se dobija samo jedna
vrednost za srednju kvadratnu greSku izravnatog paralakti¢nog ugla.
Medutim, formula 33) daje promenljive vrednosti za srednju kvadratnu
greSku izravnatog paralaktinog ugla u zavisnosti od koli¢nika t.
Formula (33) moZe se apsolutno primeniti za odredivanje srednje
kvadratne greSke izravnatog paralaktiénog ugla za slu¢aj izravnanja po
metodi Drenova, jer je izvedena na osnovu pravilnih teoriskih razma-
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tranja. Ona ima i onitiji znadaj, jer se moZe primeniti na svaku geome-
trisku figuru u obliku éetvorougla bez obzira na nagin uzimanja teZina.
Ona ¢ée dati realnu vrednost izravnatog paralaktiénog ugla ako se pra-
vilno odredi uticaj paralakti¢nih i prelomnih uglova na konaéne rezul-
tate, odnosno treba naéi optimalnu vrednost koli¢énika t. Drugim recima,
treba pravilno ustanoviti teZine paralakti¢nih i prelomnih uglova.

U zakljucku jo$ jedanput napomenimo da se formula (1) ne moZe
pripremiti, narotito sa teoriske tatke gledista za odredivinje srednje
kvadratne greske izravnatog paralaktisnog ugla. Ukoliko se ve¢ koristi
nuzno je naglasiti da je to priblizna formula koja nema strogo teorisku
osnovu.
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