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KOD ODREDIVANJA GRANICNIH GRESAKA
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PRETHODNA OCENA TACNOSTI — Usled neminovnih
greSaka koje se javljaju u procesu merenja za odredivanje neke veli¢ine
uzima Se viSe poedataka nego Sto je to neophodno potrebno. Neka smo u
cilju odredivanja stvarne vrednosti ncke veli¢ine A izvrsili niz merenja
X1, X2,...Xp. Jasno da ¢e se pojedine vrednosti niza medusobno razliko-
vati. Stepen njihovog rasipanja oko traZene (stvarne) vrednosti A zavisiée
od taénosti samih merenja. Zbog toga se kod geodetskih merenja unapred
definiSe trazena tatnost s cbzirom na namenu radova a zatim se bira
instrumentarij i metoda rada koja ¢e obezbediti trazenu tacnost. Kako se
geodetski radovi izvede na terenu gde uslovi za rad nisu tako pogodni s
jedne strane a s druge ¢esto puta izvode ih nedovoljno struéna lica, na
osnovu teorijskih .razmatranja ili eksperimentalnim putem utvrduju se
pokazatelji koji treba da nam osiguraju Zeljenu tagnost. Ako ima vise
pokazatelja a to je redovno kod radova visoke ta¢nosti nuzno je da se
ti pokazatelji izjednace u pcgledu kriterijuma. Na taj na¢in doéiéemo do
podataka koji su homogeni u pogledu ta¢nosti, $to je od izuzetne vaznosti
kod preciznih gecdetskih radova, kao $to je to na primer trigonometrijska
mreza 1. reda. (1) (strana 298).

U cilju obezbedenja Zeljene taénosti kod uglevnih merenja u trigono-
metrijskoj mrezi 1. reda preporutuje se, da se svaki pojedini rezultat
merenja analizira pre nego se ukljuéi u dalju obradu. Ako se merenja
nalaze unutar granica koje su prethodno fiksirane, onda se takva merenja
mogu usvojiti kao upotrebljiva i koristiti u izravnanju, jer ée nam ona
sigurno dati Zeljene rezultate. Sva merenja van tih granica koje mi geo-
deti nazivamo »dozvoljena odstupanja« moraju se odbaciti i zameniti
novim.

Stoga izravnanju kod radova visoke tacnosti prethodi analiza rezul-
tata merenja koja obuhvata:

a) Prethodnu ocenu izvrSenih merenja
b) Ocenu stvarne ta¢nosti dobivenih rezultata.
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Mi ¢emo se zadrzati samo na prvu ocenu koja se vrsi u cilju konsta-
tacije o upotrebljivosti rezultata merenja odnosno ustanovljavanja onih
merenja koja su ispod nivea traZene ta¢nosti. Takva se merenja, kao §to
smo veé rekli odbacuju i zamenjuju novim,

Za prethodnu ocenu ta¢nosti kod merenja horizontalnih uglova u
trigonometrijskoj mrezi 1. reda koriste se dva pokazatelja:

1. Maksimalne dozvoljene razlike izmedu polugirusa i

2. Maksimalne veli¢ine cdstupanja pojedinih rezultata od aritmetic¢ke
sredine iz njih obrazovane.

Do brojnih vrednosti ovih pokazatelja doSlo se teorijskim razmatra-
njem usvajajuc¢i za srednju gresku ugla merenog u jednom girusu 17 tj.

mo g 1!’?

Kod izvodenja drugog pokazatelja ¢ini se predpostavka koja se teo-
rijski ne moze obrazloziti, pa kao posledica toga doslo se do pokazatelja
koji nije dovoljno siguran u obavljanju svoga zadatka.

Drugi pckazatelj odnosi se na razlike izmedu pojedinih merenja i
aritmetic¢ke sredine tj. <

Vi = X—X (1)

Otigledno, da izmedu pojedinih merenja x; i aritmeti¢ke sredine x
nema stroge funkcionalne zavisnosti kakva se susreée u funkcionalnoj
analizi i u matematici uopste.. Dve su promenljive veli¢ine u funkcional-
noj zavisnosti samo onda ako jednoj promenljivoj odgovaraju potpuno
odredene korespodentne veli¢ine druge promenljive, Ovaka stroga funkcio-
nalna veza ne postoji izmedu pojedinih merenja i aritmetic¢ke sredine, koja
bi se mogla ta¢no i odredeno definisati. Medutim, ipak izvesna zavisnost
mera postojati jer u aritmetickoj sredini sadrzana su sva merenja iz kojih
je cna obrazovana. Prema tome, izmedu pojedinih merenja x; i aritmetic¢ke
sredine x postoji izvesna zavisnost koja se za razliku od prave funkcio-
nalne zavisnosti naziva korelativna zavisnost. Ona se moZe i brojno izra-
ziti. Poznato je da se stepen korelativne zavisnosti izmedu slu¢ajnih
veli¢ina izrazava pomoéu koeficijenta korelacije. Kasnije, videéemo, na
csnovu teorijskog razmatranja da postoji korelativna zavisnost izmedu
pojedinih vrednosti merenja i aritmeti¢ke sredine. O ovome se u geodet-
skoj literaturi nije vodilo ratuna kod odredivanja srednje kvadratske gre-
ke razlike izmedu pojedinih merenja i aritmetitke sredine.

Srednja kvadratska greSka razlike izmedu pojedinih merenja i arit-
meti¢ke sredine u konaénom obliku glasi: (2) (str. 17)

1
mv=\/": -y (2)

gde su:
— mx — srednja greSka pojedinih merenja
— n — broj merenja iz kojih je obrazovana aritmetitka sredina
Za grani¢nu vrednost srednje greske usvojena je dvostruka srednja
greska.
n—+1

Mmax = Vmax = 2m 4 V (3)
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Formula (3) ne moZe se prihvatiti kao pravilna narotito sa teorijske
tacke gledista, jer se prilikom njenog izvodenja nije vodilo raéuna o zavi-
snosti koja realno postoji izmedu pojedinih vrednosti niza x1, x,...Xqy
i aritmeti¢ke sredine x. Prema tome, ni pokazatelj odnosno graniéna vred-
ncst srednje greske definisan formulom (3) neée biti u saglasnosti sa teo-
rijskim razmatranjem. Iz ovoga jasno sleduje da su navedena dva poka-
zatelja neravnopravna u pogledu strogosti selekcije pcjedinih rezultata
merenja koja su ispod nivoa traZene ta¢nosti. Drugi pokazatelj bi¢e u sa-
glasnosti sa prvim i dovoljno efikasan u svojoj funkeciji samo onda ako se
odredi na osnevu strogih teorijskih razmatranja. To znaéi, da se kod odre-
divanja srednje greske odstupanja pojedinih merenja cd aritmeti¢ke sre-
dine mora voditi raéuna o navedenoj korelativnoj zavisnosti koja postoji
izmedu pojedinih merenja i aritmeti¢ke sredine,

Pravilan izraz za srednju greSku razlike izmedu pojedinih merenja
i aritmeti¢ke sredine moZe se izvesti na dva nadina koja se sustinski raz-
likuju. PoSto na takva izvodenja nisam naiSao, kako u naSoj tako i stra-
noj literaturi, smatram da ¢e biti od koristi da ih u ovom radu prikazem.

ODREDIVANJE SREDNJE GRESKE RAZLIKE v; GRUPISANJEM
NEZAVISNIH MERENJA — Uzmimo niz nezavisnih merenja iste taé-
nost- X1, 3, o1 X

Aritmeti¢ka sredina ovoga niza bice

;=:,1:Ex. G2 n)] @

Obrazujmo razlike izmedu aritmeticke sredine ‘i pojedinih me-
renja tj.:
V, =% — X;
Vy=—x%x —X;3 (5)

Vn—x —Xp

v,'—%x’ +xi+ ... —i—_:_;f_xl
n
(6)
R N e b —}-x_,,_x
n= n
n
Sada izvrsimo grupisanje nezavisnih merenja
T===n 1 1
Vacs, ol +?x'g+ ...... '“i‘?xn
1 1—n
Yan'— 7 Xy + S e T + T Xn
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Primenom formule za srednju gresku funkcije dobijemo:

m?, + _(l_;n)f i Mt .+ ng m?,
Gt L b A PO R ek (8)
m?, = %i m?, .+ ?11* m¥, . + _(1_;—2£.m,m
Predpostavili smo da su merenja iste ta¢nosti
My, = Mxy == s o0 s 05 4 s = Mgn = Mx .
Onda s obzirom na strukturu jedna&na (5; dobijamo:
My, = My, =+« 0vues. = My, = My
Odnosno
m, =% (@—n) 4 (n—1)) (9
Koristeéi nejednakost
(1—n)*= @n—1y
neposredno dobijamo
m?, =n_—1--m’x (10)
n

Definitivni oblik srednje greske razlike izmedu pojedinih merenja i
aritmeticke sredine bice:
n—1
e V e (11)

Lako je primetiti da formule (2) i (11) koje se odnose na srednje
kvadratne greske cdstupanja v; nisu identi¢ne. Naime, kada se zanemaruje
korelativna zavisnost izmedu pojedinih merenja i aritmetiéke sredine
uvek se za srednju greSku razlike v; dobija ve¢a vrednost tj,

mv>m’v

gde smo sa my oznacili srednju kvadratsku greSku kada se zanemaruje
korelacija izmedu aritmeti¢ke sredine i elemenata iz kojih je ona obra-
zovana (2) a sa my' srednju gresku razlike kada se uzima u obzir zavisnost
grupisanjem nezavisnih elemenata (11).

ODREDIVANJE SREDNJE GRESKE RAZLIKE vi UZIMAJUCI U
OBZIR KORELATIVNU ZAVISNOST. — Odstupanja v; dobijamo kao
razlike dveju slu¢ajnih veli¢ina aritmeti¢ke sredine X i pojedinih ‘merenja
xi; 13-

Vi=x—x (12)

Otigledno, da ¢e i razlike v; biti slu¢ajne veli¢ine.
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Primenimo opstu formulu za disperziju razlike slu¢ajnih veli¢ina kada
su u korelativnom odnosu

D[v] = m% = m’ + m*y — 2rg,ximx - My (13)
Koeficijenat korelacije rxx: odreduje brojno zavisnost izmedu slu¢ajne

promenljive x i x;. Analititki se moze izraziti formulom

Kiixi (14)

Iz, xy = ——
! mx ; mxl

gde su K y .5 korelaciski moment
m ¢ srednja greSka aritmeti¢ke sredine
m y; Srednja greska pojedinih merenja
Korelaciski moment K 5. ili meSoviti centralni moment definisan je

rA

izrazom .
Kixi = [G—MI[x](xi— M[x; )] (15)

Matemati¢ka nada je brojna karakteristika slu¢ajne veliéine i u nasem
slutaju predstavlja istinitu vrednost merene veli¢ine A, 4

Mx]=M[x;]=A . (16)

L

Uvrstimo ove vrednosti u jednaginu (15)
Kixi = M[(x —A)xi —A)] = M[xx, — XA —3A } A?| =

an
=M[xx; ]—M[x;A] —M[xA] + M[A?]
Koriste¢i svojstva o matemati¢koj nadi dobijamo:
M [A?] =A? .
M [xA] = A [xi] =A° (18)

M[xAl=A[x]=A"
Ako vrednosti iz formule (18) uvrstimo u jednadinu (17) dobijamo
Kxxi =M [xxi] — A® : (19)

Sada treba odrediti matemati¢ku nadu proizvoda

M[xx] =M[x,-;[l- ij] =
e (20)
=1M[m2n: XJ']=1M[ZH: xnu']
n =1 n

=1
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Izraz (20) u razvijenom obliku glasi:

M[x x,]=%M[xlx1+x=xs+ cees t XX+ - .. -+ XXa] =

1 (21)
= oMb MEx] - MEnx] - MO )
Obzirom da su merenja nezavisna mozemo napisati:
M[x, x;] = M[xi] M[x;] =A% . . . . i#] A2

Mxixs]=M[x4] ..... AR [

Po definiciji dispersija slu¢ajne veli¢ine je matematicka nada kva-
drata razlike sluajne veli¢ine i njene matemtai¢ke nade, tj.
D[xi] =m’y=M[xi—M[xi])]*= M[xi—A]* =
= M[x% — 2x1 A} A?] = M[x%] — A® (23)
odnosno
M [x?i] e m'x: + A’ (24)
Ako vrednosti iz formule (22) i (24) uvrstimo u formulu (21) dobi-
jamo:
gl 1 2 2 2 mgxl 2
M[xx|]=—-n—[(n—1)A B s+ g 0 2 P (25)
Ako u formuli (17) zamenimo vrednosti iz formule (18) i (25) dobiéemo
korelaciski moment u definitivhom obliku
. xi — M

K:Exi'_""‘n + A*— A? =

(26)
Poznat je odnos izmedu srednje greSke aritmeti¢ke sredine i srednje

greske pojedinih merenja koji u analitickom obliku glasi:

Mxi

Vn

Definitivan oblik za koeficijenat korelacije dobijamo kada izraz (26)
i (27) uvrstimo u jednaéinu (14)

my =

(27)

m?y
n Sl
Taxt = P 7 28
x1 i;'r'l?“"' o Vn (28)

Kccficijenat korelacjie je obrnuto proporcionalan kvadratnom korenu od
broja elemenata iz kojih je obrazovana aritmeti¢ka sredina.

Uslov za egzistenciju aritmetitke sredine jeste da imamo minimum
dva merenja. Prema tome, koeficijenat korelacije koji daje stepen kore-
lisanosti izmedu aritmetitke sredine i pojedinih merenja uvek je pozi-
tivna veli¢ina i manja od jedinice tj.

O<rza= 1
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Treba posebno ista¢i da koeficijenat korelacije ne zavisi od taénosti
merenja. On zavisi isklju¢ivo od broja elemenata iz koje je obrazovana
aritmeticka sredina i opada sa povecanjem broja merenja.

Zamenom vrednosti iz formula (27) i (28) u jednadinu (13) dobijamo:

m mx I’l*"-].
why = T g — 2 R g =BT iy (29)
odnosno
n—1
| V——n-— . M= My

Kao 3to vidimo formula (29) je u potpunosti identi¢na sa formulom
(11) koja se dobija grupisanjem nezavisnih merenja.

Uporedujuéi formulu (2) sa formulama (11) cdnosno (29) vidimo da
se one znatno razlikuju. Naime, srednja greSka razlike odredene po for-
muli (2) uvek je veca od srednje greSke pojedinih merenja i obrnuto,
srednja greSka razlike odredena po formuli (11) odnosno (29) uvek je
manja. Srednja kvadratska greska pojedinih merenja nalazi se izmedu
greSaka odredenih po formuli (2) i (11) odnosno (29), tj.

m, > mx>m'y

Kada broj elemenata iz kojih je obrazovana aritmeti¢ka sredina neogra-
nideno raste onda my teZi m'y. Medutim, u gecdeziji koristi se ograniéeni
broj merenja pa se o tome mora voditi raduna narotito onda kada je broj
merenja mali.

POSLEDICE NEJEDNAKIH KRITERIJUMA TRETIRANIH POKA-
ZATELJA. — Kazali smo da su razlike v; izmedu pojedinih merenja i
aritmeticke sredine sluajne veli¢ine jer se njithove vrednosti ne mogu
nikada unapred predvideti. One se mogu odrediti samo sa gledista ratuna
verovatnoée ako nam je poznat zakon njihovog rasporeda. Ako predpo-
stavimo da se odstupanja v; pokoravaju normalnom zakonu i fiksiramo
za grani¢nu vrednost dvostruku srednju gresSku razlike, onda verovatnoéa
da ¢e se razlike v; nalaziti unutar tih granica biti

P=(—2m:, < V; < 2mv) =~ 0,95

To znati treba ofekivati da ¢e pet odsto merenja biti pogreSna koja ¢e
po teoriji pasti van utvrdenog intervala.

Takva se merenja moraju ponoviti. U knjizi Visa geodezija, I knjiga od
Ing. Nikole Sve¢nikova, navedena je analiza za 1670 uglova u 8176 girusa
iz kojih se vidi da je poniSteno 3% izvrSenih merenja, ¢ija su odstupanja
od aritmeti¢ke sredine bila veéa od 2,5”. Za grani¢nu vrednost srednje
greske razlike mymax = 2,5” usvojena je dvostruka srednja greska od:
dena po formuli (2) uveéana do 2,5”. Broj ponovljenih merenja je manji
nego Sto bi se trebalo ofekivati na osnovu teorijskog razmatranja. Ovo
navodi na pomisao da je navedeni pokazatelj suviSe tolerantan i Sirok.

Uporedujuéi formule (2) sa formulama (11) odnosno (29) nije tesko
uoliti da je formula (11) odnosno (29) stroZija, pa ée i pokazatelj odreden
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na cSnovu nje biti stroziji. Takav nam pokazatelj i treba jer bi onda imali
veti procenat odbacivanja pogresnih merenja koja su ispod nivoa traZene
taénosti. Tako neuskladeni pokazatelji ne ponasaju se podjednako u od-
nosu na sva merenja narocito ona ¢ije su greske u blizini grani¢nih vred-
nosti, odnosno jedan pokazatelj uvek mora biti tolerantniji u odnosu na
drugi. -

Iz izloZenog se jasno vidi da pokazatelji moraju imati podjednake
efektivne moguénosti za utvrdivanje »grubih greSaka«. Oni treba da svako
pojedino merenje podvrgnu adekvatnim kriterijumima koji proisti¢u iz
teorijskih razmatranja, Samoc na taj nain moZemo iz niza merenja iz-
dvojiti ona koja mogu sigurno da udovolje unapred postavljene zahteve
u pogledu ta¢nosti. Ako pokazatelji nisu uskladeni u kvalitativnom pogledu
tj. imaju razli¢ite kriterijume strogosti u pogledu ocene valjanosti dobi-
venih rezultata cnda takva merenja ne mogu biti homogene ta¢nosti. Kao
posledica ovoga, stvorilo bi se niz teskoéa kod izravnanja mreza, jer bi u
tome moralo da se vodi ra¢una. Sva merenja ne bi imala istu teZinu, te bi
nuzno bilo da se ra¢unskim putem svedu na istu meru uvodenjem teZina.

Na kraju treba skrenuti paZnju da izraz »homogena tagnost« treba
shvatiti kao ¢isto teorijski termin jer prakti¢no nikada se putem geodet-
skih merenja ne moze do¢i do apsolutno homogenih podataka u pogledu
tagnosti. Autor je pod tim pojmom nazvao sva merenja koja su unutar
granica koje smo unapred fiksirali.

Napominjemo, da cilj autora nije bio da se upusta u pravilnost pri-
mene dvostruke srednje greske za graniénu vrednost s obzirom da ope-
riSemo sa ograni¢enim brojem merenja, ve¢ da ukaZe da drugi pokazatelj
kakav je dat u literaturi nema teoretskog opravdanja.
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