POUZDANOST REZULTATA IZ MALOG BROJA
MJERENJA

ZVONIMIR NAROBE dipl. inz. — Zagreb

Razmatranje ¢e se zbog jednostavnosti bazirati na tzv. direktnim
mjerenjima. Pretpostavlja se dalje da u mjerenjima nema sistematskih
pogresaka.

Neka je izvrSena serija nezavisnih jednako taénih opazanja:
Ly lg 1gy.0 0 1. . Iy (1)
Opazana je ista veli€ina, Cije je taéno znacenje X. Ukoliko istinita vrijed-

nost mjerene veli¢ine x nije poznata, njena empiri¢ka srednja vrijednost
¢e biti:

>
e Bl (2)
N N

Daljnje, u teoriji pogreSaka uobic¢ajene oznake jesu:

w; = x—1j ...prave pogreske pojedinog mjerenja
v;i = x—1j ...najvjerojatnije pogreSske pojedinog mjerenja

Ocjena ta¢nosti jednog mjerenja, izrazena srednjom pogreSkom m, ra-
¢una se po formuli

Lo V [w?] _ ] / ¥ (K_'—lJ) 3)
N

ako su poznate prave pogrske w, odnosno ako je apsolutno tatno poznata
vrijednost mjerene veli¢ine x. Kad istinita vrijednost mjerene veli¢ine
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nije poznata, srednja pogreSka m, rauna se iz najvjerojatnijih pogre-

Saka v:
LS R e
N—1

U teoriji pogresaka , vazna je jos formula za srednju pogresku aritmetske
sredine M:

M= VL% (5)

-Navode¢i izraze (3), (4), (5), u udZbenicima se uvijek napominje, da
je ova ocjena tatnosti pouzdana samo onda kad je m sradunat iz veceg
broja mjerenja (veé¢i N). Kod malog broja mjerenja, sred. pogreska m
moZe naime i sama sadrZavati osjetnu pogresku. Drugim rije¢ima, ocjena
tatnosti mjerenja sratunata po izrazima (3) odnosno (4) iz malog broja
podataka, moze se znatno razlikcvati od faktiéno postignute taénosti,

Unato¢ tome, izrazi (3) i (4) u praksi se &esto upotrebljavaju i kod
veoma malog broja mjerenja, a da se o pouzdanosti ovako sraunaitih
parametara m, obi¢no nista ne spominje. Vrlo rijetko u tu svrhu navodi
se srednja pogreSka same srednje pogreske nim) Kod ra¢unanja sa pra-
vim pogreskama

m
My = \/2__N (6)

ili kod ratunanja sa najvjerojatnijim pogreskama

(m) v 2 (N—- 1) ( )
Formule (6), (7), kao mjerilo fluktuacije srednjih pogre$aka m, po-
znate su jo$ od Gaussa. Kod malog N one u velikoj mjeri osporavaju vri-
jednost zaklju¢aka o taénosti mjerenja prema izrazima (3), (4), (5). Me-
dutim ipak se u raznim analizama &esto Sutke prelazi preko izraza (6), (7).
Bilo bi medutim pogresno misljenje, da je ocjena tafnosti malog
broja mjerenja rijeSena, ako se kod prora¢una uzimaju u obzir formule
(6) odnosno (7). Naime i za te formule vrijedi isto $to je veé redeno za
izraze (3) i (4): one su izvedene uz pretpostavku da je N velik. Nepouzdane
su to viSe Sto je N manji.

Da bi se dobio bolji uvid u fluktuaciju srednjih pogreSaka m umjesto
jedne serije (1), treba promatrati veéi broj serija jednako taénih i neza-
visnih opaZanja iste velitine x. Sve serije neka imaju jednak broj mije-
renja N. Uz oznaku 1;; za pojedino opaZanje, gdje indeks »j« ukazuje na
“eriju, mjerenja se mogu pregledno svrstati u slijedeéu tabelu
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Za razliku cd srednje pogreske m; sratunate iz jedne serije opaZanja,
fakti¢na taénost mjerenja, koja bi se na pr. dobila iz neograniteno velikog
broja mjerenja oznaéditi ée se sa m

Grafi¢ki prikazani, teoretski oblici raspodjele srednjih pogresaka m;
poznati su pod nazivom Helmertove krivulje. Zbog moguénosti kompa-
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racije krivulja kod promjenjivog N, prikladno je analizirati distribucije
omjera mi/m. Slika 1 prikazuje raspodjelu vjerojatnosti varijable T =
mi/m  za nekoliko razli¢itih N'.* Povrsine ispod krivulja medusobno su
jednake (P = 1). Vjerojatnost da se varijabla T pojavi u nekom intervalu
A7, na slici je odredena povrsinom ispod krivulie sa “bazom At,

Pojedine krivulje porastom mjerenja N’, moguée je sve bolje aprok-
simirati odgovarajucom normalnom krivuljom. S druge strane, $to je N’
manji krivulje su to viSe asimetri¢ns. Ova okolnost u daljnjoj mjerk
osporava vrijednost formula (6), (7) za mali broj mjerenja. Za razdiobu
srednjih pogresaka, ne mogu se naime primjenjivati isti sudovi koji se
primjenjuju ked normalne razdiobe. (Asimetrija na pr. ne daje prava da
se za grani¢ne pogreske uzimaju dvostruke ili trostruke vrijednosti sred-
njih pogreSaka. Udaljencsti gornje i donje granice od sredine, mogu se
znatno razlikovati.)

Zapaza se dalje nejednakost povriina lijevo i desno od jedini¢ne vri-
jednosti . Uz pomo¢ tabelirane distribucije ¥* i uzevsi u obzir da je

=y za pojedine krivulje dobivene su slijedeée povrsine u
m; /m= V%\T procentima;

' P P
LS ey T AR w1
1 [ esoy [ 3 | 5 | 88y, | 429,
!' G 63«;,__ 379/, —'g_i 569/, .i__-myu_'
e -6l v;‘,_._ 399, | 25 \ 549 | 469,
e | R _;_ 50, | 50%,

Podaci u tabeli imaju slijedeée znagenje: taénost mjerenja sratunata iz
empiri¢kih podataka po formulama (3) i (4) kod malog N’, uglavnom ¢ée biti
veta od fakti¢no postignute tatnosti. Na pr. kod N = 2, u 63% sluéajeva
otekuje se veca, a samo u 37% sluéajeva manja tatnost od fakti¢ne.

1* — tabele, omogucavaju i daljnje uvide. Moglo bi se na pr. kon-
statirati da ¢e kod N = 1 (dvostruka mjerenja) u 20 sludajeva, sracu-
nata tacnost biti ¢ak 4 puta veéa od faktitne, itd. itd.

Rezultati gornje diskusije pokazuju da » ... geodeti koristeé¢i se kla-
sitnim metodama, kod malog broja opaZanja, obi¢no dobivaju neoprav-
dano visoku ocjenu tagnosti za rezultate svojih mjerenja«[1]**

* N' na slici oznatava prekobrojna mjerenja. Prema tome, kod raéunanja sred,
pogreske m; po izrazu (3): N’ = N. Kod ratunanja po izrazu (4) dakle kao i u tabeli I,
N’ = N—1. Slika je preuzeta iz [3] str. 122.

** Na ovom mjestu vazno je jo§ jednom napomenuti, da razmatranje u ovom
poglavlju iskljuéuje postojanje s'stematskih pogresaka u mijerenjima. Ove ‘pogreske
mogu nekad u daleko vecoj mjeri »iznakazitic faktitnu taénost,
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Rijesavanje ovog problema po¢elo je jo§ od samog Gaussa. Tokom
vremena, udzbenici s podru¢ja teorije pogreSaka donosili su sve vise
novih izraza za ocjenu tatnosti malog broja mjerenja. Neki od njih kao
neprikladni, nisu nasli svoju primjenu. Od vrednijih, éesto se spominju
formule Petersa, Helmerta, Rosena, Fechnera, Wellischa, Bonsdorffa.

Neki autori u svojim izvodima polaze i od t. zv. prosjeénih pogresaka.
Medutim, ne ulaze¢i ovdje u daljnja razmatranja raznih predlozenih iz-
raza, spomenuti ¢e se samo nckoliko njihovih opéih karasteristika.

Najve¢im dijelom nastojalo se modificirati izraze (3) (4) u tom smislu,
da i kod malog N, aritmetska sredina razdiobe srednjih pogreSaka, odgo-
vara istinitoj srednjoj pogreski mjerenja m. Kako bi izrazi bili jedno-
stavniji za praktiénu upotrebu, uvode se razne aproksimacije, ili se po-
neki ¢lan daje tabelarno. Sve formule u odnosu na (3), (4), kod malog N
daju nesto vece vrijednosti za m. Porastom N, razlike su sve manje.

Iz ovog krateg izlaganja nije tesko zakljuéiti, da se upotrebom pred-
loZenih formula, uglavnom postize »ravnoteZa« izmedu preniskih i pre-
visokih ocjena, obzirom na faktiénu taénost. Ovako sratunate srednje
pogreske imaju svoje znafenje samo za onu seriju mjerenja iz koje su
sratunate. Eventualno spajanje pojedinih srednjih pogresaka u jedin-
stvenu ccjenu tafnosti, po poznatim zakonima teorije pogresaka, nije
dozvoljeno.

Dosadasnje razmatranje pokazuje da kod ocjene taénosti malog broja
mjerenja, bez daljnjega treba voditi rauna o »teZini« takve ocjene. Uz
pouzdanost parametra m (izrazi (3), (4), mnogo vaznije je ukljuéiti u pro-
racune pouzdanost srednje pogreske aritmetske sredine M (izraz (5), jer
se jedinc tako moze ispravno ocijeniti valjanost pojedinog konat¢nog re-
zultata mjerenja.

Nagli razvitak matematitke statistike u ovom stoljeéu, usko je vezan
uz ime Williama Gosseta, koji je svoje radove publicirao pod pseudo-
nimom »Student«, Otkri¢éem Studentove t — distribucije uéinjen je zna-
¢ajan napredak u rijeSavanju problema malih uzoraka. Tek u poslije-
ratnoj strucnoj literaturi, nailazi se i na prve radove koji tretiraju mo-
guénost primjene t — distribucije u ocjeni taénosti geodetskih mjerenja.

Treba odmah naglasiti, da se pomoéu t — razdiobe, mnogo radikal-
nije prilazi rijesavanju problema malog broja mjerenja.

Upotrebljavajuéi i dalje iste oznake, poznato je da varijabla

FLE ®
m/VN
ima normalnu razdiobu vjerojatnosti. Primjenom svejstava normalne
distribucije, lako je dakle odrediti granice pouzdanosti nekog rezultata
mjerenja x;, ako je fakti¢na tatnost mjerenja m poznata.

Medutim, faktitna tatnost m gotovo nikad nije poznata. Moze se
jedino govoriti o manje ili viSe pouzdanoj srednjoj pogreski m. Mnogo
vazniji je dakle oblik distribucije varijable
Xf—% - X —X
m; / \'IN M;

t= )]
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gdje su x; i m; dobiveni iz podataka istog niza mjerenja (vidi tabelu I.).
Gosset je ustanovio da varijabla t nema viSe normalnu razdiobu, nego
t. zv. Studentovu ili t — razdiobu vjerojatnosti.

Grafi¢ki prikaz t — distribucije za neke vrijednosti N’ vidi se na .
slici 2. Razdioba je simetriéna i to viSe se razlikuje od normalne, Sto je
N’ manji. Kad N'— oc razdioba prelazi u normalnu. -

Sl 2

Ocjena ta¢nosti nekog rezultata mjerenja x; sastoji se u tome da se
odredi stupanj pouzdanosti tog rezultata. Potrebno je dakle odrediti
interval unutar kojeg ¢e se uz odabrani rizik (na slici2Py) nalaziti istinita
vrijednost mjerene veli¢ine x. Ucbicajen rizik je 0,05 ili 0,01, Sto kod
normalne distribucije priblizno odgovara dvostrukoj (t = 2) odnosno
2,6-strukoj (t = 2,6) srednjoj pogreski. Zadrzavajuéi i ked Studentove
razdiobe iste stupnjeve rizika, potrebno je najprije odrediti t (prema
argumentu N’) pa je prema (9):

x =% *tM (10)

Jer je t — distribucija tabelirana u gotovo svim udZbenicima teorije
vjerojatnosti, gornji proraéun ne pretstavlja nikakve teSkoce.

Medutim direktna primjena t-distribucije u ocjeni ta¢nosti geodet-
skih mjerenja, kod veoma malog N’, dovodi do neprihvativih zaklju-
¢aka. Najbolje ¢e to ilustrirati jedan primjer:

Neka je sekundnim teodolitom novije proizvodnje izmjeren kut
izmedu dvije dobro signalizirane trigonometrijske tatke, koje su od
stajalista udaljene cca 2 km (triangulacija IV. reda). Uvjeti za opserva-
ciju su povoljni a kut @ je izmjeren u samo dva girusa:

I. girus «, = 42° 34’ 22"
I girus o, =42° 34’ 26"
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Za upotrebljen instrument i metodu, ovo su dva posve logi¢éna podatka.
Sredina i srednja pogreska jesu,

[V‘] S =% M:“E!_—=2”0
T e /W
Ukoliko se kod ocjene tatnosti ne uzme u obzir formula (7), odnosno -
njenica da je srednja pogreska dobivena iz svega jednog prekobrojnog
mjerenja to na klasi¢ni natin za pouzdanost izmjerenog kuta @ toleri-
raju¢i dvostruku (P = 0,95) ili 2,6 struku (P = 0,99) srednju pogresku
izlazi:

«=42° 34" 24; m=

(P B 0,95) . ad = 420 34-" 24-’!’ i 4”
(P= 0,99) : « = 42034’ 24" + 5"

Ve¢ je reteno, a i praksa je to dokazala da su ovakve ocjene taénosti
uglavnom previsoke. Medutim, cbratno se postize ocjenom pomoc¢u Stu-
dentove distribucije. U tabelama se po argumentu N’ =1 i uz P = 0,95
i P = 0,99 dobiva t = 12,7 i t = 63,7, pa je dalje prema (10):

(P = 0,99 a = 42034'24” + 95"
(P = 0,95% o« = 42934'24" 2" 07"

Na osnovu navedenih uvjeta kod mjerenja i upotrebljenog instrumenta,
svaki ¢e prakti¢ar odmah konstatirati da je takva ocjena ta¢nosti izmje-
renog kuta suviSe niska. Iz iskustva je poznato da su rezultati
mjerenja ipak mmogo pouzdaniji. =

Gornja konstatacija ne odnosi se samo na primjenu t — distribucije
u geodeziji. I u matemati¢koj statistici, veoma mali uzorak kao reprezen-
tant osnovnog kupa moZe dovesti do nelogi¢nih zakljutaka. To ée se
takoder uotiti iz jednog primjera. — Vrlo &esto, tamo se ispituju razdiobe
raznih slu¢ajnih pojava u prirodi. U svojoj knjizi [2] na str. 124-128 autor
navodi primjer ispitivanja zakonitosti razdiobe visina vojnika u Vel. Bri-
taniji. Na str. 214-216 za isti primjer, nat¢inom slu¢ajnog odabiranja (kako
se to u mat. statistici ¢esto govori) izabran je uzorak od 10 visina. U raé¢un
¢e se ovdje uzeti samo prve dvije visine: Hi = 168 cm, H: = 175 em. Uz
isti postupak kao i ranije, H = 171,5, m = 4,9, M = 35, i dalje primjenom
Studentove distribucije

(P=1095: H=1715 cm*45 cm
(P=1099: H=17,5 cm*223 cm

Iz ovog malog uzorka (N = 2j, za osnovni skup proizlazi slijedeéi zaklju-
cak: sa vjerojatnoé¢om 0,95 prosjeéna visina vojnika u Vel, Britaniji iznosi
126,5 em < H <<216,5 cm. Dakle jo§ uvijek postoji vjerojatnost 0,05 da je
prosjeéna visina vojnika manja od 126,5 cm odnosno veéa od 216,5 cm.
Upotrebom vjerojatnosti 0,99 gornja grani¢na visina je 394,5 cm, dok
je donja granica negativna tj. — 51,5 cm.

Jasno je da gornje numericke Veli¢ine protivurije¢e praksi i u sliénim
primjerima uobi¢ava ih se okarakterizirati kao »plod matematskog for-
malizma«. Medutim, ovakvi nelogi¢ni rezultati nerijetko dovode poje-
dince i do krivih predodzbi o vrijednosti matematskih izvoda u teoriji
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vjerojatnosti. Oportuno je zato na ovom mjestu, ukazati na ¢lanakx prof.
Vrani¢a »O statistikim metodama« [2 str. 297]. Raspravljajuéi o induk-
tivnom zaklju¢ivanju pomoc¢u statistickih metoda autor citira rije¢i R.
A. Fishera: »..... Zakljucke do kojih na taj nac¢in dolazimo smatramo
nesigurnim, ali odavde ne slijedi, da oni nisu matemati¢ki strogi zakljuéci.
U teoriji vjerojatnosti nauceni smo na navode, koji su matemati¢ki u cje-
losti strogi, uklju¢ivdi tu i pojam vjerojatnosti, koji ako ga prenesemo
na promatranja, koja se mogu verificirati, ima zna¢aj nesigurnih navoda«.

Ovdje su namjerno navedeni primjeri sa ekstremno malim brojem
opazanja, jer je tako najlakSe uociti »problematiénost« upotrebe t — di-
stribucije kod malog N.

Statisticari ovu »problemati¢énost« rijeSavaju povetanjem broja elementa
u uzerku. Veéi broj mjerenja i za gecdete je jedan od izlaza iz ove situ-
acije. Medutim, zahtjev za povecanjem tafnosti rezultata, ¢esto je eko-
nomicnije rijesiti i manjim brojem kvalitetnijih mjerenja.

- Metode istrazivanja u mat. statistici kao i ocjena taénosti izvrSenih
mjerenja u geodeziji, baziraju se na t. zv. vjerojatnosti a posteriori, tj.

a) prije prvog mjerenja, sve hipoteze o nepoznatoj velié¢ini jednako
su vjercjatne

b) za jedno izvrSeno mjerenje ne mogu se dati nikakve granice pou-
zdanosti

c) ponovljeno mjerenje iste veli¢ine tek je prvi ( i zato jo§S uvijek
grubi) podatak za ocjenu ta¢nosti :

Kod ocjene tacnosti a posteriori na kalkulira se dakle sa nikakvim
pedacima eventualnog prethodncg iskustva (planiranja) o nekoj vrsti mje-
renja. — Kad je u prvom primjeru spomenuto da je kut mjeren sekund-
nim teodolitom novog tipa, ve¢ je time poznata serija podataka koji karak-
teriziraju takav instrument (poveéanje, oStrina viziranja, taénost podjele,
csjetljivost libela itd.) Uz ostale navedene uvjete kod opservacije, svi ovi
podaci povezuju se u izvjesnu ocjenu tacénosti a priori.

Grubo govoreéi, kod malog N za ocjenu a priori stoji na raspolaganju
obi¢no ve¢i broj podataka nego za ocjenu a posteriori, Zato se ocjeni a
priori daje i veta »teZina« dok je ocjena a posteriori, zbog manjég broja
podataka sa kojima se raspolaze, suviSe gruba i nesigurna.

Unato¢ gornjih primjedbi, kako se iz stru¢ne literature razabire, neki
autori stoje na stanovistu oportunosti upotrebe Studentove razdiobe u
geodeziji i kod dosta ogranitenog N. Prof. Hristov [1] predlaze kod toga
granice pouzdanosti P = 0,90.*

U prilog upotrebe Studentove distribucije i kod dosta ogranitenog N
govori jedino ¢injenica, da je bolje »podcijeniti«, nego (sluze¢i se klasi¢nim
ocjenama) »precijeniti« rezultate izvjesnih mjerenja. Ne treba naime
posebno isticati, da previsoka ocjena ta¢nosti, moZe nekada dovesti do
veema ozbiljnih posljedica.

* Odustajuéi od izjava za podruéje distribucije izmedu 0,90 <P < 1,00, ‘tjme se
u velikoj mjeri ublazava »nelogi¢nost: ovakove ocjene pouzdanosti. Najbolje se to
vidi iz tabele IIT za varijablu t kod P = 0,90, uporedbom sa P = 0,99.

196



Kako prikazuje slika 2, Studentova razdioba se u potetku, porastom
N’ vrlo brzo mijenja. Granice pouzdanosti naglo se suzavaju. Bolje se to
vidi iz donje tabele za varajablu t, uzevsi veé¢ upotrebljavane granice
0,95, 0,99, i granicu 0,90. 3

N‘# 0% | 055 | 09 ,NP 0% | 055 0,99
1 mq"i—m_,f "_63,66_ SR e A
2 2,92 430 | 992 20 112 "] 208 <] 285
3 235 | 38 | see | 3 | 1w | 204 | 27
4 2,13 278 | 460 | 100 | 166 | 198 | 263
5 202 | 257 | 4,03 RS (T R Y R 2

Podaci za t, u posljednjem redu tabele kod N’ = o ujedno su grani¢ne
vrijednosti normalne razdiobe.

Ispitivanja u pogledu prakti¢ne primjene t— distribucije za ocjenu
pouzdanosti geodetskih mjerenja, uglavnom su pokazala veoma dobru sa-
glasnost teorije i prakse za slu¢ajeve kad je priblizno N’ >4—5. Ocjene su
nesto nize, ali realnije od klasi¢nih ocjena u geodeziji. Upotrebom Studen-
tove d stribucije, problem ocjene tatnosti malog broja mjerenja, do donje
granice N’=4—5 moZe se dakle smatrati rijeSenim. Sa takvom konstata-
cijom, slaZe se velik broj specijalista s podruéja teorije pogresaka. Prak-
ticki bi se ova distribucija upotrebljavala u rasponu 4 — 5 < N' << 20 — 30.
Kod jos veéeg N’ od 20 — 30, zbog neznatne razlike i dalje bi se upotre-
bljavala normalna razdioba.

Ocjene pouzdancsti za N’ <<4 — 5 uslijed veoma slu¢ajnih i netatnih
srednjih pogresaka nemaju veée praktiéne vrijednosti. Ovdje pretstoje
daljnja istrazivanja. Najnoviji interesantan prilog u tom pravcu, jest rad
prof. Hausbrandta [4]. Uvodno naime nije spomenuto da izlaganje u ovom
¢lanku polazi od predpostavke da se slu¢ajne pogreske mjerenja pokora-
vaju nocrmalnoj razdiobi. Prof. Hausbrandt u svojoj radnji polazi od bino-
mijalne razdiobe, pa za N = 2, dobiva zna¢enja za t, koja su u vrlo dobroj
saglasnosti sa praksom.
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