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1 — Uvod. U geodeziji neposrednim merenjem ili indirekinim putem dolazimo
do vrednosti trazenih veli¢ina., Usled neminovnih gresaka nismo u moguénosti da
odredimo stvarne vrednosti trazenih veliéina, ve¢ se zadovoljavamo sa pribliznim
vrednostima, koje su u funkeiji rezultata dobivenih merenjem. Konaéno usvojene
vrednosti (pribliZzne vrednosti) najbolje ¢e reprezentovati trazene velicine, ako se
podaci merenja obrade po metodi najmanjih kvadrata. Reprezentativhu moé¢ konaéno
usvojenih rezultata daje ocena tatnosti,

Ocenom ta¢nosti dobivenih rezultala bavi se teorija gresaka, koja pretpostavlja
da imamo neogranifeni. broj merenja za jednu velitinu. Medutim, u praksi broj
merenja je ograni¢en i veoma mali. Ovu &injenicu nuzno je uzeti u obzir kod ocene
taénosti konaéno usvojenih rezultata.

Metodama ocene tafnosti konafno usvojenih rezultata iz malog broj merenja
bavi se matemati¢ka statistika. Sve te metode baziraju na teoriji verovatnoée i daju
uopstene i ne apsolutno taéne rezultate. Medutim i pored toga, ocena tadnosti na
osnovu savremenih moguénosti m-ﬁemwt:éke statistike daleko daje realniju pred-
stavu o postignutoj tacnosti.

U praksi se jos i dalje u nadoj zemln koristi klasiéna ocena taénosti koja daje
laznu predstavu o postignutoj taénosti, odnosno uvek se dobija utisak o veéoj taé-
nosti nego 5to je u stvarnosti. Ovo moze imati veoma &tetnih posledica lkkod radova
visoke fafnosti a naroéito kod radova iz primenjene geodezije.

Zato je naZno da se kod ocene tafnosti vodi ra¢una o broju merenja. Na taj
nac¢in moZemo do¢i do graniénih vrednosti trazenih veli¢ina i stepena pouzdanosti
srednje kvadratne greike koja ¢e realnije da karakterise ta¢nost tretiranih problema.

Tako savremene i klasitne metode imaju zajednit¢ku teorisku osnovu (normalni
raspored) izmedu njih postoje bitne razlike.

Suétinska razlika izmedu klasi¢éne i savremene teorije jeste u odredivanju funk-
cionalne zavisnosti izmedu intervala pouzdanosti* i intervala verovatnoée, Kod kla-
siéne teorije interval pouzdanosti je u direktnoj zavisnosti od intervala verovatnoce.
Svakom intervalu verovatnoée odgovaraju korespondentne vrednosti intervala po-
uzdanosti i obrnuto, Medutim, kod savremene teorije interval pouzdanosti i interval
verovatnoc¢e povezani su jo§ jednom vrednoséu koja se naziva broj stepeni slobode.**
Znadi broj stepeni slobode ima uticaja na veli¢inu intervala pouzdanosti pri fiksnoj
vrednosti verovatnoée i obrnuto, pri fiksnoj vrednosti intervala pouzdanosti, inter-
val veroviatnoée dobija vrednost u zavisnosti od broja stepeni slobode. Ovakva funk-
cionalna zavisnost izmedu intervala pouzdanosti i intervala verovatnoée preko broja
stepeni slobode daje realnije zakljutke o tretiranim problemima.

Pored velikog znataja savremenih metoda u odredivanju intervala pouzdanosti
one mogu veoma efikasno da se primene, za uporedenje kvaliteta dveju metoda rada,
za uporedenje kvaliteta dveju mrezZa, za uporedenje kvaliteta dvaju instrumenata,

R 1

_ * Interval pouzdanosti odgovara terminu graniéne greske ili dozvoljenog odstu-
panja.

** Broj stepeni slobode odgovara broju suvi$nih merenja.
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za otkrivanje i ustanovljavanje vrednosti sistematskih grefaka (dispersiona analiza),
za ocenu taénosti kada su slucajne velitine u korelativnom odnosu, itd.

Moguénosti primene savremenih metoda kod obrade pedataka su veoma §iroke
i raznovrsne.

U ovome radu bi¢e prikazan samo jedan deo moguénosii koje pruza matema-
titka statistika. Teoriska razmatranja biée ilustrovana primerima iz mnase prakse.

Napominjemo da je u ovome radu pretpostavljeno da su greske medusobno
nezavisne i da su iskljuivo slu¢ajnog karaktera. e

Autor je koristio veoma obilnu literaturu, naroéito na ruskom jeziku. Posto
ima pojmova za koje u geodetskoj literaturi jo§ nije utvrdena definitivna termino-
logija, koriséeni su postojeé¢i termini i notacije iz naSe i inostrane literature.

2 — Swojstva slucajnih greSaka :

Na rezultate geodetskih merenja neminovno dejstvuju vise faktora, koji pro-
uzrokuju greske, kao na primer: greske geodetskog pribora, personalne greske, gretke
radnih uslova itd. Svaki od ovih faktora dejstvuje nezavisno i najéesée stvaraju
greike beznatajne vrijednosti. Pojedinadni faktori (instrumentalne greSke i druge)
nastaju kao zbir velikog broja elementarnih po vrijednosti veoma malih gresaka.

Sumarno dejstvo svih faktora je odstupanje pojedinih vrijednosti dobivenih
merenjem x; do stvarne vrednosti A. :

& =Xi — A . (1)

Vrednosti & nazivamo stvarnom ili jstinitom greskom, koja nastaje kao alge-
barski zbir velikog broja siéusnih elementarnih gresaka.

et =A +AsF .ot Ant...=3A e

Ovakav tretman gre3aka je veoma znacajan za primenu teoretskih modela*
kod ocene tafnosti i odredivanja intervala pouzdanosti konaéno usvojenih re-
zultata. : v :

Pojedina¢ne elementarne greske Ai su neznatne veli¢ine, ali njihovo sumarno
dejstvo je znafajno, pa je neophodno o njima voditi ra¢una.

Neka smo u cilju odredivanja neke velitine A uzeli niz nezavisnih merenja xy,
Xy. .. Xn. Zbog navedenih razloga ove ée se vrednosti medusobno razlikovati., One ¢e
se nalaziti oko stvarne vrednosti merene velitine A. Stepen njihovog rasipavanja
zavisite od tafnosti samih merenja.

Nikada se unapriied ne moZe odrediti koliko ée iznositi, recimo i-to merenje.
Znadi, vrednost svakog merenja nastaje sluéajno. Prema tome rezultate merenja
X{, Xs,...X, moZemo smatrati slu¢ajnim veli¢inama, odnosno odgovarajucée istinite
grefke g, £. ... &, sluGajnim gre§kama. -

Iako pojedinaéne slufajne greske e ne pokazuju nikakvu zakonitost one se
mogu odrediti sa stanovista raéuna verovatnoée ako nam je poznat zakon kome one
pripadaju.

Osnovni zakon slutajnih greSaka proistite iz ratuna verovainoée. Vrednost
verovatnoée je broj izmedu O i 1 ukljuéujuéi i granice, bez obzira o rasporedu kome
slu¢ajne veli¢ine odn. sluajne greske pripadaju.

O<PE=<1
Osnovno svojstvo sluéajnih gredaka je da se u velikom broju ponistavaju
M* [¢] ="“"[E] =0 (3)
n—»oc

i da po svojoj apsolutnoj vrednosti nikada ne mogu biti veée od unapred proizvoljno
usvojenog broja A

* teoretski model naziva se raspored ili zakon kome sludajne veli¢ine pripadaju.
* M-simbol za matematié¢ko odekivanje ili nadu.
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3 — Srednja vrednost i dispresija slucajne velidine

Rekli smo da rezultate geodetskih merenja moZzemo smatrati slucajnim veli¢i-
nama, Svaka sludajna velitina X koja se mozZe realizovati preko niza merenja x;,
X3, ... X, Sa odgovaraju¢im verovatnotama py, Pz ... P, moze se definisati uglavnom
dvema brojnim karakteristikama: !

— matematitko otekivanje ili nada (srednja vrednost)
— dispersija ili varijansa*
Matematicka nada je aritmetika sredina iz neograniéenog broja sluéajnih

veli¢ina.
Za diskretan niz merenja matemati¢ka nada slucajne veliéine X jednaka je

n
M [X] =X px (4)
{=1

p; je verovatnocéa da ¢e sluajna promenljiva X uzeti vrednost x;
za kontinuirani niz biée

+
M[X]:Ext(x)-dx (®)

-0

f(x) je funkcija gustine rasporeda sluc¢ajne veli¢ine X,

f(x)dx je verovatnoéa da ée slutajna promenljiva X uzeti vrednost iz
‘intervala dx.

Dispersija je aritmetitka sredina iz neogranifenog broja kvadrata slu¢ajnih
_gresaka. Po definiciji jednaka je kvadratu razlike slufajne velidine X i njene
matemati¢ke nade M[x]. ]

Za diskretan niz

D [X] =m*=M(x —M [x])* (6)
Za kontinuirani niz
+ o
D** [X]—m*= (X - M[X])?£(x) dx 0
—

Odnosno za slu¢ajne greske &
Diel =m*=M &— M[e])’=M [£] (8)
Dispersija je ustvari drugi centralni moment tj.
mia=
Matematicka nada slu¢ajne greske jednaka je nuli.
M[x] =0
Kvadratni koren dispersije je standardna devijacija koja bi po analogiji sa
teorijom greSaka odgovarala teoretskoj srednjoj kvadratnoj gresci.
m=D [X] ®)
Realna ocena tadnosti mozZe se izvriiti samo ako nam je poznata sta-ndardqa
devijacija m Teoretski se ona moze odreditli ako imamo beskona¢an broj merenja

* — lim LE€]
m® = lim - (10)

n—oo

* Dispresija je u stvari kvadrat teoriske vrednosti srednje kvadratne greske.
** D — simbol za dispersiju.
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Medutim u praksi raspolaZzemo sa konaénim brojem merenja, pa stoga, strogo
uzevsi vrednost standardne devijacije m nije nam nikada poznata. Ona je u pot-
punosti definisana i odredena za svaku vrstu merenja. Njena vrednost pre svega
zavisi od metode rada a zatim od svih &inioca koji u procesu merenja stvaraju sla-
cajne greSke i uti¢u na dobijanje konadnih rezultata. (instrumenata, operatora, spolj-
nih uslova itd.). Poznavanje njene vrednosti bilo bi od neocenjive koristi za pravilnu
interpretaciju i obradu rezultata merenja.

Poznato je da se u geodeziji mere dve veliéine, uglovi i duzine, Putem geadet-
skih merenja mi nastojimo da dodemo do stvarnih vrednosti ovih veli¢ina. To redovna
nije moguée. U praksi se zadovoljavamo sa vrednostima koje po teoriji najbolje
reprezentuju stvarne vrednosti trazenih veli¢ina,

U cilju odredivanja veliéine A uzeli smo niz nezavisnih merenja x;, xs...x,.
Najbolju vrednost za traZenu veli¢inu A dobiéemo ako rezultate merenja obradimo
po metodi najmanjih kvadrata. Pri tome pretpostavlijamo da su gretke merenja
sluéajnog karaktera i da se pokoravaju mormalnom rasporedu (Gauss-Laplasov
zakon). U tom slufaju prosta odn. ops§ta aritmeti¢ka sredina da¢e najverovatniju
vrednost traZzene veli¢ine A (obzirom na niz merenja).

Aritmeti¢ka sredina jednaka je

Ako su merenja iste taénosti ili

kada su merenja razli¢ite tadnosti

p; — je teZina pojedinih merenja

K
i ey
g mi*
k — proizvoljna konstanta

Matematitke nade pojedinih merenja u nizu medusobno su jednake i odgo-
varaju stvarnoj vrednosti trazene velid¢ine A.

M[xd:MIX,]:.... - .M[xn]=A

Odnosno, otigledno matemati¢ka nada aritmeti¢ke sredine daje takode istinitu
vrednost A

n

= 1
M[x]=M n—zx; =
i-1
odnosno
1 n
MIx1=M| =
x] e E:p;xl =A
i
i=1

Matemati¢ka nada je konstantna veli¢ina, prema tome ne moze imati raspored.
Medutim, aritmeti¢ka sredina dobivena iz niza sluéajnih veli¢ina, takode predstavlja
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sludajnu velitinu. Ona se kao i pojedina merenja nikada unapred ne moze predska-
zati, ali se moze odrediti u verovatnoéi, ako nam je poznat raspored kome ona pri-
pada. Fogreséno je misljenje da aritmeti¢ka sredina predstavlja najverovatniju vred-
nost koja je najbliza stvarnoj vrednosti A. Aritmeti¢ka sredina je slutajna promen-
ljiva koja najbolje reprezentuje dati niz merenja. No to ne znati da ako uzmemo
drugi niz merenja za odredivanje iste trazene veli¢ine A ne¢emo dobiti drugu
vrednost aritmetit¢ke sredine koja ¢ée biti bliza stvarnoj vrednosti A.

Aritmeti¢ka sredina u stvari daje procenu stvarne vrednosti trazene veli¢ine,

Kada broj merenja n — o aritmeti¢ka sredina tezi stvarnoj vrednosti A.

lim x = A
n—»

Kao &to se moze dati procena stvarne vrednosti merene velidine, moze se iz
podataka merenja jedne veli¢ine viSe puta, dati mera rasipanja pojedinih vrednosti
merenja oko traZene veli¢ine, odn. moZe se odrediti srdnja kvadratna greska poje-

dinih merenja
m = |/ [ee] (11)
n
Ako raspolazemo istinitim greskama -

ili
m = |/ [v]
I'/-Il 1 (12)

Ako imamo odstupanja od aritmetitke sredine
vi—X| —X

Srednja kvadratna greika odredena iz podataka merenja takode predstavlja
sluéajnu veli¢inu ¢ija se vrednost unapred ne moze predvideti, Ona se moze odrediti
sa gledi§ta ratuna verovatnoée. Kada broj elemenata iz kojih je srednja kvadratna
greska sradunata neograni¢eno raste onda ona tezi standardnoj devijaciji m

limm=m
n— o0

Formule (11) i (12) masovno se koriste u geodetskoj praksi za ocenu tatnosti
_dobivenih rezultata, a pri tome ne vodi se rafuna o broju merenja iz kojih je sra-
éunata srednja kvadratna greska. Kao posledica ovoga uvek se dobija utisak o vecoj
taénosti. Zato je nuzno da se ked ocene tagnosti uzme u obzir pouzdanost srednje
kvadratne greske odredene iz malog broja merenja.
Kada imamo mali broj merenja za rafunanje srednje kvadratne greske umesto
formuale (11) i (12) treba koristiti sledeée formule

m:l[[eT_g] (lj_- V;ﬂ) (13)

odnosno

= ["‘_1(1 el o 14)

it vy | s T ' ¢
To prakti®no znaéi da srednja kvadratna gre$ka ima svoju gresku
bx .

- My = i’Qn- (15)
odnosno

= (16)

i e
V2(a—1)
gde je m srednja kvadratna greg_ka sracunata po formuli (11) od. (12).

*_Formule (14) i (16) mogu se primeniti kod ocene tafnosti posrednih i uslovnih
merenja, samo onda _umesto (n-1) imamo (n — g) odnosno r.
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Otigledno pouzdanost srednje kvadratne greske zavisi od broja merenja n.
Pouzdanost je veéa ukoliko je greska srednje kvadraine greske sra¢unata po formuli
(15) od. (16) manja i obrnuto. Sada mnije tesko uoéiti da ocena taénosti iz malog broja
merenja odredena po formuli 11 i 12 uvek daje laznu predstavu o postignutoj taé-
nosti, odnosno daje ulepSane rezultate.

4 — Zakoni sluéajnih velic¢ina

U idealnom sluaju izmedu slufajne veli¢ine X' i odgovarajuée verovatnoée p
postoji funkcionalna veza koja u opstem oblika glasi

s T Rar, S L S S L L

U praksi je skoro nemoguée nai¢i na zakon definisan jednatinom (17), koji ima
opsti znadaj i moZe se primeniti na svaki realan niz slu¢ajnih veli¢ina. Zato se slu-
zimo aproksimacijama odn. za diskretan niz sluéajnih veli¢ina usvajamo teoretski
model koji im je najbolje prilagoden.

Funkcja gustine rasporeda oznafava verovainoéu kada ée sluéajna promenljiva
X uzeti vrednost xi .

P = (X=xi)

Verovatno¢a da se slufajna promenljiva X nalazi u datom intervalu [x4,%s], biée
‘X?
P <X<x)= h (x) dx
x.‘
ili ako fiksiramo jednu vrednost
PX<x)=F ()
gde je X sludajna promenljiva, a x proizvoljan broj

Oblik funkeije gustine rasporeda f(x) zavisi od teoreiskog modela kome pripa-
daju sluéajne veli¢ine. Ima vise teoretskih modela (rasporeda). U ovom radu biée
tretirani svi oni koji su interesantni za ocenu tafnosti rezultata merenja.

5 — Odredivanje grani¢nih vrednosti aritmeti¢ke sredine i srednje kvadratne greike

Videli smo ranije da se vrednost slu¢ajne veli¢ine odn. slutajne greSke ne moze
nikada unapred predvideti. One se mogu odrediti samo sa gledista raduna verovat-
noée, usvajanjem teoriskog modela koji najbolje aproksimira raspored verovatnoéa
kome pripadaju slu¢ajne greske.

Ako se slutajne greske pokoravaju nekom zakonu, ¢iji nam je analiti¢ki izraz
poznat onda mozemo tvrditi da ¢ée se one naéi u odredenom intervalu sa odgovara-
juéom verovatnofom i obrnuto. Znati da su (interval) u kome je moguée da se nade
slutajna greSka si i verovatnoéa da ¢e se ona u tom intervalu naéi definisani u
obliku funkcije. Upravo ta funkcionalna veza naziva se raspored.

Tl e

Normalni raspored ili Gauss-Laplasov zakon ima veoma znagajnu ulogu u teo-
riji verovatnoée uopste, a posebno u teoriji gresaka.
Ako je funkcija gustine rasporeda data u obliku
—(x—A)
2 : s
R T (18)
m V2=:

onda za sluajnu velitinu X kaZemo da pripada normalnom rasporedu. U obliku
simbola obi¢no se piSe XE N (A,m) . Kao §to vidimo pored slut¢ajne velitine u formuli
(18) figuridu dva parametra sa kojima smo se ve¢ upoznali (A — matematitka nada;
(m — standardna devijacija).
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Za slucajne greske po analogiji bice
1
flg) o= ————_ = (19)
(€) m | 2= ¢ %

Ako obrazujemo kolitnik

onda dobijemo standardizovan raspored sa funkcijom gustine rasporeda u obliku

A
f(t)=——-e 2 (209
V2x
odnosno
tE N (0,1)
Nije tesko primetiti da je
Mit]=0 D=1
1)
-t ] 7 ! ! H i t

SLIKA 1

Grafi¢ki prikaz formule (20) daje poznatu Gauss-ovu krivu (slika 1). Na slici
je prikazan oblik Gausove krive u zavisnosti od standardne devijacije m

Ako u formuli (19) zamenimo

1

m=iVz

dobijamo Gauss-Laplasov zakon koji daje verovatnoéu pojave sluéajnih gresaka u
zavisnosti od njihovih veli¢ina

— s!hﬁ

h
f(e) = v; e
gdje je h mera tagnosti.

Slucajne greske kao rezultante vife komponenata saglasno centralnoj graniénoj
teoremi Ljapunova tefe da zauzmu normalni raspored kada broj elemenata u for-

124



muli (2) neograniteno raste. Posto se za kona¢nu vrednost usvaja aritmetitka sre-
dina, onda ¢e slutajne velitine odnosno slu¢ajne greske tim pre da pripadaju nor-
malnom rasporedu.

r (x —AP
t(x)=—7=‘e 2m'y @1
sz::

odnosno

IG)=5yst =5 a9

Sa izvesnim aproksimacijama moZemo usvojiti normalni raspored kuao teoret-
ski model za raspored verovatnoéa slu¢ajnih gresaka. Naime, moZemo da umesto
diskretnog rasporeda verovatnoéa slufajnih gresaka koristimo kontinuirani raspored
gde slutajne greske mogu uzimati sve vrednosti na realnoj osi, od — o0 do 4 o

Verovatnota da ée se slutajna promenljiva nalaziti u intervalu
[(A—t,my), (A+t,mx)] bice
PA—t my <x <A+t my)=L@@F)=
SEE o
Vi .le 2.dt= ol at (23)
[¢]

— L.

Vrednost @ (t) uzimamo iz tablice 1 po argumentu te. ili obrnuto ako je data vero-
vatno¢a p, onda dobijamo iz tablice te.

Grani¢na vrednost ili interval pouzdanosti u kome ée se nalaziti istinita vred-
nost trazene velitine sa odgovarajuéom verovatnoéom bide

x—tamy<A<x -+ tamy (24)

U dvojnoj nejednacini (24), x ratunamo iz podataka merenja, my Pretpostav-

:jamo da nam je poznato, a ta odn. p biramo proizvoljno. Verovatnoéa P jeu
funkeciji intervala [—ta, tg]. Ukoliko je interval veéi i verovatnoda je wveéa.

P (/t/ = 1) = 0,6827
P (/ = 2) =0,9545
P (Y < 3) =0,9973

Za odredivanje graniénih greSaka kod geodetskih radova uzima se toa =3
ili tq =2 u zavisnosti od preciznosti radova.

Primer 1. Uzmimo primer iz knjige Ratun izravnanja od Ing. Nikole Sveéni-
kova (str. 50). Ugao A meren je po Srajberovoj metodi u 8 girusa.

Aritmeticka sredina je x = 69° 07 52", 96 .

Srednja kvadratna gre$ka pojedinih merenja m = 1”,52.

Srednja kvadratna greSka aritmetitke sredine M = O”,54.

Ako usvojimo da sludajne greske pripadaju normalnom rasporedu tj.

x EN(A, my)
onda mozemo da odredimo granice u kojima ée se nalaziti merena vrednost

A sa proizvoljno izabranom verovatnoéom p pod uslovom da nam je poznata stan-
dardna devijacija.*

* Pretpostavljamo da je srednja kvadratna greska aritmeti¢ke sredine jednaka
standardnoj devijaciji. :
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Ako za verovatnoéu usvojimo p = 0,95 onda mozemo tvrditi da ¢e se istinita
vrednost uglova nalaziti u granicama

x —taM=A<x+t«M

Vrednost tq uzimamo iz tabele 1 (P = 0,95, ta = 1,96), pa ée interval pouzda-
nosti biti

x—196M <A <%+ 196M
odnosno
69°07'54",02 = A < 69°7/51”,90
ili u drugom obliku
P(x —A| >taM=1%06) = 0,05
Verovatnota da ¢e modul razlike [x — A/ preéi vrednost 1,706 iznosi 5%.

ey — .

Interval pouzdanosti moZe se odrediti na navedeni nadin samo onda kada nam
je poznata standardna devijacija odn. kada moZemo smatrati da su standardna devi-
iacija i srednja kvadratna greska adekvatne po svojim vrednostima. Praktiéno ovaj
se postupak moZze primeniti ako je broj merenja iz kojih je srednja kvadratna gregka
sradunata veéi od 20.

Ako je n < 20 Sto je redovno sludaj kod geodetskih radova onda se interval po-
uzdanosti ne moze odrediti na navedeni nagin.

Kada standardna devijacija nije poznata onda uzimamo njenu nepristrasnu

1
S S
ocenu o M Jer je
n =
M[ m']—_—-m'
n—131

Koriste¢i ovo svojstvo za slutajnu promjenljivu t dobijamo

A x = x—A
t=—— == a1
My m o n n m

Slu¢ajnu promjenljivu t izrazili smo u funkciji poznatih veli¢ina. Samo je A nepo-
znato. Upravo to se i trazi.

Slutajna promjenljiva t{ pripada »Student«-ovom rasporedu sa n-1 broja ste-
peni slobode. Ovaj raspored prvi je definisao Gosset i nublikovao svoj rad pod
pseudonimom »Studentxe.

Funkcija gustine rasporeda definisana je u obliku

_%_.HL—jl)_.(uﬁ_”)_ ’ (25)

. Ll AN 2
i ne zavisi od matematitke nade i dispersije. g Jje gama funkcija.
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Verovatnoéa da ¢e se slutajna promenljiva t nalaziti u intervalu [—ta,ta]
P(t|<ty) =P(—ta<t<ty)=Fg(t) =

[E2) [, g5
2
ik (14_;-_{') _at (26)
vaKl‘(z):m
Thit)

SLikA 2

; Graﬁék@ prikaz funkcije gx (t) dat je na slici 2. Oblik funkcije ¢k (1) zavisi od
broja stepeni slobode k. Kada k teZi beskonaénosti onda funkeija g (i) teZi nor-
malnom rasporedu

t!
lim gk (t) =_ il___ B

1:2.-:

K— =

Kada je k > 20 moZemo za sludajno promjenljivo t smatrati da pripada normalnom
rasporedu sa beznafajnim aproksimacijama.

Verovatnoéa da ¢e se sluéajna promenljiva t nalaziti u intervalu[ - ta,ta ]

tx tx
e
P(—tag’-‘——ﬁ—\/n—1gta}=j rpx{t}dt=2§ gk (t) at
—ta ']

Refenjem dvojne nejednadine
o oy TS
—te<>—|h—1<t,
m
dolazi se do granice pouzdanosti trazene veliine A sa odgovarajuéom verovatno-
éom p.

] t = it
xmvtlTl‘méAéx—!-—a——_—_——l.m (27

Vrednosti x i m radunaju se iz podataka merenja. Veli¢inu ta dobijamo iz tablice I,
u zavisnosti od proizvoljno usvojene verovatnoée p i broja stepeni slobode k (k=n-l),
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Ako rezultati merenja pripadaju normalnom rasporedu onda mozemo tvrditi sa
verovatnotom p da ¢e se trazena veli¢ina A nalaziti u intervalu definisanom nejed-
naéinom (27).

PRIMER 2. Primenu »Student«-ovog rasporeda ilustrovaéemo na podatke iz
primera 1.
Aritmeti¢ke sredine
x = 69%7 52,96
Srednja kvadratna greska pojedinih merenja
m = 1”52
Broj merenja (girusa) n=_§
Broj stepeni slobode k = n-1 = 7

Interval pouzdanosti u kome ée se nalaziti istinita vrednost sa proizvoljno
usvojenom verovatno¢om p bice

Neka je p = 0,95. Iz tablice II po argumentu p i k dobijamo ta = 2,36.
Kada poznate vrednosti uvrstimo u navedenu nejednakost dobijamo

69° 07’ 54", 32 =< A = 69° 0T’ 51", 60

Dakle mozemo tvrditi sa sigurnoséu od 95% da ée trazena veli¢ina nalaziti u
naznaéenom intervalu.

Iz istih podataka, samo drugim tretmanom doili smo do intervala pouzdanosti
koji je znatno Siri nego kod primera 1, odnosno interval pouzdanosti uveéan je za
28%. Sa istom verovatnoéom 1 = 0,95 za interval poazdanosti dobijamo dve razli¢ite
vrednosti, NuZno se postavlja pitanje kojoj vrednosti treba viSe verovati? Nedvo-
smisleno intervalu pouzdanosti koji se dobija uzimajuéi u obzir broj merenja, jer
realnije odrazava stvarno stanje.

Ocigledne su prednosti odredivanja intervala pouzdanosti primenom »Student«-
ovog rasporeda, jer ne zahteva poznavanje standardne devijacije m. Medutim, pri-
mena »Student«-ovog rasporeda ima jedan veoma ozbiljan nedostatak koji mu znatno
ograni¢ava svestranu primenu, Iako je besprekoran u teoretskom pogledu za suvise
mali broj merenja daje rezultate koje praksa i iskustvo demantuju. Obzirom da se
u geodeziji za jednu velié¢inu uzima najéesée dva ili tri merenja ovaj se raspored
u tom slufaju ne bi mogao primeniti jer daje besmislene rezultate koji nemaju
realnu osnovu. To nije te§ko proveriti. I pored izvesnog ograniéenja u pogledu mo-
guénosti primene, »Student«-ov raspored mozZe se koristiti u geodetskoj praksi. On
se moze uvek primeniti kada o tretiranom problemu nemamo nikakve informacije
ili kada je broj stepeni slobode éetiri i vise (k = 4).

»Student«-ov se raspored u nekim sluéajevima moze vrlo efikasno primeniti za
ispitivanje jednakosti matematiékih nada dvaju nezavisnih niza merenja, odnosno
na ustanovljavanju prisustva sistematskih gresaka.

Poznato je da srednja kvadratna greska ima svoju greiku koja se moZe odre-
diti po formuli (15) odnosno (16). Zna¢i pouzdanost srednje kvadratne greike je
ograni¢ena u zavisnosti od broja merenja.

Koristeéi ¢injenicu da su srednje kvadraine grefke sludajne velidine mozemo
odrediti interval pouzdanosti u kome ¢e se one nalaziti.

Srednje kvadratne greske m?, m?®...m?n pripadaju hi-kvadrat (x2) rasporedu.

¥® nazivamo nenegativna sluéajnu promenljivu koja se dobija kao algebarski
zbir kvadrata nezavisnih normiranih normalnih veli¢ina yi, y2...yn.

x'_—‘Y21+y’;+ . - . .+y'n
Teoriski model raspored verovatnoéa
1 2 e

o
fx (1) = DT T 6T (28)

2] ()
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Grafi¢ki je prikazan na slici 3. Sa slike se otigledno vidi da oblik krive zavisi
od broja stepena slobode k. Funkcija gustine rasporeda ne zavisi od matematicke

nade i dispersije.

W ZY
k=l
as
04
@
k=2
[
k=6
a
2 4 & 8 0 B K z?
SLIKA 3

Kada je broj stepeni slobode K— o0 funkcija definisana jednaéinom (28) tezi ka
normalnom rasporedu, Praktitno kada je k > 30 umesto ! moZemo koristiti nor- -
malni raspored.

Prostim transfromacijama dolazi se do jednakosti:
n—1
o m! 2 : (3'_*)‘
= m
k=1

n.m?
-l.ll’

Sludalna veli¢ina pripada y® rasporedu i predstavlja sumu kvadrata od

i
n-1 nezavisnih slué¢ajnih veli¢ina 2’__ koji pripadaju normalnom rasporedu sa mate-
m

i
matitkom nadom jednakom nuli i dispersiji jednakoj jedinici [X_- EN (0,1)
m
Verovatnota da ¢e se dispersija m* nalaziti u intervalu [y, m2, y, m?] bice:
n n.m? n

n n
e =P [ et S S P e e
P(ym® < mn®=< y,m?) (‘\'t = .Y’) ("(s Fine=3 '\’1) :

11 K—2 %2

1 o R e e
Ry [ 7 e Zed) =Pi—PR,=p (29)
2(3)

Yz
Odnosno interval pouzdanosti za standardnu devijaciju m biée

I:[ Iml _n_.m]
b 2P,

gde je
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odnosno

ili ako podelimo sa m?

mt.n [ee]
= S
dobijamo ¥2n sa n stepeni slobode
m? . n " n
M|~ | =MIza] M[;’n]=n = M[m*]=n
odnosno
M[m?] =n?

Ako raspolazemo sa odstupanjem od aritmeti¢ke sredine dobi¢emo
m? (n— 1) =[vv] -

s 6t L BTSSR M[yn—1]=n—1
m m’
2 I MmY]=n—1
m

odnosno

Koriste¢i mepristrasnu ocenu za m* mozemo napisati jednakost

m!n=m?*(n—1)

Kada nemamo istinite vrednosti traZenih veli¢ina, onda ée interval pouzdanosti

biti
oL n—1 n—1
I_[V 1P, 'm“V 72P, 'ml]

Iy,=V% uzimamo iz tablice IIT po argumentu
1L°E

Vrednostiy, — V _!:__
L

verovatnoée p i broja stepeni slobode k.
PRIMER 3. Prikazaéemo primenu ovoga rasporeda na podacima iz primera 1.
m =-1," 52 n =28 k=n-l1=717

Interval pouzdanosti standardne devijacije m bice
Ym <= m = y.m

Neka je p = 0,95. Iz tablice III dobija se vy = 0,66 i v» = 2,0}, Za interval u kome
treba da se nalazi standardna devijacija m sa verovatnoéom p = 0,95 dobija se

1400 < n <310

Srednja kvadratna greska ugla moZe uzimati vrednosti od 17,00 do 3,10 a da smo
pri tome sigurni sa 95% da neée uzeti vrednosti van tog intervala,
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UPOREDENJA TACNOSTI TRETIRANIH PROBLEMA
u metoda rada, kvalitet dveju mreza,

Ako Zelimo da uporedujemo tadnost dvej
kvalitet instrumenata itd. sluzi nam Figerov raspored.
- Xn i X'y, X's, X'n. Oznatimo sa m; srednju

Uzmimo dva niza merenja x;, x5 ..
rednju kvadratnu greiku drugog niza..

kvadratnu gresku prvog niza, a sa ms s
Obrazujmo odnos kvadrata ovih srednjih kvadratnih gresaka, s tim &to indekse

usvajamo tako da je m; > m,
m?,
mtg

Slu¢ajna promenljiva F koja moZe uzimati sve pozitivne vrednosti od 0 do + o
kazemo da pripada FiSerovom rasporedu sa kj i ks stepeni slobode ako je funkcija

gustine rasporeda data u obliku

K, + K,
f( 'EK) ST iE IRARIS SO T

P A g Sy K 2
(Kn) ¥ (1 K-:F) o

‘FKl.K:(F):(T_’)’ (E(’)
2 2
jna promenljiva F biti veéa od unapred proiz-

Odnosno verovatnoéa da ¢e sluéa

voljno usvojenog broja Fp
toc K, , _EtK
3
P (F >Fr) =Gk (F) = Ax,x; [ F’ -(1—5‘5-) dF (31
K,

Fp
gde smo sa A KK, ozna¢ili konstantu &ija vrednost zavisi od broja stepeni slobode

Ky i ko
[ (‘_‘_IL“:) Ki

()

Kada je k; = ks funkcija gustine rasporeda dobija nesto drugojatiji oblik

K K
qax(m=_m§{).. F? . (1—F) 32)
2|(2)
odnosno
~ K
P[F>Fp)=Gx(F)=—m% F?"’-(l—:ﬂ)—"-dl«" (33)
?|(z)
Fp

Vrednosti formule (31) date su u tablici IV, a formule (33) u tablici V.

PRIMER 4. Primenu Fiserovog rasporeda ilustrova¢emo na uporedenju _kval.i-

teta uglovnih merenja nekih osnovickih mreZa. Podaci su uzeti iz publikacije Sa-
vezne geodetske uprave »Qsnovni geodetski radovi u FNRJ« (str. 49, 127).
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Srednje kvadratne greSke ugla sra¢unate po formuli Ferera iznose

. broj trouglova m m?
Prizrenska 16 0,95 0,90
Strumicka 24 0",70 0,49
Mariborska 23 0,87 0,76
Negotinska 23 0",78 0,61

Promatraéemo dva slucéaja

Slu¢aj 1. Uzeéemo da uporedimo kvalitet uglovnih merenja Prizrenske i Stru-
mi¢ke osnovitke mreze gde broj trouglova nije isti.

Prizrenska np = 16 m?p = 0,90
Strumicka ng =24 m?*s = 0,49

Obrazujmo koliénik F.

Posto raspolazemo sa istinitim vrednostima onaj broj trouglova odgovara broju
stepeni slobode k; = np i ks = ns. Usvejimo za verovatnoéu p= 0,95 odnosno su-
protnu verovatnoéu ili rizik ¢ = 1-p = 0,05. Iz tabele IV dobijamo za argumenat
ki = 16 i ks = 24 Fp = 2,09. Posto je F < Fp = 2,09, moZemo onda nedvosmisleno
tvrditi da su obe osnoviéke mreZe istog ranga u pogledu taénosti uglovnih merenja,
i ako je znatna razlika izmedu srednjih kvadratnih greSaka (36%).

Sluéaj 2. Uzmimo sada Mariborsku i Negotinsku osnovitku mrezu gde je isti
broj trouglova

Mariborska nm =23 m*M = 0,76
Negotinska np =23 m?y = 0,61
Koli¢nik F bice
0,76
F=— =125
0,61

Ako usvojimo p = 0,95 odnosno rizik q = 0,05 iz tabele V dobijamo Fp = 2,0.
I u ovom sluéaju, takode je F < Fp pa mozemo tvrditi da su obe mreze u pogledu
tatnosti uglovnih merenja istoga ranga sa rizikom 5%.

ODNOS SREDNJE KVADRATNE GRESKE 1 STANDARDNE DEVIJACIJE

Ako obrazujemo koliénik izmedu srednje kvadratne greike mi, i standardne
devijacije m (obe se odnose na istu vrstu merenja), dobiéemo novu slu¢ajnu pro-
menljivu

| mi
= (34)

Ova se slufajna promenljiva ne moze unapred odrediti, veé se odreduje sa sta-
novista ratuna verovatnoce.

Zakon verovatnocée sluéajne promenljive ti definisan je izrazom

K

¢K (v) = KE?W&:)

.rl
(35)

A

a grafitki prikazan na slici 4.
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SLikA &

Verovatnoéa da slutajna promenljiva bude u intervalu [tp, o] bice

-
K 2
] X 2 - ——yl
P(T)tri\)—F(t)—_k_z"l{— -EK l-e 2.: 'dQ (36)

™

Uyodenje nove promenljive t ima svojih prednosti jer t ne zavisi od jedinica
merenja (cm, sek, itd). Kada se broj k neogranifeno poveéava odnos ti tezi jedinici
a srednja kvadratna greSka mi teZi standardnoj devijaciji m

Treba napomenuti da se kod izvodenja analititkog izraza za funkciju gustinu
rasporeda definisanog formulom (35) pretpostavljeno, da se slutajne greike pokora-
vaju normalnom rasporedu.

Pomoéu ovog rasporeda moguée je ustanoviti da li neki niz merenja u pogledu
taﬁ_nosti odgovara nivou taénosti koji je predviden za dotiénu vrstu merenja. Na
primer iz velikog broja podataka za pojedine operacije mogu se ustanoviti srednje
kvadratne greSke koje ée §to realnije reprezentirati kvalitet radova. Te srednje
l_wa(;ratne greske po svojim vrednostima skoro su adekvatne sa standardnim devi-
jacijama koji daju realnu ocenu taénosti. Poznavanjem ovih grefaka stvaraju se
mogucénosti za ispitivanje kvaliteta ta¢nosti geodetskih radova.

PRIMER 5. U publikaciji Savezne geodetske uprave »Osnovni geodetski radovi
u FNRJ« navedene su srednje kvadratne greske ugla sratunate po Fererovoj formuli
za trigonometrisku mrezu 1 reda (str. 150). Obzirom na radne uslove ona je data za
dva karakteristitna vremenska perioda

Il

0,96
0,80

1902—1936 god. broj trouglova 333 my;
1937—1948 god. broj trouglova 262 ma

Srednja kvadratna gre$ka ugla srafunata je iz relativno velikog broja poda-
taka, Prema tome mozemo usvojiti da srednja kvadraina greSka my i mg prakti¢no
odgovaraju standardnim devijacijama m; | ms;. Razlike u srednjim kvadratnim
greSkama za navedena dva perioda nastale su zbog promene metode rada i ostalih
radnih uslova navedenih na strani 150 pomenute publikacije. Standardna devijacija
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m = 07,96 karakteriSe uglovna merenja u trigonometrijskoj mrezi 1 reda izvrsena
u periodu 1902—1936. godine, a standardna devijacija m: = 07,80 u periodu 1937
do 1948. godine.

Radi ispitivanja kvaliteta uglovnih merenja trigonometriske mreZe 1 reda u
novoprisajedinjenim oblastima u Sloveniji (radovi Betkog vojnogeografskog institata)
sratunata je pored ostalog i srednja kvadratna greska ugla po formuli Ferera ([1]
strana 141).

Srednja kvadratna greska sratunata je iz 33 trougla i iznosi m = 07,96, O¢&i-
gledno da u pogledu kvaliteta uglovnih merenja ova mreZa je ma istom nivou kao
ilo su uglovna merenja izvr$ena u periodu 1902—1936. godine. Interesantno je videti
da li su uglovna merenja ove mreZe u pogledu taénosti adekvatna sa taénoséu uglov-
nih merenja koja se odnose na period 1937—1948. godine. Na ovo se pitanje moZe
dati odgovor ako obrazajemo koli¢nik

oL p e el
r ;“_!-_o-éo . 1‘2

Za vrednost rizika q¢ = 0,05 po argumentu k = 33 iz tebala VI dobija se
h = 1’2 = =

Posto je 1= tp moZemo sa sigurno3éu od 95"/ smatrati da su obe mreZe u po-
gledu ta®nosti priblizno na istom nivou.

Uzmimo jo§ jedan primer sa str. 92,
Srednja kvadratna greSka m = 1",18.
Broj trouglova 7.

Merenja su izvrSena 1934. godine. Zna¢i odgovaraju periodu 1902—1936. godine,
gde je standardna devijacija m, = 0”,96.

Obrazujmo koli¢nik

1,18
e ].2
096 "3

T=

Za g = 0,051 k = 7 iz tabele VI dobijamo vp = 1,42.t < 1p

Sa razlikom od 5% mozZemo tvrditi da ova mreza je istog kvaliteta kao i mreza
‘z perioda 1902—1936. god'ne i ako je znatna razlika izmedu srednjih kvadratnih
greSaka (23%). Ova razlika je nastala verovatno zbog malog broja podataka (n="7).
Ako ovu mreZu uporedimo sa mrezom iz perioda 1937—1948. god. nije tesko uogiti
da ¢éemo doéi do suprotnih rezaltata.

1,18

tvarno =
Stv. T 0.0

- 1,18

Posto je t > tp onda se ova mreza u pogledu tagnosti ne moZe uporediti sa
mrezom iz perioda 1937—1948. godine. Naime, ta¢nost tretirane mreze nesto je
manja.

U svim primerima koriséena je ista verovatnoéa p = 0,95 koja kod normalnog
rasporeda odgovara intervalu pouzdanosti [—1,96 m ,1,96 m]. Ovaj interval pouzda-
nosti pribliZzno odgovara dozvoljenim odstapanjima za precizne geodetske radove
A —2m. Tako primeri nisu najbolje izabrani njihova je namena da, s jedne
strane ilustruju moguénosti i prednosti tretiranih metoda, a s druge strane da
prikaZu jednostavnost njihove praktine primene.
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2 ta 1*

Pk = Y= ) __V2;t§e 2 dt TADELA I
o
t ! F)y ‘ t | Fuo, ‘ T ‘ " Fy t Fu
s FL Ear e — e S e s = Pl e ([ i L = L.
0,00 0,0000 1,00 0,6827 1,80 0,9281 2,58 0,9901
0,10 0,0798 1,10 0,7287 1,90 0,9426 2,60 0,9907
0,20 0,1585 1,20 0,7699 1,96 0,9500 2,70 0,9931
0,30 0,2358 1,30 0,8064 2,00 0,9545 2,80 0,9949
0,40 0,3108 1,40 0,8385 2,10 0,9643 2,90 0,9962
0,50 0,3829 1,50 0,8664 2,20 0,9736 3,00 0,9973
0,60 0,4515 1,60 0,8904 2,30 0,9786 3,20 0,9986
0,70 0,5161 1,65 0,9011 2,40 0,9836 3,40 0,999
0,80 0,5763 1,70 0,9109 2,50 0,9876 4,00 0,999
0,90 0,6319
I-K +1 tx ,! K41
P(lt|<t:)=Fc(1)= pime l ]-|— ] 2 dt FABELA II
Vil (3 )
K ~_F| o9 86'0 0,95 0,90 0,80 0,70 0,60
T |
1 63,657 31,821 12,706 6,314 3,078 1,963 1,376
2 9,925 6,965 4,303 2,920 1,886 1,386 1,061
3 5,841 4,541 3,182 2,353 1,638 1,250 0,978
4 4,604 3,747 2,776 2,132 1,533 1,190 0,941
5 4,032 3,365 2,571 2,015 1,476 1,156 0,920
6 3,707 3,143 2,447 1,943 1,440 1,134 0,906
7 3,499 2,998 2,365 1,895 1,415 1,119 0,896
8 3,355 2,896 2,306 1,860 1,397 1,108 0,889
9 3,250 2,821 2,262 1,833 1,383 1,100 0,883
10 3,169 2,764 2,228 1,812 1,372 1,093 0,879
11 3,106 2,718 2,201 1,796 1,363 1,088 0,876
12 3,055 2,681 2,179 1,782 1,356 1,083 0,873
13 3,012 2,650 2,160 1,771 1,350 1,079 0,870
14 2,977 2,624 2,145 1,761 1,345 1,076 0,868
15 2,947 2,602 2,131 1,753 1,341 1,074 0,866
16 2,921 2,582 2,120 1,746 1,337 1,071 0,865
17 2,898 2,567 2,110 1,740 1,333 1,069 0,863
18 2,878 2,552 2,101 1,734 1,330 1,067 0,862
19 2,861 2,539 2,093 1,720 1,328 1,066 0,861
20 2,845 2,528 2,086 1,725 1,325 1.064 0,860
21 2,831 2,518 2,080 1,721 1,323 1,063 0,859
22 2,819 2,508 2,074 1,717 1,321 1,061 0,858
23 2,807 2,500 2,069 1,714 1,319 1,060 0,858
24 2,797 2,492 2,064 1,711 1,318 1,059 0,857
25 2,787 2,485 2,060 1,708 1,316 1,058 0,856
26 2,779 2,479 2,056 1,706 1,315 1,058 0,856
27 2,771 2,473 2,052 1,703 1,314 1,057 0,855
28 2,763 2.467 2,048 1,701 1,313 1,056 0,855
29 2,756 2,462 2,045 1,699 1,311 1,055 0,854
30 2,750 2,457 2,042 1,697 1,310 1,055 0,854
40 2,704 2,423 2,021 1,684 1,303 1,050 0,851
60 2,660 2,390 2,000 1,671 1,296 1,046 0,848
120 2,617 2,358 1,980 1,658 1,289 1,041 0,845
0 2,576 2,326 1,960 1,645 1,036 0,842

1,282
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P(yym<m<ym)=

1

. i N
Wy %4 dg)

K[/K
2; I-(E)E
Y TABELA III
s AR o8 0,99 ‘ 0,98 0,95 0,90
K | ] Ty A
Y1 i il Y2 Y Ya Y1 Y2
1 0356 159 0,388 79,8 0416 31,9 0,510 15,9
2 0,434 14,1 0,466 9,97 0,521 6,28 0,578 4,40
3 0,483 6,47 0,514 5,11 0,566 3,73 0,620 2,92
4 0,519 439 0,549 3,67 0,599 2,87 0,649 2,37
5 0,546 3,48 0,576 3,00 0,624 2,45 0,672 2,090
6 0,569 2,98 0,597 2,62 0,644 2,202 - 0,690 1,916
7 0,588 2,66 0,616 2377 0,661 2,035 0,705 1,797
8 0,604 2440 0,631 2,205 0,675 1,916 0,718 1,711
9 0,618 2277 0,644 2,076 0,688 1,826 0,729 1,645
10 0,630 2154 0,656 1,977 0,699 1,755 0,739 1,593
11 0,641 2,056 0,667 1,898 0,708 1,698 0,748 1,550
12 0,651 1,976 0,677 1,833 0,717 1,651 0,755 1,515
13 0,660 1,910 0,685 1,779 0,725 1,611 0,762 1,485
14 0,669 1,854 0,693 1,733 0,732 1,577 0,769 1,460
15 0,676 1,806 0,700 1,694 0,739 1,548 0,775 1,437
16 0,683 1,764 0,707 1,659 0,745 1,522 0,780 1,418
17 0,690 1,727 0,713 1,629 0,750 1,499 0,785 1,400
18 0,696 1,695 0,719 1,602 0,756 1,479 0,790 1,385
19 0,702 1,666 0,725 1,578 0,760 1,460 0,794 1,370
20 0,707 1,640 0,730 1,556 0,765 1,444 0,798 1,358
21 0,712 1,617 0,734 1,536 0,769 1,429 0,802 1,346
29 0.717 1,595 0,739 1,519 0,773 1,416 0,805 1,335
23 0,722 1,576 0,743 1,502 0,777 1,402 0,809 1,326
24 0,726 1,558 0,747 1487 0,781 1,391 0,812 1,316
25 0,730 1,541 0,751 1,473 0,784 1,380 0,815 1,308
26 0,734 1,526 0,755 1,460 0,788 1,371 0,818 1,300
27 0,737 1,512 0,758 1,448 0,791 1,361 0,820 1,293
28 0,741 1,499 0,762 1,436 0,794 1,352 0,823 1,286
29 0,744 1,487 0,765 1,426 0,796 1,344 0,825 1,279
30 0,748 1,475 0,768 1417 0,799 1,337 0,828 1,274
40 0,774 1,390 0,792 1,344 0,821 1,279 0,847 1,228
50 0,793 1,336 0,810 1,207 0,837 1,243 0,861 1,199
60 0,308 1,209 0,824 1,265 0,849 1,217 0871 1,179
70 0,820 1,272 0,835 1,241 0,858 1,198 0879 1,163
80 0,829 1,250 0,844 1,222 0,866 1,183 0,886 1,151
90 0,838 1,233 0,852 1,207 0,873 1,171 0,892 1,141
100 0,845 1,219 0,858 1,195 0,878 1,161 0,897 1,133
200 0,897 1,13 0,912 1,11 0,925 1,09
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42 K1 K K+ K,
P=G(F>F,,)=2AK,,K.EI F’—{l—I—(-‘F)-— 2 .4F
P 2
Za q==1—p=0,05 TABELA IV
ky
K 10 92« 316 . 20 34 30 50 -1 &
1
11 2,86 2,79 2,70 2,65 2,61 2,57 2,50 2,45 2,40
12 2,76 2,69 2,60 2,54 2,50 2,46 2,40 2,35 2,30
13 2,67 2,60 2,51 2,46 2,42 2,38 2,32 2,26 2,21
14 2,60 2,53 2,44 2,39 2,35 2,31 2,24 2,19 2,13
15 2,55 2,48 2,39 2,33 2,29 2,25 2,18 2,12 2,07
16 2,49 2,42 2,33 2,28 2,24 2,20 2,13 2,07 2,01
17 2,45 2,38 2,29 2,23 2,19 2,15 2,08 2,02 1,96
18 2,41 2,34 2,25 2,19 215 2,11 2,04 1,98 1,92
19 2,38 2,31 2,21 2,15 2,11 2,07 2,00 1,94 1,88
20 2,35 2,28 2,18 2,12 2,08 204 1,96 1,90 1,84
22 2,30 2,23 2,13 2,07 2,03 1,98 1,91 1,84 1,78
24 2,26 2,18 2,09 2,02 1,98 1,94 1,86 1,80 1,73
26 2,22 2,15 2,05 1,99 1,95 1,90 1,82 1,76 1,69
28 2,19 2,12 2,02 1,96 1,91 1,87 1,78 1,72 1,65
32 2,14 2,07 1,97 1,91 1,86 1,82 1,74 1,67 1,59
36 2,10 2,03 1,93 1,87 1,82 1,78 1,69 1,62 1,55
40 2,07 2,00 1,90 1,84 1,79 1,74 1,66 1,59 1,51
60 1,99 1,92 1,81 1,75 1,70 1,65 1,56 1,48 1,39
100 1,92 1,85 1,75 1,68 1,63 1.67 1,48 1,39 1,28
200 1,87 1,80 1,69 1,62 1,57 1,62 1,42 1,32 1,19
o0 1,83 1,75 1,64 1,57 1,52 1,46 1,35 1,24 1,00
o K_, =
- 2 .
P=G(F>F,.)=.-L‘KQ F' .1—F) -dF
|(2)
Fp TABELA V
-“'"'m..._q_‘_ P |
" e el 0,25 0,10 0,05 0,01
1 5,8 39,9 161 4052
2 3,0 9,0 19,0 99,0
3 2,4 5,4 9.3 29,5
B 2,1 4,1 6,3 16,0
5 1,9 3,5 5,1 11,0
6 1,8 3,1 4,3 8,5
7 1,7 2,8 3,8 7,0
8 1,6 2,6 34 6,0
9 1,6 2,4 3,2 5,4
10 1,6 2,3 3,0 4.9
12 1,5 2,2 2,7 4,2
15 1,4 2,0 24 3,5
20 14 1,8 2,1 2,9
30 1,3 1,6 1,8 2,4
40 1,2 15 i 2,1
60 ° 1,2 14 1,5 1,8
120 1,1 1,3 1,4 1,5
el 1,0 1,0 1,0 1,0
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K % K
KT =
Pz > % )= FK(T) -~ i(?z—',—'i'{-' +a -de
TABELA VI

P | 3
N ‘ 0,50 0,20 0,10 0,05 0,01
1 0,67 1,28 1,64 1,96 2,58
2 1,83 1,27 1,52 1,73 2,15
3 0,89 1,24 1,44 1,61 1,94
4 0,92 1,22 1,39 1,54 1,82
5 0,93 1,21 1,36 1,49 1,74
6 0,94 1,19 1,33 1,45 1,67
8 0,96 1,17 1,29 1,39 1,58
10 0,97 1,16 1.26 1,35 1,52
15 0,98 1,14 1,22 1,29 1,43
20 0,98 1,12 1,19 1,25 1,37
30 0,99 1,10 1,16 1,21 1,30
50 1,00 1,08 . 1,12 1,16 1,23
100 1,00 1,06 1,09 1,12 1,17
700 1,00 1,03 1,05 1,07 1,10
1000 1,00 1,02 1,03 1,04 1,05
o 1.00 1,00 1,00 l.’}'J 1.[-‘9
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