GRAFICKA IZJEDNACENJA POMOCU VEKTORA

Ing. MIRKO BRUKNER — Geodetska tehni¢ka skola Zagreb

1. GRAFICKO IZJEDNACENJE TACAKA ODREDENIH
PRESIJECANJEM PRAVACA

Numeri¢ko izjednatenje trig. taéaka, ili opéenito tataka odredenih
presijecanjem pravaca, iziskuje priliéno opsezna ratunanja. Vrlo ¢esto
ovo ratunanje odnosno izjednaéenje daje kao rezultat neznatne popravke
koordinata. O veli¢ini popravki se kod numeri¢kog izjednadenja uglav-
nom ne moZe unaprijed prosudivati. Zato numeritko izjednacenje u ne-
kim slu¢ajevima moze biti neekonomiéno.

Opisana graficka metoda se temelji na teoriji najmanjih kvadrata,
te je moguce provodenje strogog rjeSenja. Iz graficke konstrukcije se
moze zakljuditi o veli¢ini odstupanja i popravki, kako, kutnih tako i li-
nearnih. Izjednatenje sadrZi izvjesna pomoéna numericka radunanija,
koja se sva mogu provesti s log. ra¢unalom, ito predstavlja vaznu pred-
nost kod rada na samom terenu. Ova je metoda relativno brza, pogotovo
ako se u nekim sluéajevima’ zadovoljimo pribliZznim rjesenjem.

Kod ove metode se popravke pravaca prikazuju vektorima, koji mo-
raju zadovoljavati uvjet:
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DuzZine su op¢enito razli¢ite, a popravkama pravaca V odgovaraju
odredeni lukovi A, koje moZemo tretirati vektorima.

Vektori A su definirani veli¢inom udaljenosti najvjerojatnijeg polo-
Zaja tatke T od pravca i smjerom. koji je okomit na mjereni pravac
(sl 1).

Izmedu vektora V i A postoji jednostavan odnos:
A
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Uvrstivsi ovaj izraz za Vi u jednadzbu (1), dobivamo:
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Veli¢ine A ovisne su o polozaju trazene tacke T, koja je odredena
koordinatama y, i x,. Ako suma od v = (A,:d))* mora biti minimum
onda parcijalna derivacija te sume po y, i x, mora biti jednaka 0.
Izrazimo stoga A id, ix., say, (sl 1a):
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Izvrsena priblizenja u (3:) i (3;,) opravdana su time $to je Ai vrlo
maleno prema d, (vidi izraz u wuglatim zagradama), pa d: pri varijacigi
tatke T smatramo prakti¢ki konstantom. Formule pak (3:) i (3,) mogu
se zajedno izraziti vektorski:
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Najvjerojatnije koordinate tatke T ¢ée biti one, za koju je ispunjen
uvjet (3), tj. da je za figuru pogreSaka Sto ju €ine mjereni pravcei, suma
vektora A podijeljenog s kvadratom duZzine, jednaka nuli.

Yr

Sl1a

1.1. GRAFICKO IZJEDNACENJE PRESIJECANJA VANJSKIH
PRAVACA

Kao podloga grafitkog izjednatenja sluzi skica, na kojoj su nanesene
zadane i traZena tatka. Tafke mogu biti naneSene po koordinatama (na
mm-papir), grafi¢ki ili uzete s topografske karte. Mjerilo skice je proiz-
voljno, ali ne bi trebalo biti sitnije od 1:50.000. Krupnije mjerilo skice i
veca poloZajna tatnost nacrtanih tataka, dat ée i veéu tacnost grafitkog
izjednacenja.

Numericki dio ratunanja sastojao bi se u ratunanju pribliznih koor-
dinata (yo, xo) traZene tatke To i pribliznih smjernih kuteva n,

Razlika n—@=1 daje nam kutno odstupanje orijentiranog smjera ¢
od pribliznog smjernog kuta n.

NaneSenu tacku To smatramo kao tatku s pribliznim koordinatama,
a pravce koji spajaju ovu tatku sa zadanim tatkama, kao pribliZzne smjer-
ne kuteve n(sl. 2). Kako je ¢ =n—1 to ¢emo orijentirane smjerove ¢ do-
biti, ako od pribliZnog smjera nanesemo veli¢inu -1. Pravei ¢ tada &ine
figuru pogreSaka, unutar koje treba naé¢i tatku T za koju je ispunjen

e
uvjet aA—, =100
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St.2

Prakticki su veli¢ine 1 vrlo malene, te moZemo uzeti, da su pravei
¢ kod tatke To paralelni s privremenim smjerovima n. Figuru pogre-
Saka ¢emo zato narisati u krupnom mjerilu na taj naéin, §to éemo svaki
1 pomnoziti s duzinom d i tu veli¢inu

Al=1-d (4)

nanijeti u proizvoljnom mjerilu, koje najbolje odgovara veli¢ini papira i
trazenoj tacnosti (sl. 2 desno). Kod toga duZine pravaca d uzimamo izra-
zene u km. Veli¢ine Al se moraju nanijeti sa suprotnim predznakom,
od pravea n desno ili lijevo gledano iz smjera zadane tatke prema tra-
zenoj. Inace je pozitivni smjer, smjer rasta kuteva tj. u desno. Paralelno
s pravcima  n, a na udaljenosti Al povlaée se pravei @, koji tada &ine
figuru pogreSaka unutar koje leZi traZena tatka T, DuZine pravaca

u km, potrebne za ratunanje Al po formuli (4), kao i za kasnije nana-
—

Sanje vektora E—; se mogu grafi¢ki ocitati sa skice tataka. Vektor 4 po

svojoj veli¢ini je definiran kao udaljenost tatke od pravca ¢.
Zadatak se sada svodi na pronalaZenje takve tatke unutar figure po-
——

gresaka, za koju je ispunjen uvjet da je [aAz =0, o temu ¢e biti naknadno

govora.
Ako je u tacki T ispunjen navedeni uvjet, tada smo odredili polozaj
tatke s najvjerojatnijim koordinatama. U mjerilu nanaSanja veli¢ina Al
mogu se otitati koordinatne razlike Ay i Ax, ¢&iji je predznak definiran

izrazima:
Ay =y,—Yy i Ax = x,— X (5)
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Definitivne popravke pribliznih koordinata dy i dx, dobit ¢emo
1
mnozenjem Ay i Ax s faktorom ((}199 jer smo duzine bili izrazili u km,

a veli¢ine Al u kutndj mjeri.

5 . 1000
dy — - y 5 9" (ﬁ)
1000
dx =4x «
0
Definitivne koordinate traZene tadke ¢e biti:
y =Y, +dy (6a)
X =X, 1 dx

Time je prakticki zadatak izjednacenja postignut’. Medutim kod ovog
grafickog izjednaCenja mogu se joS neposredno dobiti i popravke pravaca:

v.lf —_— (7)

gdje se A ofitava u mjerilu crtanja,, a d je izrazen u km. Predznak po-
pravke v se dobiva promatranjem iz svake tatke Ti. Ako se pravac ¢
pomice (zakre¢e oko Ti) u smjeru kretanja kazaljke na satu (smjer po-
rasta kuteva) pri prelasku u tatku T, tada ¢e popravka imati pozitivan
predznak, a u protivnom slu¢aju negativan.

Popravke v mozemo koristiti za ralunanje [vv] i srednje pogreske
mjerenog praveca .

Cjelokupno izjednatenje mozemo kontrolirati pomocu defmltwmh
tsmjernih kuteva v sraunati iz definitivnih koordinata, koji moraju
biti identi¢ni sa smjernim kutevima dobivenim po formuli:

v= @i}V

Grafitko izjednatenje presjeka vanjskih pravaca je brzo, jedno-
stavno i daje teoretski ispravno rjeSenje, te bi moglo imati korisnu pri-
mjenu.

1.2. GRAFICKO IZJEDNACENJE PRESIJECANJA UNUTARNJIH
PRAVACA

Izjednatenje tactke odredene presijecanjem unutarnjih pravaca je
povezano s poteskoéom, Sto se ovdje pojavljuje joS jedna nepoznanica do,
koja predstavlja popravku privremenog kuta orijentacije (o).

Na sl. 3. je prikazan jedan unutarnji pravac sa svim njegovim ele-
mentima i popravkama.

Iz sl. 3. je vidljivo da se figura pogreSaka za unutarnje pravce dobiva
na potpuno identi¢an nac¢in kao i kod vanjskih pravaca. Od pribliZnog
smjera n se nanosi veli¢ina -1, te se dobiva orijentirani smjer ¢. Pravci
¢ tada ¢ine figuru pogreSaka.
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Do veli¢ina 1 se dolazi postupkom kao kod numeri&k_og izjednacenja

lo]

n

tj.
ll. =n— ul e
gdje je O =n—q

Medutim za razliku od vanjskih pravaca pravac ¢ kod unutarnjih
vizura odstupa od tatke T za iznos v +'do (sl. 3.). Postupajuéi po gra-

fickom principu izjednatenja, identiénom kao kod vanjskih pravaca, do-
bili bi tatku za koju je ispunjen [v + do]® = min, a ne onu za koju je
[vv] = min.

Popravka kuta orijentacije do, odredena je formulom:

do=a,dx+ b, dy (8)

Veli¢ina popravke ovisi o taénosti kojom su odredene nriblizne ko-
ordinate i o koeficijentima ao i bo, koji su ovisni o rasporedu i duZini
pravaca. Kad bi pravei bili iste duZine i pravilno rasporedeni po horizon-
tu, tada bi bilo a0 = g i'bo = o pa bi i do bilo jednako nuli. Kod odre-
divanja trig. tacaka postavlja se zahtjev, da pravci budu 3to bolje raspo-
redeni i podjednake duZine (da ne prelaze omjer 1:3). Zato mozemo re-
dovito pretpostaviti da je popravka do malena.

S pretpostavkom da je do = O, pravei ¢ odstupaju od traZene tatke
T za iznos v, Sto je identi¢no kao kod vanjskih pravaca. (sl, 4). Prema
tome ¢e se identi¢nim grafi¢kim postupkom dobiti najvjerojatniji polozaj
tatke T i popravke koordinata dy i dx. Ovakvo rjeSenje mora se smatrati
pribliznim, iako ée ovako dobivene popravke u veéini slu¢ajeva neznatno
odstupati od pravih (numeri¢ki odredenih) popravki, $to je vidljivo i iz
kasnije navedenog primjera, Pogreske u odredivanju popravki kretat ée
se u velikoj ve¢ini slutajeva u granicama % 10% od veli¢ine samih po-
pravki.

U ovom pribliznom rjeSenju zadrZana je identi¢nost rjesenja kao kod
vanjskih pravaca, te je time zadovoljena jednostavnost i brzina, a da
taénost, kako je napomenuto, nije bitnije dovedena u pitanje.
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U koliko se ne zadovoljavamo s ovim pribliznim izjednaenjem ko-
ordinata, tada je postupak ne$to duzi tj. moramo ga nastaviti. Ovaj na-
stavak ima smisla samo u slu¢aju ako je raspored pravaca izrit¢ito nepra-
vilan i ako su razlike u duZinama pravaca jako velike,

U nastavku postupka je neophodno odrediti popravku kuta orijenta-
cije do po formuli (8), odnosno koeficijenta ao i bo po formulama (9) i (10).

2 L S
n e

sinn cos n

d

®)

(10)

Numeri¢ko odredivanje koeficijenata a i b prema form. (10) moze se

izbjeéi relativno jednostavnom grafickom konstrukcijom (sl. 5).
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Oko tacke To na skici taaka, opisujemo kiruZnicu s radiusom 1 km u
mjerilu skice. Na sjeciStu ove kruZnice s praveem ToTi dobiva se tatka
Ti’. Povlatenjem paralela s x i y osi kroz taéku Ti' do sjeciita s koncen-
tritnom kruznicom kroz tatku Ti, dobivaju se tatke Tsi i Tei. Na sje-
cistu spojnica Tsi i Tei s To i kruznice radijusa 1 km, dobivaju se tacke
Tsi’ i Tei’. Ordinata tacke Tsi’ predstavlja vrijednost sin ni: dikm, a apscisa
taCke Tei' vrijednost cos ni: dikm.

Ovu konstrukciju na¢inimo za sve zadane tatke. Pomoéu stotinjara
(Stek-cirkla) zbrajamo (po predznaku) velid¢ine (sin n:d) i posebno veli¢ine
(cos n:d}:.‘ Konaénu sumu oé¢itamo na graduiranom praveu mjerila 1:206,2

: Y
5 9 s 1000 Za prakti¢ne svrhe bi u potpunosti zadovoljio i razmjernik u

mjerilu 1:200. Time je dobivena vrijednost za [a] i [b] s predznakom koji
je vidljiv iz slika. Kona¢no jo§ preostaje sra¢unati ao i bo po formu-
lama (9).

Koeficijente ao i bo, te popravke koordinata dy i dx odredene ranijim
grafickim postupkom, koristimo za ra¢unanje popravke do po formuli (8).

Da bi se dobila ispravna figura pogresaka (sl. 6) oslobodena pogreska
do, potrebno je od pribliznog smjera n nanijeti kutne veli¢ine (I-do), od-
nosno linearni iznos Al = (I-do).d. Ovo se prakti¢ki moZe izvesti i na
taj na¢in, Sto ¢emo od postoje¢ih pravaca ¢ nanijeti paralelne pravce
¢’ (sl. 6) s pomakom:

«Al==—do - d (11)

Iz nove figure pogresaka, dobit ¢e se grafi¢kim rjeSenjem nove po-
pravke koordinata Ay’ i Ax’ odnosno dy’ i dx’, koje ¢ée prakti¢ki odgovarati
numeri¢ki rac¢unatim popravkama. Daljnje aproksimacije, s ponovnim
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odredivanjem do, s novim Al’; i figurom pogreSaka, ne bi donijele neko
znatnije  povecanje ta¢nosti.
Popravke vi za unutarnje pravce ¢e se ponovo racunati po formuli:

(7, tji.. vy = %—’, pomo¢u kojih mozZemo sracunati [vv] i m. Za konaénu
: .
kontrolu mogu posluziti smjerni kutevi, sra¢unati s definitivnim koordi-

natama po formuli:

v=ou-4(0)+do+ v (12)

Kod pribliznog izjednacenja ¢e popravke vi biti opterecene sistemat-
skom pogreskom -+ do, ali ¢e konatna kontrola sa smjernim kutevima
odgovarati, jer ako uzmemo do = o, a umjesto v uzmemo v + do, ostaje
gornja formula (12) nepromijenjena.

1.3. GRAFICKO IZJEDNACENJE PRESIJECANJA KOMBINIRANIM
PRAVCIMA

Trigonometrijske tatke se najéeSte odreduju iz presjeka kombinira-
nih pravaca, §to vanjskih Sto unutarnjih. Kod toga neki pravei mogu biti
obostrani, a neki jednostrani. Prema dosadaSnjem izlaganju, trebalo bi
nanijeti paralelno s pribliznim smjerom n pravce ¢, posebno za vanjske
pravce, a _Posebno za unutarnje pravce. Tada bi trebalo na¢i tacku T za

e T
koju je [E] =0.

Iz sl. 7. se vidi, da kod obostranog pravca imamo dva vektora. Av i
Au (vanjski i unutarnji), koji imaju zajednitko ishodiste i smjer.

Zato Ge biti:
R TRy Bt e N
v u A TR e L ; i LG LA %
Foog e Tl NG R
i konaéno:
Ay, 3 oA — A
e T e (13)
2
Iz formule (13) i sl. 7 je vidljivo, da se u slu¢aju obostranog pravca,
3 Py + Pu =,
paralelno s n nanosi pravac ¢ = o ot 7 koji ima pomak:
Al = l".;'i . d (14)

—
ali prilikom odredivanja tatke T treba voditi ratuna, da vektor A ima
tezinu p=2 tj. treba ga dijelii s '/2 d® a ne s d°
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Za jednostrane pravce vrijedilo bi i dalje dosada$nje pravilo, da je
Al = 1-d, a vektori bi imali tezinu 1 i dijelili bi se s d2.

Grafitkim postupkom odredena tatka T, kao i popravke dy i dx ne .
bi bile potpuno taéne, ve¢ bi predstavljale priblizno rjeSenje, jer su unu-
tarnji pravci oplereceni pogreskom do. Utjecaj pogreske do bio bi u ovom
sluaju, zbog prisustva vanjskih pravaca, koji su u tom smislu bez po-
greSke, joS manji nego li u slu¢aju presijecanja samo s unutarnjim
praveima.

Za povecanje tacnosti, ako se ova smatra potrebnom, moglo bi se i
ovdje pristupiti odredivanju popravke do. Koeficijenti a; i bj bi se morali
odrediti (grafi¢ki) samo za unutarnje pravce.

Ranije naneSeni pravci ¢, morali bi tada dobiti pomak A’ da bi se elimi-
nirala popravka do. Za jednostrane unutarnje pravce, A’ bi se rafunalo
po formuli (11), za obostrane pravce po formuli:

do

ar=—3.4 (15)

dok za jednostrane vanjske pravce ne bi bilo pomaka.

Ponovnim grafi¢kim odredivanjem poloZaja tatke T, dobile bi se
definitivne popravke koordinata dy’ i dx’, a eventualno bi mogli ponovo
sracunati i do = ao.dx’ + bo.dy’.

Iz definitivnih koordinata se mogu sracunati za kontrolu definitivni
smjerni kutovi v. Za vanjske pravce mora biti v = ¢ + v a za unutarnje:
vi=:a (o) Hido v

Popravke pravaca bi se ratunale za jednostrane pravce po formuli
(7)! tj iy
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dok bi se kod obostranih pravaca morale ratunati po formulama:

Vy = — ———
i d+ 2 (16)
Y =A—1—‘-":1“-—do

d 2

1.4. ODREDIVANJE NAJVJEROJATNLJEG POLOZAJA TACKE T

Figura pogresaka odnosno polozaj pravaca ¢ u odnosu na ta¢ku To i
trazenu tacku T, dobiva se nanasanjem veli¢ine — Al od pravaca n. Mje-
rilo nanaganja ovisi o veli¢éinama Al, o potrebnoj taénosti i veli¢ini papira
odnosno prostora za crtez. Zato je najzgodnija primjena trobridnog raz-
mjernika. U tako odabranom mjerilu moraju se kasnije o¢itati koordi-
natne razlike Ay i Ax i veli¢ina vektora A za odredivanje popravki V.

——
Tk S L <
Kod nanasanja vektora T i kod konstruiranja sume tih vektora, mogu
= :
se duzine vektora A neovisno od odabranog mjerila izrazavati u mm,
kod fega se moZemo sluZiti log. ratunalom s kojim otitamo A, dijelimo ga
i

! " : * A A :
s d® i odmah nanaSamo ovaj kvocijent ar Sve vektore 3 mozemo

pomnoziti s proizvoljnom multiplikacionom konstantom, kako isti ne bi
bili niti premaleni niti preveliki. Najpovoljnije je mnozenje s takvom

konstantom k da k dl’ bude blizu 1, gdje je ds srednja duZina pravca.

1.4.1. Slu¢aj presjeka 2 (obostrana) pravca

I u sluéaju presjeka dva obostrana pravca, moramo izvrsiti izjedna-
genje, jer imamo jedno prekobrojno mjerenje. I u ovom slu¢aju moZemo
primijeniti grafitko izjednatenje. Ovdje ¢emo nanijeti @1 umjesto @y
i@ g i©¢2umjesto ¢yv i P,u. Pravei o i ¢ ¢ée se sjeci u tacki T za

A

koju je ujedno ispunjen uvjet [d
2

je ujedno dobiven najvjerojatniji polozaj tatke T.

]zo, jer su Ati A: jednaki nuli. Time

1.4.2. Sluc¢aj presjeka 3 pravca

Tri pravea svojim presjekom daju opcenito trokut kao figuru pogre-
aka (sl. 8), a samo se iznimno sijeku u jednoj tacki, koja u tom slucaju
definira i trazenu tatku T.

Da bi odredili polozaj tatke T, potrebno je konstruirati novi trokut
A’ B’ C s paralelnim stranicama, unutar ili izvan zadanog trokuta ABC,
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kojeg daju pravei ¢, a na udaljenosti di (sl. 8). Veli¢ine paralelnog po-
maka d potrebno je odrediti po formuli:

=k-g -— a7
U ovoj formuli je: P
k - s, — stranica trokuta u proizvoljnom mjerilu
d, — duZina pravca
p: — tezina (za jednostrane pravce 1, a za obostrane pravce 2)

SL 8

Ako se spoje odgovarajuée tatke trokuta AA’ BB’ i CC’, na sjecistu
tih spojnica lezati ¢e trazena tac¢ka T. N

A
Za kontrolu se moze nanijeti suma vektora 4 koja mora biti
: ]
jednaka nuli (vektori moraju dati zatvorenu figuru).

1.4.3. Op¢i sluéaj presjeka veceg broja pravaca

U slu¢aju presjeka tatke s veéim brojem pravaca, polozaj tatke T
nije moguce dobiti direktnom i jednostavnom grafi¢kom konstrukcijom.
Ovdje su prikazana dva postupka za dobivanje polozaja tatke T.

A. GRAFICKI POSTUPAK

Grafi¢ki postupak je u stvari postupak postepenog priblizavanja.
Unutar figure bi po volji odabrali tatku T’, za koju bi konstruirali sumu

A A
vektora Q- Suma vektora redovito neée biti jednaka nuli veé ée dati
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neko odstupanje f (ne¢e se zatvarati). Ovo odstupanje raspolavljamo i u
sredini ovog razmaka odabiremo novu polaznu tacku T”, za koju ponov-
no konstruiramo sumu vektora. Odstupanje ponovo dijelimo na dvoje
i tako dobivamo tatku T''. Postupak se ponavlja sve dok odstupanje f
nije manje od ta¢nosti, koju trazimo za koordinate (sl. 9).

rZ 7

T

/ ’43 r.r'

G
Redovito se sa 3—4 aproksimacije (ponavljanja) dolazi do cilja, Sto
ovisi u mnogome o odabiranju prve tatke T'. Kod toga se treba ruko-
voditi principom, da ¢e trazena tacka T vjerojatno lezati blize onom
praveu ¢, kojemu odgovara kra¢a duzina d.

A :

Kod nanaSanja vektora a mozemo sve vektore pomnoziti s istom
2

K
multiplikacionom konstantom K, kako bi vrijednost & bila Sto bliza
jedinici. Ovo je naroc¢ito potrebno u slu¢aju vecih duzina pravaca. Medu-
tim, u ovom sluéaju treba imati na umu, da ¢e i odstupanje f biti K-puta

vece i shodno tome treba postaviti ta¢ku T u slijede¢oj aproksimaciji.

B. NUMERICKI POSTUPAK

Sli¢no grafickom postupku odabiremo proizvoljnu tacku T’, za koju

—

A
konstruiramo sumu vektora s ¢ime dobivamo odstupanje f . (rezul-
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tirajuéi vektor). Vektor f mozemo rastaviti u dvije komponente: fy i fx.
U daljnjem postupku se postavlja zahtjev: odrediti popravke Vy i Vx

SL 10

izmedu privremeno odredene tatke T' i traZene tatke T. Velitine po-
pravki Vy i Vx mozemo odrediti po formulama:

A C

Vi S a2 d 18)
¥y N ¥ N x (
B C
Vx = E ; fx ﬁ . fy (19)
gdje se koeficijenti: A, B, C i N mogu odrediti po formulama:
sin® ¢
Ao [ o ] (20)
_ [cos*e
B = [ 22 ] (1)
_ [sin¢ cos 9
C = [__d= ] (22)
N=A-B—(C (23)

Radi ogranitenosti prostora, nisu ovdje dani izvodi, veé¢ su dane
samo gotove formule.
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Koeficijente A, B i C moZemo odrediti na tri nacina:
1) numericki

2) graficki

3) pomo¢u nomograma.

1) Numeri¢ko odredivanje koeficijenata A, B i C

Za numerit¢ko odredivanje koeficijenata A, B i C prema formulama:
(20), (21) i (22), poZeljno bi bilo sastaviti tablicu funkcija: sin*g, cos®
i sing.cos ¢ za svaki stupanj od 0° do 45°. Iz tablice bi tada bilo jedno-
stavno izvaditi odgovarajuéu veli¢inu i pomoéu log. radunala ju podije-
liti s pripadnim d°®. Umjesto tablice bi mogao posluZiti nomogram tih
funkcija, u kojem bi se graficki o¢itale vrijednosti: sin®p, cos*p i
sing - cose.

2) Graficko odredivanje koeficijenata A, B i C

Za graficko odredivanje koeficijenata A, B i C, koristi se konstruk-
cija na (sl. 5), koja se joS mora neznatno dopuniti (sl. 11). Radi toga je
ovaj postupak posebno preporucljiv, ako su graficki bili odredivani
koeficijenti a i b, radi odredivanja agp i by.

sin¥: d

SL.44

Na sl. 11 je prikazan postupak za odredivanje veli¢ina: (sin®p : d?),
(cos®p : d*) i (sing cosq : d?), koje se pomoéu stotinjara mogu graficki
zbrojiti i time direktno dobiti koeficijenti A, B i C. Ovdje jedino treba
imati na umu, da su veli¢ine sin*¢ : d® i cos®p : d* uvijek pozitivne, dok
je veli¢ina: singcosg : d*> pozitivna u 1. i 3. kvadrantu a negativna u 2.
i 4. kvadrantu, o ¢emu treba voditi ra¢una kod grafitkog zbrajanja.

241



1ZJEDNACENJE KOORDINATA TACKE ODREDENE PRESIJECANJEM PRAVACA

Mjerilo skice tacaka 1:20.000

Mperilo crteZa 1:25(#<4mm)

!'r dus [ Lv | Lu | Ls | AL [ d2 i‘l; a b |Jlal | & l"—ii" Vo | Vu | (v ()
1869 |a04 [+ 26 209 | 24 s 12 « 42 (+ 101
Ss9 |462 | o 0| 26 +28 + 17 (+18)
Slm 148 |- 45| 1727 | 44 + 16 + 1.4 (+12)
REeE 1
1. Priblizno izjednacenje
ay= dy= ( y
ax = dx = ( ) x
-2 Definitivne popravke
do = ( ) 63
Ay'= - 16.4 dy=-0080 (-0.080 )
Ax'= +19.3 dx'=+0.094 (+0.094 )
do =
L 2 ¥
To Y
ax
\Buq
b
ay

Primjedba: Ovo je primjer izjgdnadenja vonjskih provaca.
U zogradi su® podaci dabiveni numarickim nl}'ﬂdnnéaﬂjam
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(ZJEDNACENJE KOCRDINATA TACKE ODREDENE PRESIJECANJEM PRAVACA

mjerilo skice tacaka  1:22 000

Mperilo crteiq

2 ¥ -
T ldwfte s fatfar| & a [ o [av]a S w]|w
8 173|226 =15 ~38] 51 ) * 91 [les9 |-274 =420
€9 | 104 # 5] lesa] 1 =9 |+178 Jlle26 |+62 61
L7 062 + 16 jr87] 04 -276 (-84 fle16 |-07 =8
8u9 162 + 5 Jeei] 26 | - 7 |-10s [liea [+32 ‘20
870 148 - 10 I RO O I | E 0 #3415 143
guii
SRS YRl SR sy
Q= -5k ber-b&
1,Priblizno izjednadenye
173
ay = +43 d}:;uuu L+0018 )
ax = + 92 dy=400L5 (40081 )
2 Defimitivne popravke
. x

do=-2¢ ( )

ay's + 39 dy=+0049 (40018 )

Ax'= + 106 dx'-s00% (20053 )

&5

Primjedba: Ovo je primjer 1zjednoienja unutarnjih pravaca.

U zogrodi cu podac: debiven:

——-=  prvobilni provei ¢

numeriEkim izjednadenjem

== == hraves prnm.jqnl.;.n. 70 de

1:50 (4"=2mm)

(v) (v
W
(+62)

"1-0.91
(¢ 24)
(#1213
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12JEDNACENJE KOORDINATA TACKE OOREDENE PRESIIECANJEM PRAVACA

Mjerilo skice todoka 1:20.000 Mjerilo crteZa  1:20(4"=5mm)
2 ? Ve
T ldw| bt |atlar]& [ o b far | a [*5¢] w| V] tw) (v
8173 | 2260+22 |-t [+ & |e9.0] 59 |26 ¢33 [+ 18 |ee95|-165
869 | 406] o] = |, ol o | an J44 .54 — |-s2
8u7 |oe2] -7 | = |-7 |-u3]oe |08 22| — |-38
870 | 428]-25 |+15 |- 5 |-s9 |14 [07 -47 |-20 [-2uolit60

1. Priblizne izjednaéenje

ay= -5.5 dy=-0.027 (-0027 ) i

A% = +4:3 dx = +0.006 (+0005 )

LA
2 befinitivne popravke
do = ( )
ay'= dy* ( )
ax' = du'z { j)
/')5‘3
1
[ S To
70 =
ax ay g s
a7

Primjedba: Ove je primjer izjednadenjo kombinicanih provaca.
U zogradi su podaci Aobiveni numericékim izjednagenem

3. Odredivanje koeficijenata A, B i C pomo¢u nomograma

Za ovu svrhu su potrebna dva nomograma. Na jednom su urisane
krivulje funkcija: sin*p, cos® ¢ i sin ¢-cos¢. Na drugom nomogramu
bi se sa o¢itanom vrijedno$éu funkcije pomocu stotinjara dobila wvri-
jednost podijeljena s d
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U svim navedenim slufajevima potrebno je u sluaju obostranog
pravca, izraze sin*¢:do, cos®p : d*i sing cosp :d® uzeti s teZinom p = 2,
odn. uzeti dva puta. Ovo je jedino nepotrebno, ako su svi pravci obo-
strani.

—_—

A
Kod konstrukcije prvobitne sume vektora & radi odredivanja od-

stupanja f, mogu se svi vektori pomnoziti s proizvoljnom konstantom K,
ali ¢e tada i dobiveno odstupanje f biti K-puta veée.

Koeficijente A, B i C nije potrebno odrediti s naro¢itom tacnoSéu,
jer se i onako radi o malim odstupanjima fy i fx odn.vy i vx. Popravke
poloZaja tatke vxi Vy se po predznaku uglavnom poklapaju s predzna-
kom od fy i fx. osim u sluéaju ako je fy i fx, vrlo malo, kada moZze doé¢i
do nepodudaranja u predznaku.

Za kontrolu je dobro u definiranoj tacki T, konstruirati sumu vek-
—

tora (’:'—2 , koja mora dati nulu.

1.5. Prednosti graficke metode izjednacenja

Prednosti graficke metode pred numeri¢kom se sastoje u boljem
uvidu o odstupanjima pravaca, radu bez upotrebe ratunskog stroja i

vecoj brzini dobivanja rezultata. Grafickom metodom se usteduju slije-
deée operacije:

1. Odredivanje koeficijenata a i b sa kontrolom
2. Sastav normalnih jednadZbi

3. RjeSavanje normalnih jednadzbi

4. Racunanje popravaka v

tj. najveci dio rada kod numeri¢kog izjednacenja.

Kao najvaZnije mane su: mogucnost pogreske u predznaku pri ucrta-
vanju pravaca ¢ i eventualna manja ta¢nost.

2. GRAFICKO IZJEDNACENJE LUCNOG PRESJEKA

Koordinate tatke odredene luénim presjekom mogu se dobiti gra-
fickim izjednatenjem na istom principu kakav je prikazan za tatke
odredene presijecanjem pravaca. Za razliku od izjednacenja tataka odre-
denih presijecanjem, izjednatenje luénog presjeka je jednostavnije, brze
i temelji se u potpunosti na principu najmanjih kvadrata, $to kod presi-
jecanja pravaca nije uvijek slu¢aj (radi unutarnjih pravaca). Ovdje je
postupak jednostavniji, jer su odstupanja i popravke mjerenih veli¢ina
izraZzene u linearnim iznosima. Ovdje se direktno dobivaju: figura pogre-
Saka, popravke koordinata i popravke mjerenih duzina.

Ako sa mjerenim duZinama opiSemo lukove oko zadanih tadaka, oni
se nete sje¢i u jednoj tacki, ve¢ ¢e ¢&initi figuru pogresaka. Figura po-
greSaka je u odnosu na mjerene duZine vrlo malena, pa lukove moZemo
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zamijeniti pravcima, koji su okomiti na mjerene duzine (sl. 12). Unutar
figure pogreSaka potrebno je naéi tacku T, za koju je
[ppv] = min

Sl 12,

b T3
Ako popravke duzina v smatramo vektorima, tada mora biti:
Pi Vi + P2 V' + ... + Pa va’ = min (22)
Kako su kod mjerenja duzina tezine:

B (24)
to ¢ée formula (24) poprimiti oblik:
% 1 Yy + ...+ b7 min (26)
dl de dn
Analogno izvodu (3) dobivamo
— - —
Vi Va Vn
al—f—d2+...—i- ar-'-—(] (27)

Unutar figure pogresaka potrebno je prema tome na¢i takvu tacku

T, za koju je ispunjen uvjet (27}, da vektorska suma vektora v podi-
jeljenih s odgovaraju¢om duzZinom bude nula.

Vektori v su definirani sa svojom duzinom, koja predstavlja uda-
ljenost tatke T od praveca (granice) figure pogreSaka, a smjer mu je
okomit na taj pravac odn. paralclan s mjerenom duzinom.

Numericki je potrebno sratunati priblizne koordinate tacke To
(yo, xo), privremene duzine dy, sracunate iz pribliznih koordinata i
odstupanja: 1 =do—d (28)

Skicu tataka imamo na detaljnoj skici ili skici linijske mreze. U pro-
tivnom slu€aju je potrebno naCiniti skicu na mm-papiru iz poznatih
koordinata.
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Od tatke T. nanosit éemo odstupanja 1 u nekom proizvoljnom
krupnom mjerilu (1:1, 1:2, 1:5 ili sl.). Veli¢ine odstupanja 1 se nanose
uzduz mjerenih duzina (sl. 12). Na taj naéin se dobiva figura pogreSaka,
unutar koje je potrebno naé¢i tacku, za koju je

—

-

Popravke koordinata dy i dx se mogu direktno oc¢itati u odabranom
mjerilu crteza. Predznak popravki je ponovno definiran izrazima:
dy = yo — y i dx = X9 — X kao u form. (5). Definitivne koordinate ¢e
tada biti:

y =y + dy

X = X, + dx

U mjerilu crteza mogu se neposredno o€itati i popravke v mjerenih
duzina. Jedino je potrebno paziti na predznak koji je pozitivan ako se
prema slici duzina treba smanjiti i obratno.

Za odredivanje poloZaja tatke T unutar figure pogresaka stoje nam
na raspolaganju iste metode, kao kod grafi¢kog izjednatenja tataka adre-
denih presijecanjem pravaca.

U sluéaju trokuta, tj. luénog presjeka iz 3 tacke, postupilo bi se na
isti nad¢in kao u ranije opisanom slu¢aju (1.4.2) i (sl. 8.). Paralelno sa stra-
nicama trokuta nanose se nove stranice na udaljenosti d, koje bi sc sada
racunale po formuli:

B =7kl g sl (29)

U slugaju luénog presjeka iz veéeg broja tacaka, mozemo kao kod
tatke odredene presijecanjem pravaca, koristiti graficku i numeri¢ku
metodu. Kod izbora metode treba voditi ratuna o tome, da numeritka
metoda iziskuje relativno mnogo vremena.

Grafitka metoda bi se odvijala identi¢no opisanom postupku pod
1.4.3. A, s tim da vektore dijelimo s d a nes d*

Kod numeri¢kog postupka bi sliéno onom pod 1.4.3. B odabrali tatku
T, te odredili f, fy i fx. Popravke polozaja tatke vy vx ratunali bi po
istim formulama:

C B C

v um 2 sl : T e P SRS

N N N N
gdje je: N=A-B—C?

Medutim, koeficijenti A, B i C bi se sada ratunali analogno pri-
jasnjem, po formulama::

sino
- 30
=[] o
B e [@] (31)
d
c= [ﬁq’ : °°s?] (32)
d
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IZJEDNAEENJE KOORDINATA TACKE ODREDENE LUCNIM PRESJEKOM
Mjerilo skice tofake 4:2000 Mjerilo crteza 1:2

Talka |d hm L v (V)
1042 0.83 |-~o0.040 |+0.034 (+0.029)
4045 | 0,98 |-o0.010 [+0.029 | (+0.030) dy = +0.045 (#0044 )
1642 4.42 |-o0.070 |-0.036 | (-0.034)
608 0.7 |+o0ceo |+0034 | (+0032) dx =-0.040 (-0042 )
10038 0.65 |+0.040 |+0.008 | (+0 007)

Go8

1042

Primjadbe * Primjer je uzet 12 Pravilmika za drzavni premjer
u zagradi<su pedaoci debiveni numerickim izjednacenjem

Kutevi @ su smjerni kutevi mjerenih duZina. Za ¢isto numericki
postupak bi ih trebalo odrediti numeri¢ki ili o¢itati kutomjerom sa skice.

Koeficijente A, B i C mogli bi odrediti grafickom konstrukcijom,
_ sliéno opisanoj za presjek pravaca, koja je prikazana na sl. 13. Veli¢ine
sin® ¢ i cos’g snip cosp

d

u 1. i 3. kvadrantu, a negativno u 2. i 4. kvadrantu. Grafi¢kim zbrajanjem
pomo¢u stotinjara, mogu se odmah dobii koeficijenti A, B i C.

Rjesenje zadatka pomoc¢u nomograma bilo bi takoder moguce.

su pozitivne u svim kvadrantima, dok je pozitivno
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Za sva ratunanja i graficke konstrukcije najzgodnije je duZine d
izraziti u hektometrima.

3. OPCENITO O GRAFICKOM IZJEDNACENJU POMOCU VEKTORA

 Grafitko izjednatenje pomoé¢u vektora moguce je primijeniti uvijek
onda, kada se izjedna¢uju koordinate jedne tatke. Kod toga je neophodno

Sl 13

h X
bx2
0 el e AR
B

|

|

1

|

|

I

. | .'

1 1 I
;LT" J y £ys T -

y
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sradunati priblizne koordinate tatke T, (yo, xo0) i odstupanja 1. Odstupa-
nja 1 se tada nanose u krupnom mjerilu i time dobiva figura pogresaka.
Popravke v mjerenih veliéina tada prikazujemo vektorima, a traZena

tatka odreduje pod uvjetom [v] =0 ili [pv] = 0.
Na tom bi se principu mogle izjednaditi i koordinate poligonske

¢vorne taéke. Za tu bi svrhu trebalo na skicu nanijeti koordinate dobivene
iz pojedinih vlakova (sl. 14). Time bi se dobilo onoliko tataka, koliko ima

vlakova. Ovdje bi bilo potrebno naé¢i tatku T za koju je [pv] = 0.

Vektor v — popravka polozaja tatke — je definiran smjerom i
duzinom spojnica ta¢aka T i T.

Medutim ovo razmatranje izjednatenja poligonskog ¢vora, ima samo
teoretsko znadenje, jer za prakticku primjenu ne dolazi u obzir, s obzi-
rom da je numeri¢ko izjednadenje brze i jednostavnije.

Grafitko izjednadenje pomoéu vektora opéenito, ima u nekim sluca-
jevima vige ili manje rezona. Ono dakako ne dolazi za primjenu u drzavnoj
triangulaciji, za koju postoje propisi o izjedna¢enju prema Pravilniku
o triangulaciji. Grafitka metoda bi zato mogla na¢i primjenu u primije-
njenoj geodeziji, kod odredivanja paspunkta u fotogrametriji, kod izjed-
nacenje lu¢nog presjeka i sli¢no.

VEKTORIELLER GRAPHISCHER AUSGLEICH

Das beschriebene Ausglei.hsverfahren fiir eingeschnittene Punkte enthidlt den
numerischen und graphischen Teil. Die vorldufigen Koordinaten und die Ab-
weichungen | zwischen den vorldufigen und gemessenen Richtungen werdne nume-
risch bestimmt. Alle Punkte werden im beliebigen M:ssstab aufgetragen. Der gra-
phische Vorgang besteht in der Konstruktion der R'chtungen, die parallel zu den
gemessenen auf einer Entfernung Al (4) verlaufen, wobei Al in einem grosseren
Massstab aufzutragen sei. Die versetzten Richtungen gestalten die Fehlerfigur
(Abb. 2), innerhalb welcher der gesuchte Punkt liegen muss. Die Punktlage wird
auf Grund der Bedingung (3) bestimmt, nach welcher die Vektorsumme verschwin-
den bzw. eine geschlossene Figur ergeben soll. Die Punktlage kann man graphisch
wterativ (1.4.3.A,bb.9) oder durch einen graphisch-numerischen Vorgang (1.3.4.B,Abb.
10,(18) und (19) erhalten

Im Fajle, dass auch innere Richtungen z. V. stehen, muss man sich mit einer
anndhernden Losung, die den Orientierungsfehler do (8) ausser Acht lidsst, begnii-
gen. Im Gegenfall muss man do und die Koefizienten a; und by bestimmen (z. B.
graphisch, Abb.5). Die Richtungen ¢ s'nd dann um den Betrag Al' (11) bzw. (15)
zu verbessern und der Punkt T ist wiederzubestimmen (Abb 6). Ausser den Koordi-~
natenverbesserungen Ay und Ax kann man einfach auch die Verbesserungen v (7)
bzw. (16) bekommen.

Auf dhnliche und einfachere Weise lést man die Ausglechung der Punkte, die
mit Bogenschnitt bestimmt sind (Abb. 12).

In den angegebenen Beispielen sind die Tabellen mit den Rechnungen, die alle
mit dem Rechenschieber durchfiihrbar sind, gegeben.

_Mit der Verwendung dieser graphischen Ausgleichung fillt die Koeffizienten-
bestimmung, die Aufstellung und die Auflésung von Norma'gleichungen weg, wih-
rend die Bestimmung der Verbesserungen und der Kontrollen reduziert wird.
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