In. ABDULAH MUMINAGIC — Beograd

IZRAVNANJE MREZE TROUGLOVA SA IZMERENIM
STRENAMA (TRILATERACIJE)

Triangulacija, tj. mreza trouglova sa izmerenim uglovima, bila je
osnovna metoda za postavljanje geodetske osnove u klasitnoj geodeziji.
Merenja duZina su §to je moguée viSe izbegavana, jer su nesavrSeni in-
strumenti i pribori obezbedivali malu tacnost, ili je merenje s njima
bilo skoptano s velikim tesko¢ama. Osim toga ta merenja su bila skupa
i dugotrajna.

U novije vreme konstruisan je niz instrumenata koji za merenje du-
Zina koristi brzinu rasprostiranja svetla ili druge fizicke osobine elektro-
magnetskih talasa. Rad s njima je relativno jeftin, udoban i brz. Sto je
najvaznije, s njima se duzine dobijaju s visokom relativnom ta¢nosScu.
Zbog tih osobina oni su izili iz faze ispitivanja i ve¢ se Siroko primje-
njuju u geodetskoj praksi razvijenih zemalja. Kako smo na putu da ih
i mi poénemo koristiti u naSim radovima, smatramo d aje neophodno
bar ukratko razmotriti nadin izravnanja takvih mreza.

IZRAVNANJE CENTRALNOG SISTEMA

Uzmimo centralni sistem kao na sl. 1. On se sastoji od sedam tro-
uglova u kojima su izmerene strane 1y, Sg, S3,.... S7, by, by, ... ., b;. Na

e

Sl. 1. — Metoda posrednih mjerenja
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neki nadin su poznate koordinate jedne tactke, na pr. 1, i azimut sa te
tatke na 2 —a. TraZi se da se sra¢unaju izravnate vrednosti koordinata
taéaka 2, 3, 4, 5, 6, 7i C. Ovaj zadatak mozZe se resiti i po metodi posred-
nih i po metodi uslovnih merenja. Kada ¢e se koja metoda primeniti
zavisi od koli¢ine ra¢unskog posla koju svaka od tih metoda iziskuje.
Ukupan broj jednaéina odstupanja koji se u ovoj mrezi moze posta-
viti je
N=n—d (1)
gde je: n— broj svih strana trilateracije
d — broj strana izmedu datih taCaka.
U naSem slu¢aju na slici d = 0, pa je
N=n=14.
Po formuli

—g ¢+ Watsie V
2 b’jl S,li_]

mogu se sracunati svi uglovi p i 6, pa po poznatoj metodi poligona, po¢ev

od tacke 1, sra¢unati priblizne koordinate svih tataka 2—7 i C. Obele-

Zimo sa:

(2)

Ccos0; —

s'i i b’ — izmerene strane u trouglovima.
si 1 bi—rastojanja izmedu susednih tacaka, sracunata iz pribliznih ko-
ordinata.
vi — popravka izmerene duzine, dobijena iz izravnanja,

Izmedu strana i koordinata postoji poznati odnos -
8 =Xk +1— X))+ (Y +1— Y% (3)
gde su k i k+ brojevi tataka izmedu kojih se nalazi strana s;.
Kad ovaj izraz diferenciramo, dobi¢emo

X = §y==X ( ]
day = Ex1=Xw) 5ol Eaai 2 g D adig o
Sy S Si
(Yrk+1— yk)dyk
Sy
ili
K+ 1 k41 Kk +1
ds; =cos « dxyx1—cos « dx .+ sina dyg + 1—
k k k
k+1
— sin « dy (4)
k k
S druge strane, na osnovu gornjih oznaka, ima¢emo:
ds;=s'y +v;—s;. (5)

!'Na sl. 1 uglovi ¢ imaju dve cifre u indeksu. Prva od njih oznafava stranu
prema kojoj se ugao nalazi (to odgovara broju i u (2), a druga — broj trougla,
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Kad izjednatimo formule (4) i (5) bice:

k+1 k41 J k+1
Vi=Cos @ dXk + 1—COS @& dx -fsin « dyxk +1 —
k k k k
k+1
—gin « dy +1, (6)
k k
gde je
1=1s —s) (7)

Sastavi¢emo n ovakvih jednacina i reSiti pod uslovom [vv] = min.
U rezultatu se dobiju popravke dx i dy koordinata svake tacke. Kad se
ove popravke dodaju ranije sra¢unatim pribliZnim vrednostima, dobiju se
izravnate koordinate svake tacke.

Napomena 1

Ako je u mrezi dato viSe tataka, onda se duZine izmedu susedniih
datih tataka nete menjati, pa za njih otpadaju jednacine (6); te jednacine
pak za stranu izmedu date i traZene tatke izgledate ovako (smatrajuéi
da je tatka k + 1 traZena, a k — data):

vi=cosa**! dxy i+ sina* T Ay ey 41 (8)
k k

Postupak je dakle ovakav:
1. Pomoéu masine i tablica sra¢unavaju se uglovi.
2. U trig. obrascu br. 19 sra¢unaju se priblizne koordinate ta¢aka.

3. Koristeéi i podatke iz obrasca br. 19, nadu se potrebne veli¢ine sin a
i cos a i formiraju jednacine odstupanja (6),

4. Formiraju se normalne jednactine,
5. ReSe se normalne jednacine.
6. Odrede definitivne koordinate tacaka.

Ocena taénosti vrdi se koriste¢i ista rasudivanja kao i kod triangu-
lacije.
Napomena 2

Razumljivo je da ¢e 1 za one strane po kojima su ratunate pribliZzne
koordinate biti jednako nuli.
Napomena 3

Ova metoda moze se koristiti za strogo izravnanje koordinata ¢vor-

nih tataka u poligonometriji. U tom slucaju je:
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s’ — duzina strane izmedu susednih tadaka sradunata iz koordinatnih raz-
lika: .

s =) Eayr+dax
1 1

E r
tgu*,i%, (9)
s L ANy
cosc’ sin a’

s — strana sra¢unata iz pribliznih koordinata po (3).

U gornjim formulama Ay’ i Ax’ su koordinatne razlike pojedinih
strana u vlaku sra¢unate do izravnanja, a x i y u (3) su pribliZzne koordi-
nate ¢évornih tacaka.

l1=¢g"—s.

Brojni primer. NaZalost nemamo primera sa izmerenim stranama
triangulacije. Zbog toga ¢émo uzeti izravnanje dve évorne tacke iz Pra-
vilnika za drzavni premer II i III deo, str. 259.

Date su koordinate tacaka:

tactka y X

109 59 683,13 55 825,22
137 58 686,68 55 269,87
506 58 955,28 56 281,98
117 60 143,69 54 270,01
135 59 208,20 54 733,87

67 (pribl.) 59 704,36 54 948,83
146 (pribl.) 59 345,43 55 560,45

Sume koordinatnih razlika su:

Izmedu

tataka - Ay ZAx
109 — 146 — 337,74 — 264,73
137 — 146 + 658,81 + 290,53
506 — 146 + 390,15 — 721,53
117 — 67 — 439,33 =v il 08

135 — 67 + 2931 1+ 678,75
136 — 67 + 496,27  + 215,07
67 — 146 —359,05 + 611,68 Sl 2

Ovde su koordinatne razlike sratunate po uobi¢ajenom postupku za
racunanje dve ¢vorne tatke. Razumljivo je da ceo postupak izravnanja
ne zavisi od metode rac¢unanja pribliZznih koordinata. Te koordinate bi se
npr. mogle sratunati po vlakovima 137 — 109, ili 136 — 117, itd.
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Iz ovih podataka po formuli (9) sra¢unato je:

Izmedu tacaka :, ‘ 1 ‘ cos « ! sin «
429:12 | |
109146 42013 | —0,01 —061 690 | —078 To4
719,99
137—146 2008 . | —0% | 40,40 350 40,01 498
el ke e i | b At el AR e
: 820,26 | _
506— 146 820,28 0,00 —0,87 964 +047 564
i 439,33 AR ‘_ _+ 3 X
117 — 67 439,33 000 0,00 246 —1,00 000
_ 67945 A0 7 :
135 — 67 : 679,38 | +007 4099907 + 0,04 341
540,72 ‘

— | — =
136—67 | 540.87 ‘ 015 | 40,39 764 L 0,91 754
67—146 | #44 | —011 | 4086240 — 0,50 622

; 709,27 | I ,

Sa ovim podatcima jednac¢ine popravaka ¢e biti:

—0,6169 dxq — 0,7870dyq —0,01l=vip-q
-+ 0,4035 dxq - 09150 dyq —0,04 =vis—q
—0,8796 dxq -+ 0,4756 dyq 0,00 = vs5—q

o — 40,0025 dxp— 1,0000 dyp + 0,00 = vi7—p

= — 40,9991 dxp+ 0,0431 dyp + 0,07 = vizs—p

< — 03976 dxp -+ 0,5062 dyp — 0,15 =vizs—p
1+ 0,8624 dxq — 0,5062 dyq— 0,8624 dxp -+ 0,6062dye— 0,11 =ve _q

—

Odakle dobijemo sledeée normalne jednaline:

2,0608 dxq — 0,0002 dyq — 0,7437 dxp - 0,4365 dyr — 0,1048 =0
19390 dyq -+ 0,4365 dxp — 0,2562 dyp + 0,0270 =0

1,9000 dxp — 00312 dyp + 01052 =0

2,0999 dyp — 0,1903 =0

U rezultatu njihova reSenja dobije se:

dxy4 = + 0,01 cm
dy146 = + 0,01 cm
dxg; = — 0,05 cm
dxg; = + 0,09 cm
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Ili izravnate koordinate: .
Po ovom izravnanju I Po Pravilniku II  I—II

yvi46 = 59 34543 + 0,01 = 59 34544 59 345,42 +0,02
X146 = 55 560,45 + 0,01 = 55 560,46 55 560,46 0,00
Yo7 =59 704,36 —0,05 =59 704,31 59 704,41 —0,10
Xg7 = 54 948,83 + 0,08 = 54 948,91 54 948,84 +0,07

Kod ovog ra¢unanja trebalo je uzeti u obzir i tezine strana, koje su
iste kao tezine vlakova kod uobitajenog izravnanja. To nije uradeno jer
je cilj jedino pokazati metodu rada. Kod ratunanja prave trilateracije
teZine se opcenito ne uzimaju, ako su merenja izvrsena sa istom ta¢noséu,
§to je najéesci sluéaj.

Na ovaj nacin se osobito vrsi izravnanje viSe ¢vornih tataka odjed-
nom,

Metoda uslovnih opaZanja.

Ako u mrezi ima viSe datih tataka, onda se kod trilateracije broj
uslovnih jednaéina odreduje po formuli:

U=n—2P (10)

gde je: n— ukupan broj izmerenih linija,
P — broj ta¢aka koje treba odrediti.

U slobodnoj mrezi medusobni polozaj prve dve tatke dat jednoznacno
izmerenom duzinom izmedu njih, pa je broj tataka koje treba odrediti

PP=P—2,
n=n—1

pa ¢e se broj uslova ratunati po formuli:

U=mn—1)—2({P—2). (109
Napr. na sl. 1 imamo vid slobodne mreZze. Broj uslova je:
n=14P=28

U’ = (14—1) —2(8—2) = 1

To proizlazi iz opSte poznatog pravila da svako »suviSno« merenje
daje jedan uslov. Uzmimo da je polazna strana b’y izmedu tacaka 1 i 2.
Ta¢ka C odreduje se jednoznatno stranama s’y i s’;7; tatka 3 stranama b’»
is’s; tatka 4 —sabsi S's; 5 —sablyis’y; 6 —sa b'5 18’5 7T —sablgis.
Ostaje kao suviSno merenje jedino strana b’;. Znaéi, u figuri na sl, 1
moze se sastaviti samo jedan uslov.

Ima viSe nadina za sastavljanje ovog uslova. Koristi se uslov jedna-
kih povrsina-, ili njegova modifikacija — uslov dijagonala. Nama ie,
kao analogija triangulaciji najblizi tzv. uslov horizonta, pa ¢emo njega
1 izloZiti. Sastoji se u slede¢em:
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Iz svakog trougla po nekoj od formula ratunaju se uglovi, Neka to
bude po kosinusnoj formuli.

—b"y 48" 8"

cosf; = 297 8, (11)
ili opéenito
_ b st e,
Zatim se postavi uslov horizonta:
Br+ B2+ B3 +Bs +Bs +6 + B — 21 = 0. (13)

Ovaj uslov, razumljivo, neée biti zadovoljen, nego ¢e se pojaviti

odstupanje:
i-n :
2 Bi—2n=w (14)
g=1

Ako uglovima f; dodamo popravke df;, i to takve da uslov (13) bude
zadovoljen, dobi¢e se popravljeni uglovi B = f; -+ dfy , pa éemo imati:

Zn( By +dB, )—2:::0. (15)

1
Kada se (14) oduzme od (15), dobi¢e se uslovna jednacina ovog cen-
tralnog sistema:

dpy +dB.+-dfy -+ dBs+ dBs + dfs4-dBr+w=0 (16)

Ova uslovna jednatina izraZena je u popravkama uglova, koje nismo
merili. Da bismo ih izrazili u popravkama merenih strana, diferencira-
¢emo jednalinu (12) po izmerenim stranama, vode¢i ra¢una da na svaku
stranu s; nalezu dva uglaB;if;+ 2pa su po (12) oba funkcije ove strane.
Ili, svaka strana trpi popravke iz oba trougla koji na nju nalezu. Uzevsi
reteno u obzir, formula (16) ée se pisati:

2 oB i+ ap
2 (._a"éi{' T 7';2_1') dat 2 b, b1+ w=0 17)

Parcijalni izvodi formule (12) bice:
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odakle:
2By oy b .
aby Si—185j sinBi

afi _ —bi{-st—sli
— . ’
28i_1 232[—1 Si smBi

2By _ —b*—sh 8%

98, 2s;_; 8*; sinf (18)

Radi kratkoc¢e obelezimo:
si—18i sinf = 2p,

gde je p povrsina odgovarajuceg trougla. Onda ¢e se (18) pisati:

2B _ bi
2 b; _2{)1’
_9Bi_=-—b2i+5'i+32‘—’1 (19)
s, _, 4si-1pi
afy _ —by—s'i +5h
DEy 4s; pi 3
B 9B1+1 _ —bi—shi+sh |
98 +_951 T 4s; pi + |
i | (20)
L =Pkt ok b
45y Pi+1 ? aby 2p; )

Vrednosti u formulama (20) su koeficijenti uslovne jednatine, koje
éemo obeleziti sa a; odnosno by

Uslovna jednaéina (17) ée se onda prepisati:

ayds; +asdss +agdsg + asdsy +aszdsz T agdsg+azdsy
+bydby + badbs +bgdbg + bsdbg + bsdbs -+ bgdbg +bsdb; +w=0 (21)

Uzmimo veéu mrezu (sl. 3):
Ukupan broj uslovnih jednacina tipa (21) u njoj ¢e biti:

U=(62—1)—2 (27—2) = 11.
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To su centralni sistemi u tatkama: VII, VHI, IX, XIII, X1V, XV,
XVIII, XIX, XX, XXI. Sve ove jednadine se rese po metodi najmanjih
kvadrata i kao rezultat reSenja dobiju se popravke strana.
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Napomena.

Napravimo uporedenje sa brojem uslovmh jednatina kod triangula-
cije. U trlangulacm bi ova mreZaZ imala 11 samo sinusnih uslova. Tome
se doda Jos 36 figurnih. Ukupno bi bilo 47 normalnih jednadina. Za nji-
hovo reSenje iskusnom kalkulatoru bilo bi potrebno oko 2 meseca, dok
bi takav isti struénjak 11 }ednacma reSio za dva dana, Prema tome, sa
gledista ekonomi¢nosti raéunanja, mozemo tvrditi da je metoda trilatera-
cije povoljnija od triangulacije.

IZRAVNANJE GEODETSKE MREZE SA IZMERENIM UGLOVIMA
I STRANAMA

Medunarodna geodetska i geofizicka unija na svom zasedanju u Hel-
sinkiju 1960. preporutila je da se metoda triangulacije i trilateracije
kombinuju, Sto ¢ée dati veéu elasti¢nost a i nezavisnu kontrolu kod raz-
vijanja geodetskih mreZa. Savetuje se takoder da se dopunska merenja
(ispravljanje slabih mesta) u starim triangulacijama vrSe merenjem
strana. U tom slucaju, pored obi¢nih uslovnih jednadina svojstvenih
triangulaciji, pojavljuje se jos i uslov strane u svakom trouglu.

Uzmimo trougao na sl. 4. U njemu su izmereni uglovi a, f, y i strane

a, b, c. Sinusne uslovne jednaéine ée se pisati:

= S, __b
b c sina  sinf
(1)
g a c
/J‘_ 5\\ _:‘__ L —

e—— sina  siny
sL. 4
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Logaritmirajmo i diferencirajmo ove jednatine i prevedimo ih u
Brigove logaritme:

lga—1g c + 1gsiny—Igsina= 0

g a—1g b+ 1g sinfp — Igsina = 0 (2)
MY ®+as0® - Aa@+w=0
3)

My~ Y@+ Av(—Aa@ +wa=0

gde je: M — modul Neperovih logaritama

Aa — prirastaj logaritama sinusa uglova, kada se ovi promene
za 1” (u jedinicama poslednje decimale logaritma),

w — slbbodni ¢lanovi uslovnih jednacéina (dobiju se po (2)), (a),
(b) . . (0)-popravke odgovarajuc¢ih strana i uglova.

Obelezimo koeficijente uz popravke strana sa A, B, ... Jednatina (3)
¢e se onda pisati ovako:
A(a) — B(b) + AB(B) — Aa(a) + wy; = 0 4)

A(a) — C(c) + Ay(y) —Aa(a) + we = 0.

Ako se popravke strana izraze u centimetrima, duzina strana u kilo-
metrima, a ratunanje vrsi, kao i obi¢no, tablicama sa sedam decimala,
koeficijenti A, B, ... ratunace se po formulama:

L} !4
o, 43,43 43,43

B= -
akm 2 bkm

(5)

Napomenal

Izravnanje je udobno vrsiti u dve grupe. U prvu grupu se uvrstavaju
figurni uslovi trouglova, a sinusni sa svim ostalim — u drugu.

Napomena 2

Ponekad, osobito kod izravnanja po lancima, mere se strane tro-
uglova samo duz jedne strane lanca, npr. na slici levo samo strane: aj, as,
ag, ay duz dijagonale A—B. U tom slu¢aju postavlja se sinusni uslov
strana, tipa
de— 8o = U, (5)

5in6; sin6; sinby
sinay sinas sinag

Prema dosadasnjim ispitivanjima ovaj nacin je smanjio uzduzno od-
stupanje u lancu za 2—3 puta.

368



