Prof. Ing. BRANKO BORCIC — Zagreb

TRANSFORMACIJA KOORDINATA IZMEDU SUSJEDNIH
KOORDINATNIH SISTEMA KOD GAUSS-KRUGEROVE
PROJEKCIJE

Transoformacija koordinata iz jednog koordinatnog sistema u drugi-
susjedni spada u one zadatke, koji se redovno javljaju pri prikazivanju
veéih dijelova Zemljine povrSine u jednoj kartografskoj projekciji uz
neku unaprijed odredenu taénost projekcije. Kako se danas postavljaju
relativno strogi zahtjevi na tadnost projekcije, ako se radi o primjeni
projekcije za potrebe drzavnog premjera u krupnim mjerilima, to su
vrlo rijetki slu¢ajevi da se podru¢ja i manjih drzava mogu prikazati u
jednom koordinatnom sistemu, odnosno u jednoj ravnini projekecije.
Danas se, gotovo redovno, traZi da deformacija duZina (greSka projekcije)
kod izabrane projekcije ne bude veéa od 1dm na 1 km, odnosno da ne
bude veéa od 0,000! doti¢ne duzine. Pored toga se, gotovo redovno, pri-
mjenjuju projekcije koje zadrzavaju jednakost kutova, Sto ima za po-
sljedicu veliku sli¢nost geometrijskih likova konatnih veli¢ina i apso-
lutnu sliénost beskonaéno malih likova u prirodi i u projekciji.

Ispitujuéi moguénost prikazivanja naSeg drzavnog podrutja u jednom
koordinatnom sistemu, doslo se do zakljutka, da ne postoji nijedna
kartografska projekcija u kojoj bi se to podru¢je moglo prikazati u
jednom koordinatnom sistemu s deformacijom duZina manjom od 0,0006
neke duZine, odnosno s greskom projekcije manjom od 6 dm na 1 km.
Do sli¢nog rezultata doslo se i ranije, u periodu izmedu dva posljednja
rata, kada se je postavilo pitanje izbora projekcije za nase drzavno po-
drudje, iako tada unutar nasih drzavnih granica nije bilo Istre i nekih
dalmatinskih otoka.

Daljnjim ra¢unanjima i ispitivanjima doSlo se do takvih rezultata
i prema njima do zakljutka, da za naSe drZzavno podrutje trebaju tri
koordinatna sistema, pa da deformacija duZina ne bude ve¢a od 1 dm na
1 km. Tako, mi danas imamo tri koordinatna sistema, ¢ije apscisne osi
predstavljaju projekcije meridijana od 15°, 18° i 219 geografske duZine.
Prema tome vidimo, da na$ jedan koordinatni sistem zahvata podrutje
od 3° geografske duZine (Sl. 1).

Da bismo postigli vezu izmedu pojedinih koordinatnih sistema, od-
nosno da bismo mogli grani¢no podruéje izmedu dvaju sistema prikazati
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u jednom koordinatnom sistemu, potrebno je naé¢i Sto jednostavnije for-
mule i na¢ine za transformaciju koordinata iz jednog koordinatnog si-
stema u drugi-susjedni.

RjeSenje ovog problema je od velike vaZnosti u geodetskoj karto-
grafiji, i od Sto povoljnijeg njegovog rjeSenja zavisi Cesto i sam izbor
Qrgjekcije za potrebe drzavnog premjera.
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Kad se radi o ovome zadatku kod Gauss-Kriigerove projekcije, onda
je potrebno naglasiti, da je od 1912. godine do danas nadeno vrlo mnogo
nac¢ina za njegovo rjeSenje, koji se medusobno bitno ne razlikuju. Po-
sebnu paZnju ovome problemu posvetio je bugarski ufenjak prof. dr.
Vladimir Hristov, ¢iji se teoretski izvodi odlikuju originalnoséu i krat-
koc¢om, iako su i kod njega konaéne formule i rezultati ostali u grani-
cama poznatih rjeSenja.

Svi ti poznati nacini ove transformacije koordinata mogli bi se
razvrstati u ove Eetiri grupe:

1. pomoc¢u prelaza na geografske koordinate;

2. posredstvom jedne pomoé¢ne tacke i redukcije duzina i pravaca;

3. prelazom na Soldnerove koordinate; i
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4. neposredno pomo¢nim tat¢kama na graniénom ili na glavnom me-
ridijanu,

Prvi naéin

Neka su nam date pravokutne koordinate x i y u Gauss-Kriigerovoj
projekciji u koordinatnom sistemu, ¢iji glavni (srednii) meridijan ima
geografsku duzinu L, a traZe se pravokutne koordinate x" i ¥’ u susjednom
koordinatnom sistemu, ¢iji glavni meridijan ima duzinu L=L+3°

Zadatak rjeSavamo na ovaj nadin:

Iz datih pravokutnih koordinata — poznatim postupkom i po po-
znatim formulama — izratunat ¢emo najprije geografske (geodetske)
koordinate ¢ i 1 (Vidi prilog broj 1). Koordinata 1 se tada odnosi na
glavni meridijan koordinatnog sistema, ¢ija je apscisna os projekcija
meridijana koji ima geografsku duzinu L. Koordinatu A, koja se odnosi
na poéetni meridijan (na pr. Greenwich), dobit ¢emo sabiranjem geo-
grafske duzine glavnog meridijan L i duZine 1, koja se odnosi na doti¢ni
glavni meridijan, pa ¢emo dobiti:

d=labb T L Y i)

Sad imamo geografske kordinate ¢ i A date tatke i po poznatim
formulama Gauss-Kriigerove projekcije izraéunat ¢emo pravokutne
koordinate u susjednom koordinatnom sistemu (Vidi prilog br. 2). S tim
je ratunski postupak kod ovog natina potpuno zavrSen.

Potrebno je napomenuti da na ovaj na¢in moZemo transformirati
pravokutne koordinate iz bilo koje projekcije u neku drugu — kad pre-
demo na geografske koordinate — pa prema tome i u bilo koji sistem
Gauss-Kriigerove projekcije. Ovaj nac¢in transformacije moZe se prepo-
ru¢iti u slu¢aju ako se radi o transformaciji malog broja tataka. Tada
mozemo transformirati posebno svaku pojedinu tacku na naprijed opi-
sani naé¢in ili se moZe transformirati samo jedna tatka pomoéu geograf-
skih koordinata, a ostale se mogu izratunati iz duZina s i azimuta a
geodetskih linija, koje imamo ili iz triangulacije, ili ih moZemo odrediti
u datom koordinatnom sistemu na poznati naéin (Vidi prilog broj 5).

Iz priloZzenih priloga br. 1 i br. 2 vidi se, koliki broj i kakvih ra-
¢unskih operacija je potrebno izvrsiti pri rjeSenju ovog zadatka. Ako se
ima u vidu, da ¢e rezultat sveukupnog toga ratunanja biti transforma-
cija koordinata svega jedne tatke iz jednog koordinatnog sistema u
drugi, onda se mora doéi do zakljuc¢ka, da je ovaj nacin dug i neekono-
mican i da se mora pristupiti traZenju nekog prakti¢nijeg rjesSenja.
Prednost ovoga nacina je u tome, Sto on osigurava onu tacnost, koja
odgovara ta¢nosti osnovnih formula Gauss-Kriigerove projekcije. Stoga,
ako se radi o nekom ispitivanju tatnosti, onda bi -se prvenstveno trebao
primjeniti ovaj na¢in transformacije.
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Drugi naéin

Zadata je tatka Py sa svojim pravokutnim Gauss-Kriigerovim koor-
dinatama x; i y1 u koordinatnom sistemu, ¢ija je apscisna os projekcija
meridijana koji ima geografsku duzinu L. Potrebno je odrediti pravo-
kutne koordinate za tu istu tatku u susjednom koordinatnom sistemu,
tija je apscisna os projekecjia meridijana koji ima geografsku duZinu |

Pretpostavimo li da su koordinatni sistemi od po 3° geografske du-
Zine, onda je

L’'=L+3"

U ovome slutaju zadatak rijeSavamo posredstvom jedne pomoéne
tatke p, koju biramo na x-osi zadanog koordinatnog sistema, i to u
neposrednoj blizini tatke pi, koja predstavlja projekciju tacke Py, koju
transformiramo (Sl. 2).

Iz slike vidimo da su koordinate pomoé¢ne tatke p u koordinatnom
sistemu L

y=0
x=2

gdje X biramo dovoljno blizu apscisi tacke Py, Cije se koordinate trans-
formiraju. "

Posto sad imamo koordinate dviju tataka u istom koordinatnom
sistemu, moZemo izmedu njih izratunati duZinu i azimut geodetske li-
nije. Prema oznakama na sl. 2 duZinu i azimut geodetske linije odredit
éemo po ovim formulama:

| T yl_ . xl —_X _yj_ - = e
tg v X oL Al v, logs=1logd—u
Mod y', , Mody', _ Mod y*

8R' ' 24R'm ~ 6R'm

" nX3— X " —X
w,=10 *éﬁirn_'(2Y1‘FYn)=9 XGIR:m Vi q=8,=vy 40
Ovdje se srednji radius krivine R odnosi na apscisu
X —X_X+x
= RS

Sad dolazi do izraZaja uloga pomoéne tatke P. Prema uslovima pod
kojima smo je birali i njenim pravokutnim koordinatama (X, O), njezine
su geografske koordinate ¢ i %, gdje Sirina ¢ odgovara apscisi X, a
1= — 3% s obzirom na koordinatni sistem br. n+1. Za ove geografske ko-
ordinate moZemo izratunati pravokutne koordinate u koordinatnom si-
stemu br. n+1 po poznatim formulama za Gauss-Kriigerovu projekciju.
Neka su te koordinate y” i x” (Sl. 2). Zadatak je sad doveden do stanja -
iz koga se ve¢ moze vidjeti konatno rjeSenje. Naime, sada u novom ko-
ordinatnom sistemu imamo koordinate pomoé¢ne totke P (x, y') i duZinu
i azimut prema tolki Pj, a traZe se koordinate totke P; (¥'1, x'1).
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Prema poznatim formulama,!) a drzeéi se oznaka sa slike 2, tok ra-
¢unanja je slijedeéi:
Najprije izratunamo konvergenciju meridijana ¢; u tofki p po

formuli
cnl=(c1)uyr+{c2)”y:3+(cs)ﬂyrs : : - : (2)2)
ili loge;=(stgep) —7; +21y; € = 0" A

Za izratunavanje konvergencije meridijana ¢ po ovim formulama
potrebna nam je geografska Sirina ¢ tatke P, koja odgovara apscisi X,
a nju dobivamo na poznati nacin.?)

Zatim prelazimo na ratunanje pribliZznih koordinatnih razlika, koje
¢e nam omoguctiti izratunavanje redukcija pravaca i duZina u novom
koordinatnom sistemu. Kao §to je poznato, te koordinatne razlike moraju
biti odredene za tatke triangulacije I reda sa tatno$¢éu od 0,1 km, a kod
triangulacije II i IIT reda sa ta¢noSéu od 1 km. Prema sl. 2, te koordinatne
razlike ratunat ¢emo po ovim formulama:

Ayo=y’y —y'=s sin(a; — c1);
Axp=x"1 — X'=s cos(a; — cy);

a zatim srednje apscise i ordinate

S B
Yo=Yy +~——

2

Axq
Xn=%x+—

2

Posto sad imamo koordinatne razlike i srednje apscise i ordinate,
prelazimo na racunanje redukcija duZina i pravaca po poznatim for-
mulama. Ako geodetska linija predstavlja stranu triangulacije I reda,
onda redukciju pravaca raéunamo po formuli:

2 £y Al o=l S A L R (4)
gdje su:
¥y = K YmAXo — Koy®md X, + ksy*mAY, o =KkiAYAx, . . (D)
Koeficijente ky, kg, k3 i kg, koji su zavi§ni od argumenta Xm, uzimamo
iz tablica.!)
Ako se radi o triangulaciji II ili IIT reda, onda veli¢ine 14 i Vs uzimamo
iz tablica za argumente ym Axg i Ayy Axy.

1) B. Borti¢: Gauss-Kriigerova projekcija, str. 107
%) idem str. 108
%) B. Bort¢i¢: Gauss-Kriilgerova projekcija, str. 145
4) idem str. 108
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Pri raunanju veli¢ina ¥y i ¥» po formulama (5), raéunamo pro=
izvode

ymdxg i Ay Ax¢ na 0.01 km?,
a vuAy. i ¥°n Ayp na km*, odnosno na km?

Zatim izratunavamo redukciju duzina u po formuli:
\ u:k5 y3m+ ks Ayf — k'; y"m, & 2 % 3 e (6)
ako strana triangulacije pripada mrezi I reda, a inat¢e po formuli:
__10°Mod y*,, , 10" Mod Ay* .
AR S e e E e o G
Clanove na desnoj strani ovoga izraza uzimamo iz tablica na poznati
natin. Veli¢ine y*, i Ay®> u prednjim izrazima raéunaju se na 0,01 km?,
a y*nx na 1 km*

Kad smo izratunali redukciju duzina u, onda duzinu tetive d’ do-
bijemo po formuli:

log d’=log s+u
Prema sl. 2 vidimo da je smjerni kut v; tetive d’ odreden izrazom
YTt e i o R S IR AT P e SRS e

Sad imamo sve podatke za racunanje definitivnih koordinatnih
razlika po formulama:

Ay=d’sin vy
Ax=d’cosvy

a zatim su koordinate to¢ke P; u novom koordinatnom sistemu dobivamo:

yi1=y +d sinvy,
xy=x"+d’ cos vy.

S ovim je zavrSen racunski postupak oko transformacije koordinata
tatke Py u susjedni koordinatni sistem.

Ovaj zadatak znatno se skracuje, ako imamo unaprijed izratunate
koordinate ¥’ i x’ i konvergenciju meridijana ¢; za pomoé¢nu tacku p,
i to za svaki stepen (ili pola stepena) geografske Sirine, a za duzine
1=%3% Medutim, i u tome slu¢aju zadatak je optereten joS uvijek ve-
likim brojem ratunskih operacija.
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. Primjer: Date su pravokutne Gauss-Kriigerove koordinate
tatke KlosStar Ivani¢ u koordinatnom sistemu br. 5, a traZe se koordi-
nate za tu istu tatku u koordinatnom sistemu br. 6. Koordinate u za-
danom koordinatnom sistemu imaju ove brojne vrijednosti:

y=+ 110832,253 m
x=+5067 536,203 m.

Pomo¢na tatka P neka bude na Sirini ¢=45°30". Toj Sirini odgovara
apscisa X=5 040 001,427 m. Kako se tatka nalazi na x-osi, njena ordi-
nata je y=0. Sad je najprije u ovom (starom) koordinatnom sistemu po-
trebno odrediti duzinu i azimut izmedu pomocne tacke P i tatke Py, koju
transformiramo. To rafunanje se vr$i, prema naSem Pravilniku za dr-
Zavni premjer u trigonometrijskom obrascu br. 30 a (Vidi prilog br. 3).

Posto smo sad odredili odnos izmedu date i pomoéne tatke, odnosno
posto smo izmedu njih izracunali duZinu i azimut geodetske linije, pre-
lazimo na ratunanje koordinata pomo¢ne tatke P iz njezinih geografskih
kooordinata u novom koordinatnom sistemu, é&iji srednji meridijan ima
geografsku duzinu L'

Kao 3to se vidi iz sl. 2, geografske koordinate pomoé¢ne tatke P,
s obzirom na koordinatni sistem duZine L’, iznose:

= 45°30’ 00"
=-—3°00’ 00”.

Sad kad su nam poznate geografske koordinate pomoéne tatke, onda
njene pravokutne Gauss-Kriigerove koordinate ra¢unamo po poznatim
formulama. Po naSem Pravilniku za drZavni premjer to raunanje vr-
Simo u trig. obrascu br. 29 (Vidi prilog br. 4).

Ovdje je potrebno napomenuti, da bi ovaj nadin racunanja trebalo
tako pripremiti da se za izvjesno podruéje, na pr. za jednu drzavu, izra-
tunaju koordinate i konvergencije meridijana za pomoéne tatke za
svakih 30" ili za svaki stepen geografske Sirine. Tada bi kod konkretnih
zadataka otpadalo ovo ratunanje, koje je pokazano u prilogu br. 4, a po-
trebni podaci uzimali bi se iz pripremljenih tablica.

Najzad prelazimo na zavrini dio ratunanja. Iz pravokutnih koor-
dinata pomoéne tatke, koje smo izratunali u Prilogu br. 4, i duZine i
azimuta geodetske linije prema tacki Py, koje smo izratunali u Prilogu
br. 3, ratunamo koordinate za toéku P; u novom koordinatnom sistemu.
To ratunanje vr$imo u trig. obr. br. 30 (Vidi Prilog br. 5). Koordinate yi
1 Xp u tome prilogu predstavljaju koordinate u novom koordinatnom
sistemu,
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Treéi naéin

Kod ovog natina transformaciju koordinata iz jednog koordinatnog’
sistema u drugi vr§imo pomoc¢u tzv. Soldnerovih koordinata. Ponajprije
Gauss-Kriigerove koordinate preracunavamo u Soldnerove. Zatim Sold-
nerove koordinate transfoermiramo u susjedni koordinatni sistem, pa ih
poslije transformacije ponovo preratunavamo u Gauss-Kriigerove.

Izmedu konformnih Gauss-Kriigerovih koordinata (y, x) i sferoidnih
Soldnerovih (Y, X) postoje slijedeé¢i odnosi:

Yq
y=¥+ 6R ‘+24R o

Loy 6R .+24R——y—dy:

*sin 2 o, Y*

x = X + 12 R a ’ ” * X : - - = (1)
st L TR 2_<px_Y‘ 4
== —12Rx —x —dx.

Ovdje Sirina ¢y i srednji radius krivine Ryodgovaraju krajnjoj tatki
apscise X, odnosno X.

Za transformaciju Soldnerovih koordinata iz sistema br. n u sistem
br. n+1 sluZe ove formule:

Yoz 1=Yau+Vv+E+G+I+L

Xn:1=Xgt+tu+t+F+H+K4+M Sk e e R
gdje su:

v=Y+A+4C

u=xg+B+D

xg=X—Xg R P o o e g e 35 s |

A=Qxu; B=Q@QY; C=Q@QY; D=QxzY; F=QE
G=QYxp; H=QG; I=Qulv; K==Qsuvt;
L=0Q;Q:-u';  M=Q,u¥% .

Logaritmi koeficijenata Q, koordinate Y ;; , y; iz duZinu luka meridijana

X,; uzimaju se iz tablica za izabratu pomoénu tacku, koja se bira tako
da njezina apscisa bude $to blize zadatoj apscisi koja se transformira.

Predznaci korekcionih ¢lanova A, B, C, D, E, F, G, H, L K, Li M
odreduju se prema priloZzenoj tablici, koju vidi na strani 270.
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TABLICA ZA ODREDPIVANJE PREDZNAKA

I. sluaj. Ordinata Yy je pozitivna

Transformacija iz sistema br. n
u sistem br, n— 1

!
| |
| Yn pozitivno () I

Xu pozitivno (+) '

Yn pozitivno (+)
Yu negativno (—)

X [
‘ Yn negativno (—) |
Xu pozitivno ()

Yn negativno (—)
Xu negativno (—)

I

A B + A+ B+
g i Tp S PR
| B+ Flt ‘ o IR
LEVES i iG— H+

AL B J A—

C+ D+ i C+ D—
B F— | E— F— ‘
G— H + (e Hoei< |

I ima predznak suprotan od predznaka v

L ima predznak negativan (—)

2 slutaj, Ordinanta Yu je negativna

| K ima predznak suprotan od predznaka u

M ima predznak isti sa predznakom u

Transformacija iz sistema br. n
u sistem br. n+41

Yn pozitivno (--) Yn pozitivno () . Yn negativno (—) Yn negativno (—)
Xu pozitivne (+) f X negativno (—) Xu negativno (—) Xu pozitivno (+)
1
. ' |
| A+ | B— b B— A— | B4+ t A4+ | B+
| . :
| e
| ‘c— D 7 Joagas D+ C+ D+ C+ | D—
. ! I '
il FTER o = E + Fe= R R B F+
| | | ! |
G— | H— | G+ H + G+ H -+ G— | H—
| .

Ima predznak suprotan od predznaka v

L ima predznak pozitivan ()

K ima predznak suprotan od predznaka u

g M ima predznak isti sa predznakom u

£
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Posto smo pomocu formula (2) transformirali Soldnerove koordinate
u susjedni koordinatni  sistem, prelazimo na njihovo prera¢unavanje u
Gauss-Kriigerove koordinate (razumije se u susjednom koordinatnom
sistemu) pomocu ovih formula :

Ynti==Yn:tl+dY Enz1=Xns14+dX v . . (4)
gdje su:
Y_n+1 Y5n+l
Y =-ggr,* T 2R,
. e_” sin 2_9x Y‘n 3 ) 3 , . Y ’
RS R "

Ove formule za prera¢unavanje Gauss-Kriigerovih koordinata u
Soldnerove i obratno vrijede samo u tome sluéaju ako im je zajednicki
glavni meridijan, koji se kod jednih i drugih koordinata predstavha
kao x-os.

Postupak ratunanja vidi se u Prilogu br. 6, strana 277.

Ovaj natin transformacije, iako je optere¢en velikim brojem ra-
¢unskih operacija, jo§ uvijek je povoljniji od prva dva nacina. Nedosta-
tak mu je, $to nema nikakvih kontrola u toku ra¢unanja, te se even-
tualne greSke primje¢uju tek na kraju ra¢unanja, odnosno pri kontrol-
nom ratunanju, koje se sastoji u ponavljanju postupka, samo tada iz
sistema broj n+1 u sistem broj n, ako je prije toga ra¢unanje vrseno
iz sistema broj n u sistem broj n+1.

Veliko je olakSanje kod ovog nacina transformacije u tome, §to
znatan broj veli¢ina, koje ulaze u raunanje, uzimamo iz tablica bez
ikakve interpolacije.

»
%) Pravilnik za drzavni premjer, I dio, Triangulacija, strana 79 i 80. Ver-
messugsanweisung, XI., strana 35,
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Lilog brg 1 Tiigmeom. obrawac 41295  Str. 1.
Hovrdinalni sislem - 5 aneia I reda
cha c ue komdinale podurags i | Mlpstan Framié
Formule : gL "b,"“—*tl'-t" -y
legCusch = Loy (€ Lyl -1, + 2/
(9" V) u sk =Emm99-m3+1¢y~3= Gy G-XT ke
E= —f;;y; ¢=pily-y) Aedsl; p=C-lfe-y) =[523078..) £*
Tormute za hentrobno tacunarg: © < (¢-¢) L=[5es100 .;(J-)'
Log2¢ u sek = !o,(ZZM y)-r *3., -F{—‘—.} =A-B
Loy 21y'-9) = [7,6609199.,] + by [t )+ it o, :;:[;':’ 5 e
My= Gy Uy
( Jx=|5 067 536 203 (Il 7 =|+ 110 832 253 |I|Wpo*:p*Y)..| 7 367 28990
X=|5 065 932102 | 4 25 = |+ 227 664 506 |11| (p":N)'|7 018 07364 |58
i-X.= 1 604 101 | 4 5345 69620 |12 et |7 107 40596 |20
&= a3 |5 V. |5 o4k 66616 |13 Gy..|o o 33724 |59
(x=2X.)....|3 205 23171 7| gt |8 50903682 |14 - & =|- 2479 |60
a1’ . |8 51045590 |3 ® ¢ |3 55370298 |15 -y, |- 6710 |61
G|+ w0 |6| rwy. |lo 56 25760 |17 +hy = Jo |62
ay'. |1 71568771 |8 *a = |+ 2479 |40 |fp-plusnt .| 504 61815 |63
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