Dr. KARL LEDERSTEGER, Wien
PRILOG TEORIJI NORMALNOG SFEROIDA ZEML]JE*

Moderna se geodezija sreom veé¢ mnogo puta istakla nastojanjem,
da posve geometrijsko stanoviste nadomjesti fizikalnim i relativne veli¢ine
po mogucnosti nadomjesti nehipotetskim i apsolutnim. NaZalost se ta
tendenca nije opCenito afirmirala, a to nas upozorava na &injenicu, da je
viSa geodezija vazna grana geofizike i prema tome posve prirodna nauka, i
da se od nje jo§ mnogo ofekuje. Naravno treba odmah dodati, da kod toga
snose glavnu krivicu velike poteskoce, koje se suprotstavljaju nehipotet-
skom ispitivanju Zemljinog polja sile teze. Ali ja ipak vjerujem, da se
geodetske strucnjake ne smije posve osloboditi izvjesne konzervativne
tromosti, koja ih potife, da se pridrzavaju nedovoljnih predodzbi mode-
lima, Cak 3ta viSe fikcija, koje su se doduse u praksi pokazale veoma dobre,
ali ipak nisu mogle izdrzati strogu kritiku. Medutim gigantski napredak
modernih prirodnih nauka povladi i geodetskog struénjaka u svoj krug i
prisiljava ga da se u povecanom opsegu upozna s njihovim prirodoslovnim
poslanjem,

Nevjerojatna kompliciranost fizicke povrsine Zemlje zahtijeva, opi-
sivanje-predodzbu-totkama i ima za pretpostavku jednu referentnu plohu,
koja je moguée ispravna, kod jednostavnog matematskog preslikavanja
istinitog oblika Zemlje. Tako je 1924 godine preporucen tada najbolji gra-
dusni elipsoid, poznat otada kao internacionalni elipsoid, za op€enitu re-
ferentnu plohu zemaljskih triangulacija. Tome se ne bi imalo &to primje-
titi tako dugo, dok se ograni¢avamo na posve geometrijske zadatke vise
geodezije. Sest godina kasnije je internacionalni elipsoid deklariran kao
nivo elipsoid i povezan s internacionalnom formulom za normalnu vri-
Jednost sile teZe, da se dobije jedna zajednika referentna ploha za ze-
maljski premjer i Zemljino polje sile teze. Osnovna je misao bila dobra,
izvodenje je bilo proZeto hipotetskim elementima, posve neovisno od toga
Sto heterogeni nivo elipsoid, usprkos tako to¢nog rjeSenja Stokes-ovog
problema prema Pizzetieju i Somiglian-u, moZe biti u najpovoljnijem
sluCaju iskoriSten kao geodetska fikcija. MoZe se strogo dokazati, da nije
moguce zamisliti nehomogenu figuru u ravnoteZi oblika rotacionog oblika.
Pobornici nivo elipsoida misle naprotiv 1., da razlika izmedu normalnog
sferoida Zemlje i nivo elipsoida moZe iznositi maksimalno samo par metara
i da je zbog toga prakticki beznafajna i 2., da je u izvjesnim granicama

* Predavanje odrZano 20. X. 1959. u Miinchen-u pred Njematkom geodetskom
komisijom. Preveo dozvolom autora: Dr. Ing. Stjepan Klak, Zagreb
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bez utjecaja koju referentnu plohu usvojimo kao osnov za odredivanje
geoidnih undulacija, jer se to ne odnosi na nju (posljednju), ve¢ na po-
larne koordinate geoida ili ¢ak fiziCke povrSine Zemlje. Ti se argumenti,
medutim, mogu lako pobiti.

Ponajprije nije vidljivo- zaSto se zadrzava nivo elipsoid, ako se nor-
malni sferoid moZe ispravnije i k tome jo§ jednostavnije postiCi. Osim
toga se u tom slufaju sploStenost Zemlje dobiva strogo fizikalno i zbog
toga bolje nego obi¢nim astronomsko-geodetskim putem. Kona¢no, iz opa-
zanih vrijednosti sile teZe moZe se tofno izracunati samo raspodjela sile
teZe na normalnom sferoidu, ali nikada na fiktivnom nivo elipsoidu. To se
ve¢ vidi iz poznatog sastava internacionalne formule za normalnu vri-
jednost sile teze, kod koje je razlika sile teZe na polu i ekvatoru jedno-
stavno podeSena pomo¢u Clairaut-ovog teorema geometrijskoj sploStenosti
Hayfordovog elipsoida, dok je parametar 4. reda veC bio zadan pretpo-
stavkom nivo elipsoida tako, da je iz opaZanja odredena jedino i samao
vrijednost sile teZe na ekvatoru Yyq.

Drugi je prigovor opasno vra¢anje na ranije posve geometrijski nacin
razmatranja. NaroCito se u posljednjim godinama naglaSavala, u toku po-
novnog isticanja (izgradivanja) astronomske geodezije, prednost gravi-
metrijskih otklona teZiSnice pred relativnim otklonima teZi$nice kod Cega
se jo3 uvijek na zalost zamjenjuju gravimetrijski otkloni teziSnice s apso-
lutnim otklonom teZiSnice. Sto vrijedi za otklone teZi$nice vrijedi u naj-
manju ruku i za undulacije. Mi ne trebamo bilo kakove relativne undula-
cije za odredivanje radija vektora tofaka na geoidu, nego u prvom redu
apsolutne undulacije, koje omoguéuju strogo fizikalni studij Zemljinog
polja sile teze i izgradnju Zemljine kore. Geometrijsko shvacanje pro-
blema, kako je on posljednjih godina opetovano propagiran, da se izbjegnu
hipoteze o raspodjeli gustoe u Zemljinoj kori, ne pretstavlja po mojem
misljenju stvarni napredak, usprkos zadivljujuéeg smisla u matematskom
razvoju, ve¢ umanjivanje znacaja geodezije kao prirodne nauke.

Ali takova kritika obavezuje na to, da se ukaZe na fizikalno opravda-
niji, ako ne posve nehipotetski put za rjeSenje problema oblika Zemlje.
Moze se pokazati, da se mogu rijeSiti oba velika pojedina¢na zadatka ovog
problema, naime odredivanje normalnog sferoida s jedne strane i odredi-
vanje undulacija aktuelnog geoida u odnosu na normalni sferoid samo u
naizmjeniénom dopunjavanju, pace s jednim opseZnim obratom. Ipak ce
se u slijedetem, problem normalnog sferoida posebno diskutirati, jer se
veé time dobiva vazna podloga za rjeSenje cijelog problema.

U nacelu je veoma vjerojatno da se definira normalni sferoid Zemlje
kao heterogena, sferoidna figura u ravnoteZi i da se zato usvoji izraz za
potencijal Helmertovog rotacionog nivo sferoida 4. reda. Naravno, da je
rastavljanje razvoja kuglinih funkcija za potengijal sile teze W u sumu
(U + T) posve formalne naravi. MoZe se zamisliti, da su mase u Zemljinoj
kori tako »regularizirane«, da funkcija T nestane. Na taj nadin nastaju
umjetni geoidi, koji se poklapaju sa svojim vlastitim nivo sferoidima Ujy.

kE K T BT w‘l: e
U= I—fl—rzlz(l“?’sm f?)-f*;z-kgECOSﬂP‘f'
i N sl % - A (1)
Sl e Prorss
+ D (sin*g 7sm<p+35)!
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Ako je takav umjetni geoid slobodna povrsina regularizirane Zemljine
mase, time je ve¢ ispunjen nuZdan, ali ne i dovoljan uvjet za hidrostatsku
ravnoteZu, Nadalje se odmah vidi da je ispunjeno jedno vrlo vazno svoj-
stvo svih figura u ravnoteZi: ravnina ekvatora je ravnina simetrije figura.
koje imaju za potencijal izraz (1). Ta postavka ispunjava konacno jos
jednu dalju veoma vaznu pretpostavku, naime, rotacionu simetriju, koja
je karakterititna za sferoidne figure u ravnotezi. U ovoj radnji ¢e se
ukratko zauzeti stanoviste o mnogo diskutiranom pitanju troosnog oblika
Zemlje. Savremeni geoid nije figura hidrostatske ravnoteZe; prema tome
se moZe zamisliti, da ga se aproksimira posve geometrijski osjetljivo bolje
troosnim elipoidom nego rotacionim elipsoidom. Kao jedno takovo pribli-
Zenje je na pr. zamisljen elipsoid Krassovski-Isotow. Ako se pak Zeli za
fizikalno definirani oblik Zemlje upotrebiti tri osi, tada to stoji u grubom
protivrje€ju s teorijom ravnoteZe figura.

U (1) oznaCuje E masu Zemlje, I radius vektor nivo sferoida, ¢’ geo-
centriénu Sirinu, K kvocijent razlike glavnih momenata tromosti i mase
Zemlje

K= (C—A):E, @)

dakle, funkciju mase 2. reda i konaéno D funkciju mase 4. reda.
_35)’1 4(.‘,_6.,, 3)
D-—(S EJ‘I sing 7 Sine +35 dm (3)

K potencijalnoj funkciji dolazi jo§ formula za normalnu vrijednost sile
teZze na nivo sferoidu

A==l (l—i- Bsin329——g"sin’2qo) (4)

i razmak nivo sferoida od rotacionog elipsoida jednakih osi (radius vektor
S), za koji se dobiva jednostavan izraz uvodenjem tako zvanog para-
metra f.

(1—s) =§fsin'2qa+ S (5)
Maksimalno nadviSenje nivo steroida nad elipsoidom nastupa na geograf -
skoj Sirini 459

B :f (5a)

Cijeli problem obuhva¢a tada 13 parametara i to osim mase Zemlje tri
geometrijska parametra (a, 1, hy), tri parametra normalne vrijednosti sile
teZe (v, P, Py), tri veliCine p — ovisne s masi, srednju gustoéu o, staticku

sploStenost g i parametar & = gri konatno jo$ dalje tri fizikalne velidine:
brzinu rotacije ®, vrijednost potencijala W, i omjer E centrifugalne sile
i sile teZe na ekvatoru.
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Za tlh je 13 velitina koje treba odrediti, Helmert postavio slijedecih
8 jednadzbi, kod razvoja do zaklju¢no 4. reda uz ograniCenje, da se radi o
sferoidnim figurama male sploStenosti.

4 pueb=fe-p'-jue-%5 TEOREM CLAIRAUT
o K=KF[rem-e-pt- G40 1]
K=% [zpl.-e—zg.h o +§s‘+§8]

o WeE{r e g-A-g i 4]
s A= 38-mpleroue

b E=5"3::4' HH ”—4—' [‘Hl\l. 1)_—]

7 h=% 'E[zf"’ Fue- ‘ﬂ
s S8 A

(=

--{8)

Tosup,f, ¢ iif2 veli¢ine 2. reda, d i f§; velic¢ine 4 reda%’l" velicina 5—4 reda,

dok su veli¢ine 6. reda to jest veliCine reda w® zanemarene. Sistem ima
5 »uvjetno slobodnih« parametara, i na taj je nacin zamiSljeno, da para-
metri nisu slobodni ni u svojoj kombinaciji ni u svojim brojnim vrijedno-
stima,

Hermertov sistem jednadzbi se moZe primjeniti na homogene Mac
Laurinove elipsoide i sadrzi u svojim rjeSenjima sve sferoidne figure u
ravnotezi. Buduéi da su svi rotacioni elipsoidi moguée figure u ravnotezi
neke odredene mase i jer se na njih neposredno prikljufuju sferoidne
figure u ravnoteZi, mora postojati za unapred zamiSljenu masu Zemlje
najmanjeocc ? heterogenih figura u ravnotezi. Helmertov sistem ima
s druge strane za masu Zemlje co* rjeSenja, kod Cega pripada svakoj mo-
gucoj konfiguraciji mase beskonaéno mnogo nivo sferoida kao vanjskih
nivo ploha. Na taj se nacin moze dobiti takoder na jv i3 e co® heterogenih
sferoidnih figura u ravnotezi. RjeSenja Helmertovog sistema obuhvaéaju
uslijed toga oco® moguéih figura u ravnoteZi zajedno sa svojim vanjskim
nivo plohama, Ako bi se moglo formulirati uvjet ravnoteZe kao novu 9.
jednadzbu medu parametrima sistema, da su u svakoj figuri u ravnotezi
nuzno i dovoljno nivo plohe, plohe iste gustoce, tada bi se iz rjeSenja
moglo izvuéi jednoznacno sve figure u ravnotezi.

Zaista najvaZniji sistem 5 slobodnih parametara su tako zvani Sto-
kes-ovi elementi, naime masa E, brzina rotacije », i jedna vanjska obu-
hvatna nivo ploha za masu S = (a, i, h;p). Prema Stokes-ovom teoremu za
to postoji beskonatno mnogo rasporeda masa, koji ne mijenja Stokes-ove
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elemente. Tada je preostalih 8 parametara Helmertovug sistema Stokes-
ove konstante«, to znali integralne nepromjenljive kod istih Stokes-ovih
elemenata, za sve moguée rasporede masa. Rasporedi masa su veé kod
rotirajucih figura veoma ograni€eni time, $to os rotacije i teZiste moraju
ostati nepromjenjeni; ipak opcenito ima jo$ uvijek beskonatno mnogo
rasporeda masa za jedan sistem Stokes-ovih elemenata. UpiSe li se jednom
homogenom Mac Laurinovom elipsoidu kugla s malom osi i grupira u njoj
mase tako, da nastaju koncentriéne kugline ljuske povoljne gustoce, tada
se ne mijenja ne samo potencijal na povrSini i u &itavom vanjskom pro-
storu nego i teZiSte. Ali tada nisu viSe mase u elipsoidu u hidrostatskoj
ravnotezi,

Zbog toga se potavlja pitanje, da li za jedan sistem Stokes-ovih ele-
menata mora postojati uvijek jedan ili ¢ak viSe rasporeda masa u ravno-
teZi. To pitanje moZe biti odmah negirano. Jer tu postoji co?® sferoidnih
figura u ravnoteZi, to je svaka od njih veé jednoznaéno odredena s E i S.
Brzina rotacije ne moZe biti unapred zadana &k ni proizvoljno. Ali jer
s druge strane oo rjeSenja Hermertovog sistema jednadZbi stoji nasuprot
samo co® geometrijski moguéih figura, mora svaka od tih ploha opéenito
biti vanjska nivo ploha beskonano mnogo figura u ravnote?i. Da je to
zaista tako, moZe se pokazati na slijedeé¢i naéin, Kombiniramo li povoljnu
plohu S = (a, 1, hy) s bilo kojom brzinom rotacije, tada se dobiva zajedno
s E jedan sistem Stokes-ovih elemenata i jednadzbe daju jednozna&na
rjeSenja za svih ostalih 8 parametara, medu kojima i za veli¢ine ovisne o
masi K i D. Ove su kao, Stokes-ove konstante intearalne nepromieniive
za sve moguce rasporede masa medu kojima se takoder mora nalaziti fi-
gura u ravnotezi, koja je jednoznaéno odredena s E, a, K i D. To®nija ana-
liza nas uéi, da niz figura u ravnotezi, koje imaju neku odredenu plohu S
kao zajednit¢ku vanjsku nivo plohu, podinje s jednim homogenim elipso-
idom maksimalne rotacione brzine i konatno zavrSava za neku odredenu
minimalnu vrijednost ® s onom figurom u ravnotezi, za koju zadana ploha
S postaje slobodnom plohom.

To nas veé vodi na 2 veoma vaZna specijalna slucaja. Ako je povrsina
S rotacioni elipsoid: S = (a, 1, hy, = 0), *ada se poklapa polazni' elipsoid
netom opisanog niza s konatnom figurom, to jest maksimum i minimum
rotacione brzine su identi®ni, a to daje samo jedan jedini raspored masa
u ravnoteZi, upravo pomoéu S odreden Mac Laurinov elipsoid. Time se
po prvi puta, a priori utvrduje, da to ne moZe biti jedna heterogena fi-
gura u ravnoteZi rotaciono elipsoidnog oblika. Tako teoretski prividno,
solidno obrazloZen nivo elipsoid je fizikalno nemogué i moZe vrijediti je-
dino kao fikcija. Drugi specijalni slu®aj pretstavljaju tako zvani sferoidi
najve€e koncentracije masa, kojih ima co?, jer su oni zamisljeni kao vanj-
ske nivo plohe rotirajuée materijalne tocke, koja je sama, posve ra-.
zumljivo, fikcija. Ovdje nastupa materijalna totka umjesto jednog ko-
na¢nog, homogenog polaznog elipsoida, to zna¢i, niz figura u ravnotezi,
koje imaju zadani sferoid najveée koncentracije mase kao zajedni¢ku nivo
plohu, pocinje ovdje s jednom figurom bez dimenzija i maksimalnim o,
dok za minimalan o sam sferoid postaje figura u ravnotezi.
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Prije nego iz ovih interesantnih nizova figura povu¢emo odluéujuéi

. zakljucak, moramo se pozabaviti jednim drugim pitanjem. Ranije je bilo
naglaSeno, da je 5 slobodnih parametara Helmertovog sistema samo
»uvjetno slobodno« i mi moramo stoga prodiskutirati obiljezje fizikalno
nemogucih rjeSenja Helmertovog sistema. Ponajprije je jasno, da K ne
mozZe nikad biti negativan. Diferencija glavnih momenata tromosti (C— A)
je vefinom pozitivna; ona poprima vrijednost nula u grani¢nim slucaje-
vima mirujuée kugle i rotirajuée materijalne tocke, kao i u obuhvatnoj
plohi heterogenih figura u ravnotezi, kako ¢e se kasnije dokazati. Ali
takoder funkcija D isCezava u oba prvo navedena slutaja odakle slijedi,
da je D uvijek = 0. Nadalje je naro€ito vazan parametar f. U jednom
geometrijskom koordinatnom sistemu s tri osi, a, 1, hy ispunjavaju ho-
mogeni Mac Laurinovi elipsoidi prugu 0<<a<{co, 0=<<p<1 ravnine (a, w).
Svi nehomogeni nizovi figura proizlaze iz bilo kojeg homogenog elipsoida
nastavljanom koncentracijom masa, koja moZe biti naravno na rajrazli-
ditiji nadin povezana s kontrakcijom i ekspanzijom figure. Odatle veé
slijedi, da heterogene figure mogu lezati samo na jednoj strani funda-
mentalne ravnine, to zna¢i da parametar mora imati jedinstven predznak.
Za sferoide najvece koncentracije mase dobiva se f = — 3 p?/2, dakle,
svakako negativan. Takovi su sferoidi definirani kao vanjske nivo plohe.
Ali jer je svaka figura u ravnotezi opcenito istovremeno vanjska nivo
ploha beskona&no mnogo drugih figura u ravnotezi s drugim brzinama ro-
tacije, moZe se zakljuciti da je uvijek f<C 0. Isto tako malo moZe biti

pozitivna derivacija %fé kod vanjskih nivo ploha neke figure u ravnotezi.

Inate bi mogla postojati moguénost da se medu tim vanjskim nivo plo-
hama nalazi i jedan rotacioni elipsoid $to je u protivrje¢ju s ranije objas-
njenim posebnim poloZajem rotacionog elipsoida.

Nakon ovih primjedbi mi éemo se ponovo obratiti nizu heterogenih
figura u ravnoteZi sa zajednickom vanjskom nivo plohom. Postavlja se
pitanje kojoj od tih figura, jer nam stoje na raspolozenju 4 elementa
E, K, D i p koji nisu dovoljni za rjeSenje Helmertovog sistema. Za ekvidi-
stantne vrijednosti »a« moZe se naéi niz rjeSenja, koja predotuju sve
dalje i dublje leZete vanjske nivo plohe traZene figure u ravnoteZi. One
¢ine jednu krivulju slitnu paraboli, €ija najdonja totka reprezentira
traZzenu figuru u ravnotezi. Time je naden jedan veoma vaZan kriterij
figura u ravnotezi; one su obiljezene minimumom apsolutnog iznosa pa-

rametra. Dakle, na povrSini svake figure u ravnotezi mora derivacija =

nestati:

df_ 253 k] e
ada-.—15ps— -4—2 —14p'+45=0 (7)

JednadZba (7) se moZe shvatiti kao jednadzba za & i dodati kao 9.
jednadZzba Helmertovom sistemu. Eliminiramo li time jo§ d iz ostalih
jednadZbi, tada ostaje 9 parametara kao funkcija preostala Cetiri: E, a,
Mie
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Ovaj novi sistem ima sada za zadanu masu Zemlje E samo viSe ¥ ® rje-
Senja i daje sve sferoidne figure u ravnotezi, Uvrsti li se hy = 0, tada
moraju rezultirati Mac Laurinovi elipsoidi. Da je jednadzba (7) stvarno
puno vrijedna zamjena za nedostaju¢i uvjet ravnoteZe, moZe se pokazati

na slijedeéi naCin. Uvrstimo li na lijevu stranu trete jednadzbe (8) vri-
jednost, koja vrijedi za s ve homogene elipsoide

n=p—w) -

dobivamo
-~ 138 ,
=pt it

i nadalje se dobiva iz 6. jednadZbe poslije lake transformacije, poznati
Mac Laurinov uvjet

w? 8 4

| ]
oxkio 15" 35" (8b)

Primjena sistema (8) na homogene Mac Laurin-ove elipsoide daje:

et - Lot
3 K= tlopopl); b W= K (1o )
&ﬁkzi-:f 'b-E=%="g‘f"’+%§ﬂ‘ SR
o 'mi““ Fp+BAN 2 ha=f=0
— ak : S=}_ 2
: %_““m) R 2
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Za ispitivanje opsega postignute koncentracije mase u nekoj hetero-
genoj figuri u ravnotezi naro€ito su pogodni sferoidi najvete koncen-
tracije mase., Njih dobivamo iz Helmertovog sistema, ako uvrstimo
K =D = y = 0. Na taj se natin reducira sistem na 7 jednadzbi za 10 pa-
rametara.

1 p=dpt 3t

2. §=KE (1-2p-2p)

3 E=2m +bpt

ek fegt) ol

5. Be= 9 :

Lo v L (1
s TE= e
1%‘%"&""%““""‘

Veliko znaCenje jednadzbe (7) leZi u tome, §to se ona moZe postaviti
posve opéenito za sve sferoidne figure u ravnoteZi; ona je posve neovisna
o zakonu gustofe i to ne samo u smislu neovisnosti poznavanja doti¢nog
zakona gustofe nego i u mnogo Sirem smislu vaznosti za sve moguce za-
kone gustoée. Naprotiv svaka nehomogena figura u ravnoteZi ima svoj
strogo individualni zakon gustoée. Ako je na primjer pomoéu E, ®, K i D
neka od tih figura jednozna¢no odredena, tada su odredene ne samo slo-
bodna povrsina, veé posve razumljivo takoder sve unutarnje nivo plohe
i nakon gustoée. Za homogene elipsoide je uspjelo, zahvaljujuéi najjedno-
stavnijem zakonu gustofe ¢ = const, formulirati uvjet ravnoteZe mate-
matski korisno, Da li ée se uspjeti izraziti ovaj uvjet za sve heterogene
figure u nekoj ovisnosti medu Helmertovim parametrima 2 reda, € i |,
veliko je pitanje. Radi toga omoguéuje, jedino dokazano svojstvo mini-
muma parametra, numeri¢ko racunanje figura u ravnotezi.

Uslijed jednoznacCnosti doti¢nog zakona gustofe pojavljuju se i Sto-
kes-ove konstante u novom svijetlu. Mi smo vidjeli, da povoljni sistem
Stokes-ovih elemenata opéenito ne daje nikakovu figuru u ravnoteZi, nego
samo jednu njenu vanjsku nivo plohu. Prema tome postoji u unutrasnjosti
povrSine S kod zadane brzine rotacije, samo jedan jedini raspored mase
u ravnotezi, ali osim toga i mnogo drugih rasporeda koji ne ispunjavaju
uvjet ravnoteze. Ukoliko se misli samo na figure u ravnoteZi, tada su
Stokes-ove konstante posve neovisne od paznavanja zakona gustoCe,
ali one integralne varijante za razlitite, raspodjele gustoée u unutraSnjo-
sti, kojih tada nema. Mi veé znamo da je K diferencija glavnih momenata
tromosti, prava, Stokes-ova konstanta. Ipak je zapravo posve razumljivo,
da sami momenti tromosti uglavnom bitno ovise o rasporedu masa. Za
momente tromosti jedne sferoidne figure u ravnoteZi dobivaju se raz-
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mjerno jednostavno klasi¢ne priblizne formule, kod zanemarivanja Cla-
nova 4 reda.

Ts

A=t fgrtie - R ()
0 L] . ..[10"

Te

3
.y b o M (D (4 58
C._ﬁ;-,'! S?r dr + ol BT-(F'" )d.'r-
L] ]
Ako se nadomjeste unutarnje sferoidne nivo plohe odnosno plohe jedr}ake
gustoée, kuglama radija r istog volumena i ako ro predotuje odgovarajuéu
povrsinsku vrijednost. U tim je izrazima drugi integral radi

To

Ao

sigurno Stokes-ova konstanta, Pomo¢u poznate transformacije od Ra-
dau-a, (1885) mozemo predo¢iti takoder 1. integral dovoljnim priblizenjem
kao funkciju E, ro, u i €, odakle slijedi, da su sami momenti tromosti pri-
blizne ili takozvane »quasi — Stokes-ove konstante«, na pr.

c=telf-4f35-1 +dm-%)] o qm)

To medutim ne stoji u protivrje¢ju s gore utvrdenom ovisnoS¢u mo-
menata tromosti od rasporeda masa. Jer (12) vrijedi samo za figure u
ravnotezi i zbog toga govori, da su momenti tromosti priblizno Ciste funk-
cije Stokes-ovih elemenata i kao takovi su nezavisni od poznavanja
strogo individualnog zakona gustote. Mogucnost jedne takove predocbe
je, dakle, upravo obrnuto jedan dokaz za jednoznaCnost zakona gustoce.

Spojimo li (12) sa pribliznim odnosom

s £2)
C—A K 2(1%—— ,,J‘

B2 TEs a0 (a3)

to se dobiva za reciproénu vrijednost dinami¢ne sploStenosti vazna for-

mula - \
2_ /5¢
€ _]_'__5V2-;i_.1
C—AT =i 4%

koja se moze zato iskoristiti, da se izratunana geometrijska sploStenost
iz tofnije dinamicke sploStenosti, pomo¢u empirijske vrijednosti
€ = 0.00346788. Pomo¢u Bullard-ove vrijednosti dinamitne sploStenosti
1:305,59 dobiva see 1 :u = 297,49, koji je rezultat veoma blizu istini.
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Osim dosad promatranog niza figura u ravnoteZi sa zajednickom vanj-
skom nivo plohom ima jo§ mnogo drugih. Na primjer, moze se izvuéi od
oc? homogenih elipsoida linearni niz, ukoliko se jedan fizikalni parametar
drzi konstantan, kao na pr. niz (») onih Mac Laurinovih elipsoida, koji
svoj obrt dovrSe u jednom zvjezdanom danu. Iz 2 fizikalna parametra
dobiva se jedan Mac Laurinov elipsoid, iz kojega izlazi linearni niz hetero-
genih sferoidnih figura u ravnotezi, za koje su uvijek konstantna ta oba
parametra. Mi Cemo izabrati niz (®, K). Jednostavno razmatranje poka-
zuje, da u tom nizu s razlikom momenata tromosti takoder ova sama, a
time i dinamicka sploStenost mora biti konstantna. Ovdje momenat tro-
mosti C nije nikakova Stokesova konstanta u smislu integralne varijante,
Sto nije uocljivo medu parametrima Helmertovog sistema jednadzbi. Mi
se moramo zbog toga orjentirati na homogene elipsoide, kod kojih se C
moZe izratunti zahvaljujuéi poznatom zakonu gustoée. MoZe se pokazati,
da se u nizu (K) brzina rotacije mijenja od figure do figure s C i obrnuto
u nizu (C) s K, dok se u nizu (0) C i K zakonito mijenjaju. To isto bi mo-
ralo vrijediti posve razumljivo takoder i za heterogene nizove figura.
Time istovremena konstantnost K i @ u nizu (®, K) ima nuZno za poslje-
dicu konstantnost C. Nizovi (w, K) i (w, C) su prema tome identi¢ni. To
Jje za teoriju normalnog sferoida od fundamentalnog znacenja.

Za nas interesantni niz (0, K)= (o, C) poéinje s jednim Mac Lauri-
novim elipsoidom osi a = 5819.4 km i splostenosti 1 = 1 : 305.1 i prostire
se teoretski u beskonanost. To je omoguceno na taj nacin $to je rastuca
koncentracija masa prema teZiStu povezana sa snaznom ekspanzijom fi-
gura. Radi ograniene to¢nosti formula (9) ne moZe se naravno, daleko
slijediti. Upadljivo je polagano poveéanje splosteriosti. Na dalekom putu
od homogenog polaznog elipsoida do normalnog sferoida Zemlje koji, kao
Sto emo naskoro vidjeti, mora na osnovu definicije pripadati ovom nizu,
poveCava se sploStenost usprkos pove€anja osi od 559 km samo od 1 : 305
do 1:297. Izratunamo li jo§ figuru :a = 6800 km, 1 =1 :283,2, to se
moZe ispitati opseg ve¢ postignute koncentracije masa, t. j. s. vanjskom
nivo plohom rotirajuce materijalne totke u jednom zvjezdanom danu u
visini a = 6800 km. Za taj sferoid dobivamo splostenost u = 1 : 477.8, §to
govori, da koncentracija masa relativno lagano napreduje. Takovo uspo-
redenje je opCenito veoma vaZan kriterij za raspored masa. Poklapaju li
se osovina i sploStenost sferoida najveée koncentracije masa za istu brzinu
rotacije s geometrijskim dimenzijama povoljne figure u ravnotezi, tada
je to jasna uputa (dokaz) na jednu veé daleko napredovalu koncentraciju
masa. Postoji jo§ jedan drugi kriterij za to, naime razmak jedne figure od
omotne plode sferoidne figure u ravnotezi.

Ako su osovina i sploStenost konstantni, tada nastaje niz figura, koje
se u naSem koordinatnom sistemu preslikavaju kao paralele s hp,. osi.
Polazeé¢i od odgovarajuéeg komogenog elipsoida (a, #, hyy = 0) raste u tom
nizu s apsolutnim iznosom parametra |f[ = -i—s ( 5—: =g ]kako ¢ tako p, dok
K trajno opada. Grani¢na figura u omotnoj plohi je tada odredena izrazom
K = 0. Budu¢i da se ta vrijednost prirodno moze posti¢i kod potpunije
koncentracije masa, u kom sluaju nema viSe ni jedne figure u ravnotezi,
to ¢ se svaki beskonalni niz poslije nekog stanovitog pribliZzenja omotnoj
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plohi povu¢i duZ nje u beskonaénost, Spomenuta grani¢na figura za neki
zadani par vrijednosti a i u je, dakle, izraZena jednadzbom

Cunax = (20— ) — | Ke - g0 ¢ (15)

Za gornju figuru je &= 420617 X 10~¢%, dok posljednja formula daje
maksimalni iznos 71 4634 X 108, Stvarno se pokazuje da se nalazimo jo§
daleko ispod omotne (obuhvatne) plohe.

Mi smo vidjeli, da je svaka figura u ravnoteZi jednoznatno odredena
saEiS = (a, u, hy). Obrnuto kod problema normalnog sferoida treba tra-
ziti oblik. Mi moramo zbog toga normalni sferoid Zemlje definirati osim
pomocu E s tri odgovarajuce izbarana fizikalna parametra. Izmedu njih
mora u svakom slucaju biti brzina rotacije. Buduéi da nadalje kod neuzi-
manja u obzir vanjskih sila obrtni impuls ili momenat rotacije mora
ostati ®C, mora se ukljuiti u definiciju kao drugi parametar glavni
momenat tromosti C. :

Treci parametar Ce biti obzirom na svrhu vrijednost potencijala geoida
Wy. Mi éemo, dakle, definirati:

»Normalni sferoid Zemlje je ona sferoidna figura u ravnotezi Zemljine
mase, koja ima sa stvarnom Zemljom zajednitku brzinu rotacije, glavni
momenat tromosti C i vrijednosti potencijala geoida. Rotacioni elipsoid
koji ima s tim normalnim sferoidom iste osi je srednji Zemljin elipsoid
i sluZi kao referentna ploha za velike triangulacije i Zemljino polje sile
teze«. :
Od nabrojanih parametara je samo brzina rotacije zadana empirijski:

®=7292116.10~™ sec™?; w? = 5317 496 . 10—15 sec—2 (16)

Umjesto momenta tromosti C, koristimo vrijednost, koju je izratunao
Bullard pomoéu konstanata precesije, za dinami¢nu splostenost:

(C— A):C = 0.0032 7236 + 0.00000059 = 1 : (305.59 = 0.03) (17)

Umjesto u poCetku nepoznate mase Zemlje, upotrijebit ée se Heiske-
nen-ova vrijednost sile teze na ekvatoru, podeSena za internacionalnu
formulu za normalnu vrijednost sile teze, koja je veé¢ naravno umanjena
za 12 mgal, da se veé sada priblizno eliminira pogreSka Potsdamskog si-
stema sile teze:

Yo = 978.037 gal (18)

Kao zamjena za takoder prvotno nepoznatu vrijednost potencila Wy sluZi
os ekvatora:
a = 6378 290 m, 19)

koja je vrijednost moguce jos za nekoliko desetaka metara prevelika.

Sa zadanim podacima dobiva se neposredno & = 34 6782.10-%. Jer
dinamiCna sploStenost nije parametar sistema (8) mora se u toku racu-
nanja zamijeniti veli¢inom K, Sto je moguce povratkom na homogeni »0-
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lazni elipsoid niza (®, K)= (, C). Postavljeni sistem (9) se dopunjuje za
Mac Laurin-ove elipsoide, dvjema jednadZbama

ol = e ke P R
C—5-Ea, (C—A):C=u 2 (20)

i na taj nacin dobiva iz zadane dinamitke sploStenosti geometrijsku splo-
tenost polaznog elipsoida pe = 32 7773.10~% i iz drugog oblika 6. jednad-
7be (9) os elipsoida ae = 5819 462 m, ako se za masu Zemlje u 1. pribli-
Zenju upotrebi »internacionalna« vrijednost E = 5976,505.10* g. Treca
jednadZba sada daje K = 44 328,86.10'° cm?, odakle se, s osi (19) dobiva
kao statitka splostenost normalnog sferoida 108963.10—°. Na taj nacin
ulazimo u sistem (8) i dobivamo iz tre¢e jednadZbe geometrijsku sploste-
nost normalnog sferoida 33 6267.10~% i nastavno s (18) iz druge jednadzbe,
drugo pribliZzenje za masu Zemlje E = 5967,2591.10** g.

Ponovi li se ¢itavo ratunanje s tom vrijednosti, tada se dobiva u
treéem priblizenju E = 5976,2594.10** g tako, da je iduce priblizenje ne-
potrebno. Dakle, prema tome dobivamo u zatvorenom sistemu za geome-
trijske i fizikalne podatke normalnog sferoida Zemlje:

B — 5976,259- 10%g ; W, = 62638115-10*cm*sec—?
K — 54327,64-100cm® ; s — 108960+ 10~

om—55168; E—346782-10~%; 0=} 146410~
©=17292116-10~sec™ ; - = zvjezdani dan

v, =978,037gal ; f =529391-10-%; B,= 1 3614-10—* (21)
a—6378290m ; n=2336267-10°=1:297-383
f=—421-10"%; hp=—6,72m

Pomoéu prve formule (20) moZe se ovaj sistem joS dopuniti:

C = 80 954,90.10*“ gem?®; (C— A) :C = 1:305,59
A = 80689,99.10 g cm?; (C— A)=26491g cm?® (21a)

Kona¢no se dobiva za teoretsku vrijednost. sile teze na normalnom sfe-
roidu:

Yo = 978,037 (1 + 0,00529391 sin®@ — 0.0000 0903 sin® 2¢) gal . (22)

Ona se moZe veoma lako preracunati na rotacioni elipsoid istih osi, srednji
Zemljin elipsoid, ako se reducira s poznatim gradijentom slobodnog zraka:

— 0,3086 . 6,72 = — 2,2281 mgal
Na taj se nacCin dobiva:
Yo = 978,037 (1 + 0,00529391 sin®*p — 0.0000 1164 sin® 29) . . 22a)
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Jo§ moramo ispitati, koliko se taj rezultat moZe smatrati nehipotetski.
Od uvrstenih veli€ina E, o, C i W, prema definiciji normalnog sferoida,
Je neposredno empirijski zadana jedino brzina rotacije. Vrijednost C se
zamjenjuje pomocu dinamitne splostenosti statickom sploSteno$éu. Nu-
merifku je vrijednost dinamiCke sploStenosti izratunao Bullard koriSte-
njem vrijednosti mase Mjeseca po Spencer-Jones-u (m—! = 81.27 4-0.021)
iz presecionih konstanti (5493,156” 4 0.175”). Nesigurnost lezi uglavnom
u masi Mjeseca, koja e se moéi u skoroj buduénosti kontrolirati pomoéu
staza (putanja) umjetnih satelista. Pomocu njih se dobiva bitno bolja vri-
jednost za statitku sploStenost, nego se dosad mogla izradunati iz ne-
Jednakosti Mjesetevog gibanja. Teoretska ovisnost izmedu statitke i di-
namicke sploStenosti moze tada biti iskoriStena za ispitivanje MjeseCeve
mase. Kod tog se pitanja radi, dakle, samo o empirijskom poveéanju to¢-
nosti, a nikako ne o hipotetskom elementu. Nasuprot tome, sadrZi zamjena
mase Zemlje s vrijednosti sile teze na ekvatoru i zamjena vrijednosti po-
tencijala s osi ekvatora hipotetske elemente, koji se mogu iskljuéiti samo
zajedni¢kim odredivanjem normalnog sferoida i geoidnih undulacija. U
tom se sluCaju sila teZe na ekvatoru mora dobiti gravimetrijski dok se
vrijednost potencijala bitno ispravnije nadomje$ta zahtjevom jednakosti
volumena. Medutim, ova pitanja ve¢ prelaze temu ove radnje.
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