Ing. ALEKSANDAR MILOSEVIC — Beograd

NAJCELISHODNIJI OBLIK TROUGLA KOJI JE ODREDEN
DVEMA STRANAMA I ZAHVACENIM UGLOM

Novi pravilnik za drZzavni premer u &lanu 63 govori o indirektnom
odredivanju prelomnih uglova i duZina poligonskih strana u vlaku) 3
Razmotriéemo onaj slucaj, gde zbog neke prepreke nije moguée
direktno meriti poligonsku stranu a i prelomne uglove P, i B, , vlaka
(sl 1.), ve¢ ce se te veli¢ine odrediti indirektno pomoéu trougla, u kome

su merene dve strane b i ¢ i zahvaéeni ugao c.

Slika 1.

TraZene veli¢ine odreduju se prema propisima Pravilnika iz dva
trougla kao, proste aritmetitke sredine:

6 _ (v +9) 4-{360° — (B, + ¢,)}
T e e 2 ' ’

By, = P9+ (360" —(y, +4,)) e St
i41 2 b)

&

(1)

gde a; i a;, znaCe vrednosti traZene strane a, sratunate iz trouglova Ii IL
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Kao najcelishodniji trougao smatracemo onaj, u kome ¢ée traZene
veli¢ine a, p i y imati istuili veéu tezinu (istu ili rnanju srednju pogre-
Sku) kao te iste veli¢ine, kad bi se izmerile direktno.

Srednju pogreSku traZene strane a prema formuli (1) obeleZicemo
sa M,; srednju pogreSku te strane sradunatu iz jednog trougla sa m,,
dok srednju pogresku strane iste veli¢ine, direktno merene, sa m’,.

Najcelishodniji trougao biée u onom slu¢aju, ako je zadovoljen

odnos:
M. = L R
i \12 = my (2)

Ako na isti naéin oznaéimo srednje grefke traZzenih uglova piysam,
im ; srednje greske tih uglova ako bi se oni direktno merili sa m; i
m_, onda bi za najcelishodniji trougao vaZio odnos:

m, S m i m, m,

To proizlazi iz ranijeg istaknutog uslova da teZine sracunatih veli-
¢ina budu jednake kao i one direktno merenih.

Postavljeni zadatak se moZe resiti na osnovu razmatranja srednjih
greSaka traZenih veli¢ina a, B i v u trougly, koji je odreden dvema stra-
nama b i ¢ i zahvaéenim uglom .

Taj se zadatak moze reSiti pomoéu tangentnog ili kosinusovog pra-
vila. Odabrali smo tangentni, koji glasi:

5_—'7_‘3_—9 <

tg 2 b+ cCth
Ii.__"'._ (b ¢ e
G =gre g 5 c(:tgz)
Py o
- 2_ -_'900 2

e b—e a
=90 —5 + are ts (5 ot
e bt (2")
b_-FCCth)

DuZinu a raéunamo po sinusnom pravilu:

a
y=190"—, —arc tg(
b i [ -
a=———sina= ——sina
sinf siny

Neka su srednje pogreske direktno izmerenih veliéina m,, m, im_,
Srednje greske traSenih veli¢ina m,, m, i m, dobi¢emo iz totalnog di-
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ferencijala funkcija 2' u kome ¢emo diferencijalne promene zameniti
srednjim greskama t. j.

-V T

Diferencirajmo sada formulu 2' za kut § parcijalno po b, ¢ i « pa ée
parcijalne devivacije u kona¢nom obliku biti:

of  siny

ah A

af sinf

ac a

o __ _ sinfcosy
ga  gina

Ako ove veli¢ine uvrstimo u gornju formulu za srednju pogresku
dobi¢emo izraz za srednju pogreSku kuta f:

el siny m, (smﬁ m, (_si_n_ﬂ CosY m )’ 3
L, ( a ) + } - sin 5 @)
Analogno ovom izvodu dohija se i srednja pogreSka za kut y:
ez smy salnﬁ ' 5 cosﬁsin*g_ )2
By 1/- m ( a °) 1 (__Ein_u = ma) @

Stranu a moZemo izrac¢unati bilo pomoéu sinusne ili kozinusne formule.
Koristicemo za ovu svrhu kozinusnu formulu, pa éemo na osnovu nje
izracunati i srednju pogresku m, strane a.

a= \-’b'* + ¢* — 2bc cos « ' 5)
SOPS [CEN TN AN S

ac ac

gdje ¢emo nakon diferenciranja formule (5) imati:

2a Soals 2a B i 2a b

op — 08V , =cosP i - =bsiny

Uvrstimo li ove vrednosti u formulu (6) dobi¢emo trazenu srednju po-
gresku za stranu a tj.:

m, =+ (cosym )2+ (cospm ) + (b siny m,_ )? (7

Mi smo kod ovog razmatranja postavili uslov, da prelomni uglovi
Pzifis+ treba da imaju istu (ili veéu) teZinu, koju imaju i direktno
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mereni prelomni uglovi. Iz tog uslova jednostavnim izvodenjem dolazi
se do zakljuCka o najcelishodnijem obliku trougla. To ¢e biti onda, ako
je b=c tj. u slu¢aju ravnokrakog trougla.

Dosledno tome kako unutarnji uglovi B, v, i i ¥, tako i spoljni ¢,
o te ¥ i ¢ treba da imaju jednake teZine kao i direktno mereni pre-
lomni uglovi fi—1 i B2 tj

m. l=m';:: m?1= m?_.—_mﬁ]:ma:m

j—

=W, =M, =m, g

U ravnokrakom trouglu bi¢e sada uglovi B i ¥ jednaki, pa ako u for-
mulama (3) i (6) postavimo da je f=y odnosno my,=m.to ¢emo za ra-
vnokraki trougao dobiti:

ey oS G | AP (5 0

2sinc
m, = + |/2 (cos pm,)* + (bsinpm )’ (9)

Preglednosti radi uzimamo da je posmatrani poligon na zemljistu
razreda »B¢, tj. :
a) da su strane izmjerene Celicnom pantlikom od 50 m. poveéanom taé-
noséu (Pravilnik za drZavni premer II deo, ¢l. 7, B, t. 3), dva puta
(Pravilnik II, ¢l. 25, stav [3[), za €iju je razliku propisano dozvoljeno
odstupanje Ay — 0,0025/d’ (Pravilnik II &l 42, s /1/):

b) Da su prelomni i vezni uglovi izmereni s ocenom ¢itanja od 6" u
2 girusa (Pravilnik IT, €. 7, B, t. 2) s dozvoljenim otstupanjem razlike
oba opa%anja, kada je vizirano na znacke, A,— 60" (Pravilnik II, ¢l.
59, 8. /2/, t. 2) i

¢) Da su strane b i ¢ i zahvaéeni ugao «, posmatranog racunskog tro-
ugla (sl. 1), opaZani isto onako i sa istim dozvoljenim otstupanjem
kako je propisano za poligonske strane i prelomne uglove vlaka. (Pra-
vilnik II, ¢l. 63, s/6/).

Za dozvoljeno otstupanje A, _j, razlike dva opaZanja jednake tac-
nosti (I; —1,) neke veli¢ine (ugla ili poligonske strane) uzeta je pri
izradi Pravilnika II trostruka sr. greska razlike (mj, —y,):

Ah—lz 3ml;--h
no kako je:
my, 1, — m,- V2
gde je m; sr. greSka jednog merenja, to se dobije:

Bt E!!__ 1z i All —12 (10)

o Ya.  _3)2



Definitivna vrednost neke veli¢ine iz dva merenja jednake taénosti

(]; i 1;) izraCunava se po formuli proste aritmeticke sredine L= 13:;‘—1—’
stoga je srednja greska definitivne vrednosti:
m
My = =
L v2
gde je m, sr. greSka jednog merenja. Zamenom iz form. (10) imamo:
Ay
My, = —T (1)
Znacéi, da ¢emo za izabrani primer imati:
Gl AR o
m,—m’g= el P -+ 10

gde m’; znaéi sr. greSku ugla p ako bi bio direktno izmeren dva puta
i za definitivhu vrednost uzeta prosta aritmeti¢ka sredina i

=Bt _ 20 vp. TR L AR Vi
m="F=:1310 Vb; m', =+ & 10 Ya

Ovde su strane a i b izraZene u metrima, koeficient ima dimenziju
dim [265 10—*‘} =m%, a m’, je sr. greSka strane a, ako bi bila direktno
izmerena (dva puta i definitivna vrednost sradunata po formuli proste
aritmeticke sredine). Za najcelishodniji trougao je:

B L et Y 25 -a Y
M.-—Vé-—m,— g 107*Va (12)
i jos
mpg = :l: 10”
Zamenom gornjih veliina za m, i m, u formulu (8) imamo da je
108 _ p(s08. 25, g0y yi) 4 1(10) .
Go) =2(22B- 2. 104 v8) + 1 (50 8)
U ovu formulu uvrstit éemo da je:
AP
42 Sin p=K
e : : i (105)'_ Nk
i izracunati da je K — 12501 o7 ) = 50,7695 - 10
Kako je u ravnokrakom trouglu
s
~ 2cosP



to ¢e se zamenom ove veli¢ine u izrazu za K kona¢no dobiti da je:

cos’p + 2aKeosf—1=10 (8”)
Iz ove formule se moZe sada izracunati strana a t. j.
S _1 == cos*f
~ 2Kcosp

gde je dim [a] =m, a dim [K] =m™!

Prema formulama (9) 1 (12) imamo da je:

_\2 2

2(cos{3 - 2-35 2104 b) ~+ (bsinfm, )2=2 (265) 10—%a 9)
N ovu formulu uvrstit ¢emo sledece supstitucije:

1) B R A — cos*f ey T (Ji)]z

o e 20051_} 3 zatll - @ mw] e

"2Kcosp
pa ¢e nova formula glasiti: :
cosif —1,5cos®p — 0,5¢cos'p + 0,25 =0 (9")

Ovu jednaéinu nije potrebno reSavati ni grafi¢kim niti kojim drugim
na¢inom. Skoro na prvi pogled se moze uoéiti, da je njen realan koren

0 < cosp < 1.
za cosf = 0,5 biée fp = 60" = «

To znali, da je za zadate srednje greske m, = + 10" i m,=
12
76
vrednost:

10— |'b najcelishodniji ravnostrani trougao, ¢ija strana ima

_ sin60°

R 147,Tm

Izvr8imo kontrolu, zamenivii u form. (8) i (9) sledece velic¢ine:
B=60°; a=b=147Tm; m.= +10" i m, = + 25 104 \[’147,7 =
= -+ 50,6-10~*m

Ako je dobar rezultat izvrSenog ra¢unanja, treba da dobijemo prema (12)

m = 410" i Mﬂzv'f‘—és w’, + 50,6 - 10—*m

|/ 5 (0,866 W T




10) =+716-10"*m

— .V 2(0,5-50,6 - 1042 - (147 7-0,866 - -

m, 716
Y2 " V2

Iz prednjeg ramatranja videli smo da za zadate srednje greske
direktno izmerenih strana i ugla (m, i m,) postoji samo jedan trougao
¢ija oba sradunata traZena elementa (a i ) imaju istu teZinu kao da su,
direktno izmereni. To je za zamljiSte razreda »B« ravnostrani trougao
¢ija je strana a = 148 m.

U Pravilniku II (¢l. 16, s /1/, t. 2). propisane su ekstremne duZine
poligonskih strana: mind = 50 m i maxd = 500 m.

Treba jo3 da vidimo, koji trouglovi imaju najcelishodniji oblik za
indirektno odredivanje strane a (Sl. 1), koje su kraée ili duZe od 148 m.
Taj oblik imace oni ravnokraki trouglovi, iji ée jedan traZeni elemenat
(strana a ili ugao P) imati srednju grefku istu, kao i da je direktno
izmeren, a onaj drugi ¢ée imati sr. greSku manju od one, koju bi
imao da je direktno izmeren. Za strane a = 148 m treba uzeti uslov
mg = -+ 10”, a za a > 148m uslov

M, = 107 = 4+506-10*m = m’,

_m '_!25 —4!7
M v2 ma‘_Islo \a

Izratunajmo koji je najcelishodniji trougao na pr. za a = 50 m.
Formulu (8”) reSit éemo po f i uvrstiti vrednosti za K i aK, pa ¢emo
imati: _ e - ¢
cos p= —aK+ {(aK)24+1 = — 0,254 + |/ 1,0645 = 0,778
=" JHEH . a = 180°— 2f = 102°10
gt 5 5hD

= Zcosp ~ 2-0778 — SuIm

mb=:t'265‘10_4v_£'= +236-10—*m

~:10—4Ya = 4 295-10—*m
m, = -+ 10”
Da bi konstrolisalida li je mg = + 10" i M, = Eg < m’, uvrstiéemo

poznate veli¢ine u formule (8) i (9) i dobicemo da je:

o ¢ 205 00+ L = o



m, = ][2 (0,778 - 23,6 - 10—)? - (32 10,628 10) =+ 278-10"*m

Vidi se da je m,< m’,
Na isti nadin moZemo izradunati koji je najeelishodniji trougao uzima-
juéi duzinu strane a >148m, na pr. a = 300 m. Zato ¢emo koristiti

2
formulu (9), u koju ako uvrstimo za b = - =S = (lé]) dobit

2cos P L

BN

éemo sledeéi izraz
cos®p — (2 -} 0,33846 - 10—2a) cos’f + 0,33846-10—2%a = 0
za a = 300 m bice:
cos®*p — 3,0154 cos’f + 1,0154 = 0

Ispitajmo da li je moguce ovu jednacinu reSiti primenom Karda-
nove (Cardan) formale:

mw=x—f_?mﬂ=x+me
o

+rP—3r(x+r)+s=0
x3—3r'x—2r*+s=0

x3 — 3,0309x — 1,0156 = 0 ; x*+3px+2q=0
p=—10103; q=05078
qa+p<0

Znaéi, ne moZzemo datu jednacinu reSiti po Kardanovoj formuli.

Buduéi da je 'p® > q? ova jednacina ima tri realna korena, te bi
trebalo primeniti reSavanje pomoéu trigonometriskih (ne hiperbolskih)
funkcija. Nas interesuje samo koren za koji je 0 <_cosp <1, zato mo-
Zemo, kao neSto brzu, primeniti Njutnovu (Newton) metodu. Iz date
1
3

jednaéine vidimo da za prvu aproksimaciju mozemo uzeti K; = —
f(x) = x*—3,031x — 1,0156
f'(x) =3x*—3.031
£ (x)
'(x)
X3 =—0333; f(x;)=—0037-+ 1,010—1,016 = — 0,043
f(x:)=0333 — 3031 =— 2,698

Xj ¥ —Xy—
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— 0,043

X2 = —0,333 — —0,349; f (x;) = — 0,043 4 1,058 — 1.016 =

— 2, 698
=—0001; f£ (x,)=0,366—3,031=— 2,665
— 0,001
X, =—0,349 — —2,665' —0,3494
Kontrola:
—0,0427 --1,0590 — 1,0156 = 0,0007 =0
Definitivno:
= —10,3494
_r= 10051
cosfp= 06557; p=49°00;: a =82°00
a 300 25

=2287m; m,="7-10"" {2287 = 1+ 631. 10~'m

2cosf  2-0,656 6

m, = +10"; m’, = 265" 107'Y300 = +722-10*m
KontroliSemo da li je

M, =

m,

V2 m'y i mg<m's = + 10"

Prema (8} AN N

dok prema (9)
= ——Vz 0,656 - 63,1 - 10_‘)+(2287 0,755 - 10)

= 41021-10*m

m, 1021

it L Vz-

Isto kao.za strane a—50m i a — 300m sradunate su traZene veli¢ine
(najcelishodnijih trouglova) i odgovarajuée srednje gredke i za strane
u intervalu d=-50m — d=400m s prirastom od 50m, kao i relativne
srednje greSke strana, ako bi one bile direktno izmerene (dva puta i za
definitivau vrednost uzeta prosta aritmeti¢ka sredina) :

=+722-102 —m,

’

e (13)
a

11



Sve te veli¢ine date su u priloZenoj tablici.

| | b | +m | ‘ |
a a | o 25 s LA
) +m |[M=— 8 — 4 O, | e i
| | »Ta [ a — g 10 Va +ma;i mﬁ.._mm1Mn_ ”:
m ‘ | m | mm mm | mm | .
S e o e TR R e o~ !".T.'....T e P P T a3 i % 1 |
50 102.2°| 82 28 20 | 3,0 107 | 10 16500 |
- " p—— — e — = __—l_ — — e— — - N— i >
a [ - 1
100 | 758 | 81| 45 i 3,2 i 42 10 '| 10 e
— —_ 1 — —-i 1
148 | 60,0 | 148 | 72 51 5,1 10 10 29000
s - ] a0 ¥
200 693 | 176 | 83| 59 59 8 | 10 | 35500
e 1 Ay N | | %] == 1l 1
| | : =
250 | 76,0 | 203 | 93 89 | 6.6 7 | 10 ! 35000
sl Tas A : | — =
300 820 | 229 102 7.2 12 7. 10 42000
PR W A [P Foprrad) ) it
350 870 | 254 | 11,0 7.8 7.8 6 | 10 45000
AL A —— ] - S
400 | 915°| 274 118 83 | 83 [ | 10 5500

U pravilniku II (él. 63, s./4/) propisano je da: »Trougao
kome je indirektno odredena strana ujedno strana poligonskog
vlaka, treba da je priblizno ravnostran. U protivhom ne sme
imati uglove manje od 30° .«

Ake se ovo ne moZe ostvariti, izuzetno se dozvoljava da u trouglu
moze biti i manjih uglova od 30°, ali nikako manjih od 20°. U tome slucaju
ugao manji od 30° mora se izmeriti u dvostrukom broju girusa, propisanih
za odnosnu mrezu. Za zemljiSni razred »B« treba takav ugao izmeriti u -
4 girusa. ’

Izradunajmo srednje greSke mg i M, = a‘; za a=60°,

a=50m i a=300m za zemljiSte razreda »B« (tj. m; = m'p = 410" i
w1 2 s )

6
To je ravnostran trougao (b=a, f=c=60,).
m, = ¢ Vz (933—6 B 10 \,50)+4 (19) = +16" (14)

Vidimo da za «=60° i a=50m je mgz >m'’zs za 60°,
za a=300m i «=60":
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_V 10 vmo) -5-(300 0,866- 10) + 136.10"'m
W, 136

M= —=""=4906-10"'m
¥2 . V2
PR e 4
m,—-ﬁ—-lo V300 = +72-10"'m
M, _96__ 433
m’, T

,—tj. srednja greSka M, je veéa za 33% od sr. greSke direktno
izmerene strane a = 300 m.

Znagi, da bi traZene — indirektno odredivane — veli¢ine (B, B,+1 i a,
sl. 1.) odredili da imaju iste teZine, kao i da su direktno izmerene, za
kratke (krace od 100m) iduge (duze od 200m) strane a, trebalo bi
povecati broj opazanja éak i kada je «=60°, a ne samo kada je
20°<a < 30°

ZAKLJUCAK

Iz prednjeg razmatranja vidi se da su (po Pravilniku II. deo od
1958 god.) dozvoljena otstupanja za merenje poligonskih strana (za ze-
mljiSte razreda »B«) veoma stroga. Na pr. iz priloZene tabele vidimo
da relativno srednje greSke (koje odgovaraju dozvoljenim otstupanjima
za merenje poligonskih strana) za strane — odredene iz dva merenja
d—=—50m, 200 m i 300 m iznose:

1

M0 = 16500
1

Mot = 32000
1

Mrs(m} = 12_0_0_ 0

Medutim, kada je ve¢ propisana tako velika ta¢nost merenja poligon-
skih strana, da bi indirektno odredivanje veli¢ine (strane, prelomi i vezni
uglovi) imale jednake teZine s onim iste vrste, koje su direktno izmerene,
trebalo bi razmotriti i neke druge slu¢ajeve, na pr. : indirektno odredivanje
veznih uglova na nepristupnim triangulaciskim totkama, koji mogu biti
odredivani i iz tri trougla (Pravilnik II, él. 62, s/4).

Napominjemo najzad da bi i za druge potrebe trebalo razmotriti
najcelishodniji oblik trougla, koji je odreden dvema stranama i zahvaée-
nim uglom, na pr.: potrebe izvrSenja triangulaciskih radovz (Pravilnik
I deo ¢l 73, t. 2)
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