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IZJEDNACEN]JE TRIGONOMETRIJSKE MREZE
METODOM PRANIS-PRANJEVICA U DVIJE I VISE
GRUPA PO UVJETNIM OPAZANJIMA

Kako osnovne trigonometrijske mreze, koje se redovito izjednauju po uvjetnim
opazanjima, u vecini sluéajeva imaju velik broj tofaka, a ujedno i uvjeta; to ih mozemo
smatrati velikim trigonometrijskim mreZama. Za izjednafenje jedne takve mreZe najbolje
je upotrebiti jednu od metoda koje uspjesno rjeSavaju problem velikih trig. mreza i daju
strogo ili priblizno rjeSenje. U svakom slu¢aju bolje je upotrebiti onu metodu koja daje
strogo rjeSenje, nego li onu koja daje pribliZzno; iako je za priblizno rjeSenje potreban
mnogo manji broj ratunskih operacija. To slijedi iz toga, 5to se metode koje daju stroga
rjeSenja temelje na teoriji najmanjih kvadrata, dok autori pribliznih rjeSenja odustaju
od teorije najmanjih kvadrata i pronalaze reSenje Sto blize strogom, ali s jednostavnijim
postupkom izjednacenja.

Ovim ¢lankom htio bih opisati postupak izjednacenja jedne trig. mreZe metodom
Pranis-Pranjevié-a po uvjetnim opaZanjima. Ova metoda je jedna od onih, koje daju
stroga rjeSenja, a za izjednafenje velikih trig. mreza pogodna je zbog toga $to se na
izjednaenju jedne mreZe ovom metodom moZe istodobno uposliti veéi broj kalkulatora
I time ubrzati rad. Osim toga radeé¢i ovom metodom smanjujemo broj raunskih operacija,
jer mreZu dijelimo u grupe i svaku grupu normalnih jednadzbi rjeSavamo nezavisno
jednu od druge.

Da bi izjednacili jednu trig. mreZu metodom Pranis-Pranjeviéa po uvjetnim opaza-
njima, potrebno je istu podijeliti u dvije ili viSe grupa.

Kod podjele mreZe u grupe treba obratiti pozornost na tq da u svaku grupu, po mo-
guénosti ude jednak broj uvjeta, odnosno normalnih jednadzbi. Osim toga i uvjete treba
poredati tako, da djelomiéno vezujuéi uvjeti budu pisani istim redom u svim grupama
iz kojih ¢e biti racunati Istim redom moraju biti pisani zbog toga, da bi se izvriilo pra-
vilno spajanje grupa.

Opéim vezujuéim uvjetima nazivamo sve one uvjete, koji ulaze u viSe grupa. Ti
op€i vezujuéi uvjeti dijele se na djelomiéno vezujuée uvjete tako, da u svaku grupu ude
njezin djelomifno vezujuéi uvjet. U djelomiéno vezujuéi uvjet jednog opfeg vezujuéeg
uvjeta dolazi nesuglasica w onakva kakva jest, dok u ostalim vezujuéim uvjetima, istog
opfeg vezujufeg uvjeta, nesuglasica w=o.

Uzmimo na pr. da trebamo izjednaditi jednu trig. mreZu sl. 1. Zbog jednostavnosti
samog postupka izjednaCenja uzmimo da su date dvije tofke i to 1 i 2 (potcrtano), i da
se izjednafenje vrsi po kutevima.

Iz sl. 1. se vidi da ova trig. mreza sadrzi 16 nezavisnih uvjeta i to: 11 figurnih, 4 si-
nusna i 1 uvjet horizonta. To zna&i da bi za izjednaenje ove mreZe veé¢ poznatom me-
todom najmanjih kvadrata odjednom, bilo potrebno rijediti 16 normalni jednadzbi odjed-
nom i izvrSiti 1088 raéunskih operacija.

Medutim, ako bi htjeli izjednaéiti ovu istu trig. mrezu metodom Pranis-Pranjevita
u dvije grupe po uvjetnim opaZanjima, vidimo iz sl. 2, da prva grupa ove mreZe sadrZi
8 nezavisnih uvjeta i to: 6 fiqurnih i 2 sinusna; a druga grupa 5 fiqurnih i 1 sinusni.

Iz ovoga vidimo da je kod diobe ove mreZe u dvije grupe nestalo 2 uvjeta i to; 1
sinusni uvjet i 1 uvjet horizonta za A 9.
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Tako bi za navedeni primjer na sl. 2 osim 8 normalnih jednadzbi u prvoj i 6 normal-
nih jednadzbi u drugoj grupi trebalo rjesiti jo§ dvije jednadzbe koje bi se dobile spaja-
njem obih grupa. Za rjeSenje tih normalnih jednadZzbi Jjedne i druge grupe i spajanja
grupa potrebno je izvrsiti broj rafunskih operacija kako slijedi:

za I. grupu 192
za II. grupu 98

za spajanje grupa 10; dakle ukupno 300 raGunskih operacija.

Iz ovoga vidimo da i za izjednatenje manjih trig. mreza po uvjetnim opaZanjima
ova metoda daje izvjesnu prednost. Ova prednost tim Je veCa Sto je ve€i broj uvjeta u
takvoj mrezi. Samo u slufaju da imamo jednu veliku trig. mreZu onda je neéemo podi-

i I 6 &

Slika 2

jeliti u dvije grupe, nego u tri i vige i time jo$ vise ubrzati postupak izjednatenja, odno-
sno smanjiti broj ratunskih operacija.

Za izjednaCenje trig. mreze na sl. 1. izvrdili smo podjelu u dvije grupe sl. 2. i sada
prelazimo na sastavljanje uvjetnih jednadzbi.
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Kod sastavljanja uvjetnih jednadZzbi najprije sastavljamo figurne, a onda sinusne
uvjete za svaku grupu. Nakon toga sastavijamo opée vezujufe uvjete tako, da za svaku
grupu formiramo djelomitno vezujuéi uvjet kao dio opfeg vezujuceg uvjeta,

Za navedeni primjer na sl. 2. uvjetne jednadzbe prve grupe izgledale bi ovako:

(2)+ 3+ (4)+129) + w1 =0

(1) 4+ (21) +(22)+ (30) + wa =0

MW+ (2)+ (3)+ (22) +w; =0

(5)+ (6)+ (M +(28) +wy=0

(8) 4+ (9)+ (10)+ (27) + wsg =10

(6)+ (T)+ (8)+ (9)+wsg=0
za figurne uvjete, a za sinusne uvjete ovako:

(s - Lou)(3) - Lolb) o Gorera(21) +6rssaa - S22 )(22) 4 S0(29) - is30) ¢ W =0
fd‘! - Dpni”n = O"usﬂ” J‘! I(9J i d'ml(fa)' 0’:";031(27} ‘I‘(O‘.ﬂ-u ‘0’3}(23) Pwy = 0

djelomitno vezujuéi uvjet horizonta glasi ovako:
(27)+(28)+(29)+(30)+0=0; a djelomitno vezujuéi sinusni uvjet glasio bi ovako:

G11) - da12) +dy(3) -R15) ¢ dill0) - g (22) + Iy (29) = Siaf30) ¢ wis~ 0

Uvjetne jednadZbe figurnih uvjeta druge grupe glase:
(19) + (20) -- (23) + wr =0
(17) +(18) - (24) + ws=10
(11) - (12) + (18) + (26) + wg =0
(14) - (15) - (18) + (25) + Wy, =0
(13) + (18) -} (25} + (26) -+ wy;; =0
sinusne uvjetne jednadZbe:

{o‘:y-a’:-m)ﬁﬂ ’f?ﬂr -rz)ﬁ?) + J:u ff.?} -d:(f‘) ¢ J:sm rff)“ (fsnt 'U‘I}ﬂ‘)“ t’l'o

djelomitno vezujuéi uvjet horizonta:
{23) L+ (24) - (£5) + (26) + w3 =0,

a djelomitno vezujuéi sinusni uvjet:

B (1) 4 el16) - S l17) # Lo (18) -y (19) ¢ 20 (20) ¢ 0 =0

gdje brojevi u zagradema oznatuju popravak dotitnog kuta,

J;’ O(;,d: id.

oznatuju promjene logaritma sinusa za 1" cdgovarajucih kuteva, a w nesuglasicu uvjeta.

Zadnje dvije jednad%be u svakoj grupi predstavljaju nam djelomiéno vezujute uvjete
svake grupe.

Djelomiéno vezujuéi uvjeti su usli pisani u obje grupe istim redom kao 5to je prije
navedeno i to: najprije uvjet horizonta, a onda djelomino vezujuéi sinusni uvjet, jer se
oni ratunaju spajanjem obih grupa.

Iza toga bi se presl. na sastavljanje i rjeSavanje normalnih jednadzbi. Eliminaciju
nepoznanica provodimo mii ve¢ poznati naéin, & spajanje grupa treba izvrsiti kako €emo
pokazati kasnije. Nakon sracunatih korelata racunamo popravke v pojedinih kuteva, i
time je postupak izjednaCenja po kutevima zavrien.

Sve ovo do sada refeno vrijedi samo u tom slu€aju, ako je cijela mreZa oslonjena
na dvije poznate trig. tofke, t. j. da mreza treba zadovoljiti samo matematske uvjete.
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Pretpostavimo sada da imamo izjedna@iti jednu trig. mrezu u kojoj, osim navedenih
uyjeta na primjeru sl. 1., imamo jo$ i uvjet bazisa. Uvjet bazisa nastaje onda, ako u
jednoj trig. mreZi imamo izmjerene bar dvije strane.

Ako podijelimo trig. mrezu na grupe tako, da cijeli uvjet bazisa ulazi u jednu grupu,
onda samo u toj grupi dobivamo jo§ jednu uvjetnu jednadzbu. Ako je mreza podijeljena
tako, da uvjet bazisa pripada obim grupama, kao Sto je sludaj prikazan na s!. 3. onda
kod sastava bazisnog uvjeta moramo postupiti drugaéije.

Uzmimo da su nam u trig. mrezi izmjerene dvije strane a i b (sl. 3), i da je mreza
vodijeljena u grupe presjekom kroz totke A, B, C, D i E. Prema sl. 3 vidimo, da ée nam
u ovom slutaju uvjet bazisa biti vezujuéi uvjet. Prema naprijed navedenom ovaj éemo
opéi vezuju¢i uvjet formirati tako, da ¢emo ga razdijeliti na dva djelomiéno vezujuéa
uvjeta i jednoga staviti u prvu, a drugoga u drugu grupu.

Racunajuéi od strane a pomofu numeriranih kuteva stranu b, neéemo dobiti stranu
b jednaku mjerenoj strani, ve¢ neku drugu stranu b. Ovo neslaganje ée nastati uslijed
pogresaka mjerenih kuteva 1, 2, 3, 4 i t. d. Prema tome ée biti:

log b’ =1log a + (log sin 1 4 log sin 3 + log sia 5 - log sin 7 - log sin 9-1
- log sin 11) — (log sin 2 -- log sin 4 -\ iog sin 6 -- log sin 8 - log oin 10 -
- log sin 12)

Ako oznafimo log b’ — log b = wn, a sa (1), (2). (3), (4) i t. d. oznadimo popravke
mjerenih kuteva; onda ¢e analogno sinusnim uvjetnim jednadzbama, uvjetna jednadzba
bazisa glasiti:

A1) -d12) +43(3)-di(6) ¢ 44 15) - (6) o Si(7)-d3(8) ¢ (9) - i (10) +
* Iy (11) - (12) + =0

gdje su

0([: 0('. 0{; ild,

promjene logaritna sinusa doti®nog kuta za 1 sekundu.
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Kako je uvjet bazisa u ovom slufaju opée vezujuéi uvjet, to ¢e uvjetne jednadzbe
djelomiéno vezujuéih uvjeta glasiti: i

A1)-d1(2)sd3(3)-di(4)#0=0 2a I grupu,o
& (5)-d2(6) + &3 (7) ~da (8) 4y () - (10) + oy (11) - Ia(12) + ws = O z0 T.grupu

1 ovdje kako vidimo, nesuglasica we dolazi samo u jednoj jednadZbi, dok u drugoj
umjesto nesuglasice dolazi nula.

Kako se strane (bazisi) u trig. mrezi odreduju tofnije nego kutevi, to ih moZemo
smatrati bespogresnim, odnosno moZemo smatrati da su popravei njihovih mjerenja jed-
naki nuli, t. j. (a)=(b)=0.

Bazisnih uvjeta u trig. mrezi ima toliko, koliko ima datih strana minus jedan.

Do sada smo promatrali slufajeve kada je trig. mreZa, koja se izjednatuje, oslonjena
samo na dvije date totke. Predimo sada na slutajeve kada je trig. mreZa naslonjena na
tri i vie datih tofaka, i kada je umetnuta izmedu ve¢, postojece dvije trig. mreZe. U tom
slufaju osim veé do sada navedenih uvjeta javljaju se joS i fiksni ili geodetski uvjeti
i to: uvjet fiksnog kuta, uvjet fiksne strane i poligonski uvjeti.

Promotrimo sad slufaj pojave uvjeta fiksnog kuta. <

Neka su nam na sl. 4. date tri totke A, B i C i izmjereni kutevi 1, 2, 3, 4it. d, i
neka je podjela u grupe izvrSena tako, da totke B i D pripadaju obim grupama.

Slika 4

U ovom slucaju suma mjerenih kuteva 9, 10, 11 i 12 na totki B mora biti jednaka
kutu ABC, koji je dat razlikom smjernih kuteva strana AB i BC. Kako to redovito nije
slutaj, to moraju kutevi 9, 10, 11 i 12 biti izjednaCeni uz uvjet fiksnog kuta ABC. Prema
tome bi uvjetu fiksnog kuta odgovarala slijedeéa uvjetna jednadzba:

(9)+(10)+wn = 0 za L. grupu i (11)+(12)+0=0 za II. grupu; gdje je wpb=9+10+11+12
— dati kut ABC, a brojevi u zagradama popravci mjerenih kuteva,

Osim toga kod navedenog primjera na sl. 4. javlja se joS i uvjet fiksne strane. Od
zadane strane AB pomoéu kuteva 1, 2, 3, 4 i t. d. mozemo sratunati stranu BC, koja €e
se uslijed pogreSaka mjerenih kuteva razlikovati od zadane strane BC. Oznatimo li ovako
srafunatu stranu sa B'C', a razliku B'C'—BC sa Wb ; onda ¢e uvjetne jednadzbe djelo-
micno vezujuéih uvjeta fiksne strane izgledati ovako:

o (1)-d(2) ‘5{:”}'0{:“) t0:0 = _"'_-yrupu_o
&(5)-di(6) ¢ A(7)-da(8) ¢ wic =0 20 I grupu

Ako trebamo izjednaditi trig. mreZu koja se oslanja na dvije strane na veC po-
s;ojeét; tli'iangulaciju. onda nam se osim do sada navedenih uvjeta javljaju jos i poligon-
ski uvjeti.

Promotrimo sada kako bi za jednu trig. mrezu sastavili poligonske uvjete, uz uvjet
da se ta mreZa izjednafuje u viSe grupa. Ako je ta trig. mreza podijeljena u grupe tako,
da poligonski uvjeti dolaze samo u jednu grupu, onda se to radi na veé poznati nacin.
(Vidi, Abakumov: Visa geodezija II. I. dio str. 91—104). Ako je mreza podijeljena tako,
da poligonski uvjeti dolaze u viSe grupa, onda éemo ove uvjetne jednadzbe formirati na
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isti na¢in kao i u naprijed navedenim slufajevima. Formirati éemo poligonske uvjete
kao opée vezujuée uvjete, a onda ih podijeliti po grupama kao Sto to zahtijeva podjela
mreZe. Kod toga opet treba paziti da nesuglasica w dode samo u jedan djelomiéno vezu-
juéi uvjet, dok u drugim djelomitno vezujuéim uvjetima istog opeg vezujuteg uvjeta
nesuglasica w mora biti jednaka nuli.

Slika 5

Dakle, uzmimo da nam je potrebno izjednaditi jednu trig. mrezu sl. 5., koja se sa
dvije strane oslanja na ve¢ postojefu triangulaciju. Ili ako na pr. izjednatujemo jedan
lanac trokuteva koji je umetnut izmedu ve¢ dva postojeca lanca.

Na slici 5. vidimo da je ova trig. mreza na jednoj strani oslonjena na totke A, B, C,
D i E, a na drugoj strani na totke F, G, H i K, ve¢ postojeCe triangulacije. U ovoj Ce se
mrezi osim do sada navedenih ‘uvjeta javiti joS i poligonski uvjeti, i to: uvjet azimuta a,
uvjet koordinate @ i uvjet koordinate i.

Pretpostavimo da smo ovu mrezu podijelili u dvije grupe presjekom kroz totke k,
e il

Za postavljanje poligonskih uvjeta uzeti éemo najkra¢u hodnu liniju, i to liniju D,
b, f, h i H. Kako iz slike vidimo, ovdje nam se poligonski uvjet javija kao opéi vezujuéi
uvjet. Njega ¢emo podijeliti na dva djelomitna vezujuca uvjeta od kojih ¢e jedan uéi u
prvu, a drugi u drugu grupu.

Slika 6

Uvjet azimuta sastoji se u tome, da se na primjer od zadanog azimuta strane DC
preko prelomnih kuteva hodne linije dobije azimut strane HG. Uvjet koordinata sastoji
se u tome, da se od koordinata totke D preko hodne linije dobiju koordinate totke H,
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I time uz pomo¢ ostalih uvjeta uspostavi potpuna veza izmedu tofaka A, B, C, D i B
i tocaka F, G, H i K,

Ovdje treba posebno napomenuti da se poligonalno izjednatenje triangulacije wvrsi
samo u tom slucaju, ako tocke stare triangulacije, medu koje je umetnuta nova triangu-
lacija, pripadaju jedinstvenoj triangulaciji i imaju jedinstvenu orijentaciju. U protivhom
slutaju, ako totke stare triangulacije pripadaju razliitim triangulacijama sa razliitom
orijentacijom, mora se jedna od datih mreza napustiti, a novu triangulaciju osloniti
samo na jednu mrezu i to na onu koju smatramo toénijom.

Slika 6. prikazuje nam lanac trokuteva, kojim éemo postaviti poligonske uvjete za
izjednacenje trig. mreze na sl. 5.

Objasnimo sada prema sl. 6. kako ¢emo postaviti poligonske uvjete za izjednaéenje
triangulacije.

Date su geografske koordinate ¢ i A tofaka C, D, G i H i azimuti strana DC i HG,
i uvedimo slijedeé» oznake:

za toéku D i’:.'ln.ﬂx
za tocku H P Aw, %ue

s azlt iF Ve 813
za strane za razlike Slring 28 Tazllke  za konvereenci)

duZina meridlijana
L 1] d '. ﬂ AI rt
S ' A A P
8 Ag A e
Se A rt ﬂ Ay f.

Iz slike vidimo da je:

Qg+ lps OAy, +Ag, « 9y -9
ﬂ&.'ﬂa,'d:\, 'ﬁt‘u - An‘a'

top= gy t+1+4-+5+6-+T-+184+19-+20-421-+22--23-1-29-1-30-L- 81 b vy Yo+ vg—yi—4-180
Uslijed pogreSaka mjerenja neée biti ispunjeni gornji uvjeti, nego slijedeée:

(pu-95) -Bg, -Dgs -Dg, -Dg, = wg
{-\n “Ap)-AA, AN AN -AA, - wa

@pg= tpc+1+4+54+6+T-+-18+ 19420421+ 22428 20 +30 431 -+ v -
+¥etvs+ v+ 4:140 = Wa

Dodavsi velitinama /g /AL / «i mjerenim kutevima popravke, tako da W, WL W
postanu jednaki nuli dobijemo tri uvjetne jednadZbe Sirine, duZine i azimuta koje glase:
(1) + (4) + B) + () -+ () + ( 8) +(20) - (21) -- (22) -+ (28) + (29) - (30) - (31) + ay1 +
+ dys + dy; + dyy = Wa

dlg +dlp +dlg, 1dlgp, ~wy
dA A dAr, rdAr, tdAA, =wr

nipadf, tdpytdy » wa

Ovo bi bili opéi vezujuéi poligonski uvjeti za izjednagenje trig. mreZe na sl. 5. Kako
se ova mreZa izjednacuje u dvije grupe presjekom kroz tocke k, e, f i l; to éemo svaki
od ova tri opéa vezujuéa uvjeta rastaviti na dva djelomitno, vezujuta uvjeta, od kojih
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Ge jedan pripasti prvoj, a drugi drugoj grupi. Uvjetne jednadzbe djelomitn i
uvjeta izgledale bi ovako: : ! e

dﬂﬁ *dﬂﬁ - Wy =0
dAAr+dAAs- wr =0
(1) - (4) + (5) +(6) + (7) + (18) + (19) + (20) + dy; -+ €yg— Wa = 0 za prvu grupu, a
dﬂ% * dﬂ?. -0-0
dArs+dAr-0-0
21) 4 (22) "+ (28) + (29) - (30) +- (B1) - dy; +CEys — 0 = O za drugu grupu;
gdje nam je ¢./\q popravka razlike Sirina, d/ A popravka razlike duZina, dy popravka
meridijanske konvergencije i brojevi u zagradama popravke odgovarajuéih kuteva.
Kako kc_»fll izje@naﬁ-:nja triangulacije odredujemo popravke kuteva ili pravaca, to
moramo veliine d/ @ 1/ L ¥ u uvjetnim jednadZbama izraziti kao funkcije popravaka

wuteva ili pravaca. Koristeéi se tu svrhu Gaussove formule za rjeSavanje .oa. 50 yi -
detskog zadatka dobivamo da je: o AR SN

dfiy) ;%'dtogs - Qj’%i'l da’

. & &n ] A .
dfdh)-,?—;dfogs + ﬂ_A%‘g_ do *‘0‘7@-& dn
dly) ';,Ed{ogs + -ch.rﬁg" da + f'jﬂ " dgn

gdje je Mod=log e=0,434294  modul Briggsovih logaritama
By -g-9

I’ B-ot
%.M

konvergencija meridijana

2
ﬂfﬁ-

S ]

¢* = 206 2648

Uvedemo li slijede¢e oznake:

IA'_ ‘A_A‘I_ ¥ f"
P'F.% i 3Hed ¢ " " Med

P.'."%‘z lgan 2" ax ?”' % ; f"l—‘#—“" -
- *. - 2‘ -
s - —#bf i e f""nz?n
onda gornje jednadZzbe poprimaju ovakav oblik:
d{dy)-P'd!ags + p'da”

d(AA) - g'd logs ﬂ_g'du'ag"df.
d(p)=r'dlogs+rida’+ r*dgn
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U ovim jednadzbama potrebno je d log s, da i dg izraziti pomofu popravaka kuteva
Hi pravaca. Za nas sluéaj na sl. 6 imamo da je-
sin 3
8, =DC
sin 4

gin 1-8in2-sin 9 - sin"13

=" gin 4-sin 10- sin 14 sin 18
sin 31 - sin 33 - sin 26
= "sin 30-sin 25510 22
2 sin 32
=m0

Ako logaritmiramo ove jednadZbe dobijemo:
log 8, = log DC - log sin 3—Ilog sin 4
log s, = log DC+1log sin 1--log sin 2—1log sia 4 + log sin 9 —log sin 10+
=+ log sin 13—log sin 14 —log sin 18
log 8;—=1log GH—log sin 22—log sin 25--log sin 26 —
—1og sin 30 - log sin 31--log sin 33
log s;=1log GH—log sin 30 log sin 32
Diferencirajuéi ove jednadzbe dobijemo:
d 109 s.ap,lbl‘ﬁ.l¥]
dlog iz f.(1) +Be(2)-Bu(4)+Bs(9) ~Ba(10)+ B (13) - Ba (15)- P (18)
d {09 53 2 ~Pn(22)-Pas(25) + P (26) ‘.ﬁu[-w) * B (31) + Pas(23)
dlog Su=-fsu(30)+By(32)
gdje je B promjena logaritma sinusa pri promjeni kuta za jednu sekundu.
Iz slike 6. vidimo da je:
olpscaloes
dipr dpelehe5ebe7+ 8- 180
i,r;r oL - 23'23'30'31"&“:
olunr ooy ~31-K, - 180
Ako diferenciramo ove jednadzbe dobijemo:
d (1)
dag (1) +(4):(5)+(6)-(7)+ d 1.
dotgn=-(28)~(29) -(30) - (39)- d & -dF.
d‘al =-f“)‘dr|
Diferencijal Sirine za sredinu strane triangulacije dat je slijede¢im izrazima:

dt. . 448},
)
d Tas s diAr)« g!!__
dre: dir)ed(im) 4R
dta . dise) « diar)-dian. L8



Kada sve ove formule uvrstimo u uvjetne jednadZbe djelomitno vezujuéih uvjeta
(vidi stranu 43) dobivamo uvjetne jednadZzbe u kojima kao nepoznanice dolaze popravke
renih kuteva, a koje glase:

a1+ 8,2 +0s@)+a,@®..........=wg
by (1)+by(2)+bs(8)+bg(4) . . ... .....=WL
e (1)Feca(2 Fc3(8)+(c)g(d) . ... . ... .—=Wa

Time smo obradili sve uvjete koji mogu doéi u obzir kod izjednacenja trig. mreze
po kutevima u dvije grupe. Ako se radi o izjednaéenju trig, mreze u viSe od dvije grupe,
onda je postupak isti samo $to se svaki opéi vezujuéi uvjet ne dijeli na dva djelomi¢no
vezujuéa uvjeta, nego na toliko koliko ima grupa kojima taj opéi vezujuéi uvjet pri-
pada. Osim toga slobodni &lan w jednog opteg vezujufeg uvjeta dolazi samo u jednu
uvjetnu jednadzbu tog opfeg vezujueg uvjeta, dok u ostalim uvjetnim jednadzbama
istog opéeg vezujuéeg uvjeta dolazi da je w = o. Sva ostalo ostaje isto kao i kod izjedna-
Cenja trig. mreze u dvije grupe.

IZJEDNACENJE PO PRAVCIMA

Kod opaZamja se neposredno mjere pravci, a velifina kuta se dobije razlikom mje-
renih pravaca. Girusna metoda, a takoder i Schreiberova metoda mjerenja kuteva nakon
stajaliSnog izjednafenja, imaju oblik mjerenih pravaca. Prema tome je pravilnije da se
izjednatenje triangulacije ne vrSi po kutevima, nego po pravcima. Ovdje ¢e sada biti
objasnjeno kako se vrsi izjednaCenje trig. mreZe metodom Pranis-Pranjevica u vise
grupa po pravcima. Za tu svrhu uzmimo opet istu mreZu kao na sl. 1. samo Sto ¢éemo
u ovom slufaju numerirati pravce sl 7., a ne kuteve kao na sl. 1.

!l

\ l ></
5 B g

Slika 6

Iz slike 7. se vidi da je za izjednafenje ove mreZe po pravcima potrebno odjednom
rjeSiti 15 normalnih jednadZbi (15 nezavisnih uvjeta) i to: 11 figurnih i 4 sinusna. No
ako tu istu mrezu Zelimo izjednaéiti metodom Pranis-Pranjevi¢a u dvije grupe po prav-
cima presjekom kroz totke 8, 9 i 4; onda ¢ée nam, kako se iz slike vidi, prva grupa sa-
drzavati 6 uvjeta i to: 4 figurna i 2 sinusna; a druga grupa 4 uvjeta i to: 3 figurna i 1 si-
nusni. Iz toga vidimo da nam je pri podjeli mreZe u dvije grupe nestalo pet uvjeta i to:
4 figurna i 1 sinusni. Oni uvjeti koji su ostali prilikom podjele mreze u grupe ostati ¢e
svaki u svojoj grupi, a oni uvjeti koji su nestali uéi ée u izjednacenje kao opéi vezujuéi
uvjeti. Pri podjeli mreZe u grupe sl. 8. treba paziti da grani¢ni obostrano opaZani pravci
budu podijeljeni na dva jednostrana pravca tako, da jedan od njih ude u jednu, a drugi
u drugu grupu. Na taj nadin jedan pravac dolazi samo u jednu grupu i dobiva popravku
samo iz jedne grupe, a veza medu grupama ostaje i dalje dobra, jer nigdje ne ostaju
oraznine.
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Prema tome za slucaj izjednadenja trig. mreze sl. 8. uvjetne jednadzbe za prvu

grupu glase:

7 S| 4
'\ i T ¥ 10
]
0
R R SR LU
Slika 8

~(2)+(3) - (4)+(6)- (37)=(38) - W, : 0

(1) «(3) - (&) +(5) ~(29) +(30) - W1: 0

-(€) +(8) - (9) +{10)- (36) +(37) - W = 0

=(7) +(8)-(9) +(1)-(12) «(13) *Wa =0

- )+ ea@) = o () (o ) (9) - es (6)o( i - o) ()

- o (37)+ o (38) + W, = 0

- e (8)+ (s Gu)(7)- Bonl®) - D (D) +(en® )10 - oo (19)- dal42)
o« Qo (1) +(ace = i) [44) *We =0

za drugu grupu glase ovako:

= [45)+(16)-(17) + (19) -(20) «(29) s W, < 0

~(48)+(13) -(20)+(22) ~(33) +(38) * Wy <0

~(22)+(23)-(24)+ (25)~(32)+(39) - Wy =0

(o= O (A7) + Ay (18) - Ty (19) = e (20) +( e * Frane) (24)- i (22)
- o (33) + s (34) +[duons '01:-»”35] W, :0

Djelomiéno vezujuéi uvjeti za prvu grupu glase ovako:

-(5) +(6) +(29) +(34) -(37) * W =0
- (40 +(11)-112) *(14) +(36) - Waa =0

- (14) “Wa +0

-(3) «Wa <0

() s doa(2) o (e - B () # dral Do + Ioa)(6)- e (7) - dua (13
(n+ G (18] S (23) - e (30) - For(31) (Ghm + o) (37)
+n-w(38)*Wa =0
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a za drugu grupu ovako:

-(28) +0:0
-(35) <00
(46) -(17) +(12) - (34) +(35) +0 = 0
-(25) +(26)-(27)+(28)+(32) ~0: 0
(15 + Fonese [24) *Ms s * diva) (22) - v (29) - Frven (28] + (i + dicac) (29)
e (26)- Funera{27) + Fiaea (28)  0: 0

gdje brojevi u zagradama oznatuju popravke odgovarajuéih pravaca, a 6 sa indeksom
cznacuje nam promjenu logaritma sinusa pri promjeni kuta za jednu sekundu.

Kako vidimo i ovdje su nam slobodni €lanovi w vezujuéih uvjeta usli samo u jednu
grupu, dok smo u drugoj grupi umjesto velicine w pisali nulu. Sve ostalo ostaje isto kao
i kod izjednatenja mreze po kutevima. Uvjetne jednadzbe fiksnih uvjeta formiraju .e
na isti nacin kac i kod izjednafenja po kutevima, samo s tom razlikom Sto se nume-
riraju pravei, a ne kutevi. Kod podjele mreZze u grupe treba paziti na to da graniéni
oravei, ako su opazani obostrano, budu podjeljeni na jednostrane i svaki da pripadne
jednoj grupi, a ako su jednostrani, onda svaki takav jednostrano opazeni pravac ulazi
samo u jednu grupu, dok u drugoj grupi na tom mjestu ostaje praznina.

Mislim da ¢e iz svega do sada recenog biti jednostavno formirati uvjetne jednadzbe
fiksnih uvjeta, ako se izjednaCenje vrsi po pravcima.

Nakon formiranja uvjetnih jednadzbi prelazimo na formiranje i rjeSavanje normalnih
jednadzbi i spajanja grupa,

Pokazimo sada kako se vrdi spajanje grupa.

Uzmimo na pr. da nam jednadzbe popravaka (pogresaka)

I. grupe glase ovako: a II. grupe ovako:

la® lki.b.k‘.cﬂk‘.dIkl'zck’. -k-° Ik“’hqhq . " ' g e A " '
ek b oG-k s Ko ke ok bR A
b2 il e gl L Lo W Gk buky <Coke <y« e s K Gk
W @k, buke e oo oduk e ek of ks og-ke <hka e Gkebiok, S v ko ok - gk

Kako vidimo u ovim jednadZbama nepoznanice korelata Ky, K, K3, Ky i Kj pripad_aju
pPrvoj grupi; Kg, K, Kg i K¢ pripadaju drugoj grupi; a Kyg, Ky i Kq2 ratunamo spajanjem
grupa, dok ostale nepoznanice ratunamo svaku u svojoj grupi.

Gornje uvjetne jednadzbe treba rjeSiti uz uvjet da bude [vv]+[v'v'] = minimum.

Uz uvjet minimuma dobiti éemo normalne jednadzbe, koje ée za prvu grupu glasiti
ovako:

[aalk.-[ab]k, « [aclk,+[ad]k. Jaek, .[q{]k..laq]k. -[ah]k. S
[bb)k, +[belk, - [oalk, [belks[of]k [k -[h]k e we 0

leck, -[edk [celk. - [eflk. -[cgk. fehlka - w0

[ddk. {dek, <[dfk..-[dglk. -[dh)k.-w.-0

[ee]k, -[cﬂk.oleq]k,.[eh]k,. W0

[P0k e f gl fhlK e wers

[qglk.-[ghlk+ o <0

[hhJK s Waro



a za drugu grupu ovakn:

[aalk,-[ablk, - [acTk, -[adk, -[aelk. -[af Ik [agha s w <
R T WO T T O

[echk. [edlk [cekaelcf K. s[cghkasw, -0
[d'd]k.-[&c]s..[&ﬂh..[cﬂj}‘ ‘W, 10

[eek.fef k. [eglka- o w0

[Ff Tk ff qlkas waro

[gghka-o o

Iz gore pisanih normalnih jednadzbi vidimo da nam slobodni €lanovi wyg, Wiy 1 wyg
ne dolaze pisani u obe grupe nego samo u jednoj grupi, jer su to nesuglasice vezujuéih
uvjeta, a u drugoj grupi umjesto njih piSemo nulu.

Ova dva sistema normalnih jednadzbi rjeSiti éemo na taj naéin da u svakoj grupi
eliminiramo nepoznanice koje dolaze samo u toj grupi, odnosno, u nasSem slucaju, u
prvoj grupi eliminirati éemo nepoznanice Kj, Ko, K3, Ky i Ks; a u drugoj grupi nepo-
znanice Kg, K+, Kg i Kg.

Na taj nacin dobili smo dva nova sustava normalnih jednadZbi koji u sebi sadrie
samo zajednitke nepoznanice obim grupama, a glase ovako:

za prvu grupu, i: za drugu grupu.
[H-S]k-'[f‘]-s]k.-[fh-s]k, “Wa 510 [?-'Ct*]k-*[t}'-&}k. [egt]k, “Woaht0
[ggs)k. -[gh slka -w.s00 [JF - lkae[fg 4k warseo
[hh-s)k 4 swa 550 [gg 4ka w.asro

Kako vidimo ove jednadZzbe u sebi sadrzavaju samo one nepoznanice koje su za-
jedni¢ke obim grupama, odnosno nepoznanice Ko, Ki; i Kio. Ako sada zbrojimo koefi-
cijente pred istim nepoznanicama dobiti éemo jedan novi sustav normalnih jednadzbi,
koji kada rjeSimo dobivamo rjeSenja ista kao da smo cijelu trig. mrezu izjedna@ili u
jednoj grupi.

Ako uvzdemo slijedeée oznake:

[§5-5)+[ees)[AA); [fg o] ef o) [AB): [ghs)-[eq4-[AC]
lag-[f5- 4] (B8] [gh-sJ-[fg-4]-(BC]: [nhs)-[gq-4)-[CC]
oS Wad s W 5 wousewn b s W, i wosow, o0 W,

onda nakon zbrajanja koeficijenata pred istim nepoznanicama dobivamo jedan novi sustav
normalnih jednadZbi koji glasi ovako:
[AAJ..-[ABlk.-[ACTk .- W. -0
[BB]kq.[ac]k- ‘W| ‘ﬂ
[CCKk o -W, -0

Kada rjeSimo ovaj sustav normalnih jednadzbi dobivamo zajednifke nepoznanice
obim grupama Kjg, Ki; i Kj2; koje kada uvrstimo u prvu i u drugu grupu dobivamo
ostale nepoznanice: Ky, Ko, K3, K4, K5, Kg, K7, Kg, i Kg. Nakon toga prelazimo na racu-
nanje popravaka v svake mjerene veliine po formuli:

e Vn = an K1 + ba ka+ ¢n kg + dn k;'-"- Enkg*i—fu Kio+ gn kyy -+ hn kg
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I na kraju, a 5to sluzi kao kontrola, raéunamo veli¢inu [vv]+[v'v'], a koja glasi:
[vv]+[v'v]=[kw].

I. Primjer: Izjednafenje trigonometrijske mreZze metodom Pranis-Pranjeviéa po
Jdvjetnim opazanjima.

Izjednacenje po kutevima.

352

Slika 9

Rezultati mjerenja su slijedeéi:

:,::i, Opaiani Kut |B7% | Opaioni ket m Opaian: kut
1| a5 247 3677 | e | e[ 35 3279 | 15 | su'| 59] 2949
2] % a6 sam [ o[ cofoo| 06| w| 79 [ 03] o7m
3] 6| 50| 1042 | 10| 84 | 00| 1735| 17| 34 | 22] 5706 |
4] selos| waso| | | s8] onss| 18| as | 35| eer
s|106]33] 2800 12| 35| s2| s1s8] m| 35 [s9] 2445
6] 37/ 05| Moo | | 95| s3] 233 20] 73 | | 2058
7 M| W &0 hAd 50| 17 3302 2] 3 | 8 59,50

. Podjela mreZe u grupe je izvrSena, presjekom kroz trig. totke 84 KriziSce, 279
Klupca, i 358 Glavat, kako prikazuje sl. 10.

Ako bi ovu mrezu izjednacili odjednom onda bi imali broj uvjeta kako slijedi:

svih uvjeta 9
figurnih uvjeta 7
sinusnih uvjeta i
uvjet horizonta 1

Kada ovu istu mreZu podjelimo u dvije grupe prema sl. 10. onda dobivamo slijedeéi
Jroj uvjeta:

I. grupa 3 figurna uvjeta
1I. grupa 4 figurna uvjeta

Kako vidimo podjelom ove mreZe u dvije grupe nestala su dva uvjeta i to: sinusni
ivjet i uvjet horizonta. Prema naprijed navedenom se vidi da ¢ée nam u ovom sluéaju
£ao opéi vezujuéi uvjeti u izjednafenje uéi sinusni uvjet i uvjet horizonta.
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Sastav sinusnog uvjeta

sin 1-8ln 3-8in 5.8ln 7-5in 9-s8in 11-s8in 13
sin 2-8in 4-sin 6-s1n 8-sin 10-sin 12-sin 14

84

352

J
358 358
Slika 10
| 4 | | [ |
ff:f,{ Kut | Logsin |PP v e Kut Log sin PP 1"
1 | |
‘ 1| 25215677 06318448  444| 2 | 9946 4131 | 99036436 |—36
| 8 | 56 50 10,12 = 9.9227823 | 13,8 4 | 44 06 4330 | 9.8426489 | 21,7
| 5 | 108 33 28,90 | 9.9768092  —9,1 6 | 37 03 31,00 & 97800520 | 27,8
| 7 | 41484840 | 98239352 | 235 8 | 80353279 | 9.9999890 0.1
' 9 | 60001908 99375538 121 10 | 84001735 | 9.9976182 2,2
(11 | 70500015 | 99756266 73 12 | 35424188 | 07661942 | 223
13 | 9553 2320 = 95977013 K —321 14 | 50173302 | 90861048 | 175
‘ 9.266 2532 i | | | 9.267 2517
W=+415
Uvjetne jednadzbe
1. grupa II. grupa

(1)+(2)+(15)+6,85=0
(3)+(4)+ (16)+0,78=0
(5)+(6)+(17)—3,53=0

(D) +(8)+(18)+5,15=0
(9)+(10)+(19)—2,75=0
(11)+(12)+(20)+1,87=0

(13)+(14)+(21)—5,35=0

Uvjetne jednadzbe djelomitno vezujuéih uvjeta.

15)+(18)+(17)+0=0
44,4(1)+3,6(2) +13,8(3)—21,7(4)—7,1(5)—27,8(6) +15=0

(18)+(19)+(20)+(21)+0=0

23,5(7)—0,1(8) +12,1(9)—2,2(10) + 7,511)—29,3(12)—2,1(13)—17,5(14) +0=0
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Zatvaranje trokuta i rafun sfernog ekscesa
F;ckc % 1093—%7 109-_,:—,“ log ll;n:
. 3 log sin< log a log sina
';‘ ¥ log 5tn8 log b log—2+
: 5 log sins leg ¢
180-¢ W 5-(180-€) log &
> =1 4,19 108 0,06 245
8217 | 9 | 60 |oo| mos| 393 755 412 863 8, 14 889
8279 |19 | 35|59] 2415] 976 910 3,96 018 9 93 755
8 307 [ 10 | 8¢ |00| 1735] 999 763 418 871 140 507
178 (59| 5756| 180°00' 00°31 | w=- 275 9 49 151
436 478 0,17 607
8358 | 7 | 41 |48 | 4840| 982 393 4 18 871 860 465
8279 |18 | 48 [35] 44 64| 987 510 4 23988 9,82 393
8217 | 8| 89]35] 3278 999999 4 36 477 140 507
180 00 | 0583| 180°00' 0068 | W - +515 985 365
438 796 0,02 319 ;
4 360 5 1108 | 33| 2890| 997 681 4. 36 477 8,30 780
8279 |17 | 34 [22] 5706 975 183 4,13 979 9 97 681
4358 | s | 37|03 3100| 978 005 b 16 801 140 507
179 |59 | 5696 | 180°00°00°49 | w+-353 968 968
494 523 007 722
§ 352 3| 56 |50]| 1012] 992 278 4 16 801 832 543
8279 |16 [ 79103| 0781 999 202 493 725 992 278
§360 | 4 | 4% 06| 4330| 984 265 L0B 788 1 40 507
4180 [ 00 ] 0123 180°007007%5 | W= -0,78 365 298
4 45603 0,36 815 ’
8y 1| 25 | 21| %77| 9,63 185 4,08 788 881 832
8 2718 15 | 54 | 51| 2949 994 264 436 864 963 185
8 352 2| 99 | 46| 4131 999 365 i bk 968 140 507
180 | 00 | 0757] 180°00'00°72 | w~ - 685 985 524
445 198 0,00 230
8220 | 13| 95| 53| 2320 9299 770 4 kk 968 8,53 566
8279 | 24| 33| 48| 5950| 9,74 549 4 19 747 9,99 770
4 34 14 | 50 [ 17| 3302 988 611 4 33809 1,40 507
179 | 59| 5552| 180°00°0087 | w- -535 993 833
4356 243 0, 01870 '
2275 |20 73| 48] 2055| 998 130 4 34 373 8 46 669
8920 |12 | 35| 42| 4188| 976 620 4 12863 9 98 130
8307 | 11| 70|59 0015| 997 563 433806 1,40 507
180 | 00 | 0258| 180° 00° 00"71 | w- - 187 9,85 306
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Koeficijenti uvjetnih jednadzbi

I. grupa
a b c h ] s
'l .q * bl b 45 %
1 * 9 -1 . 1]
3 -1 *138 188
L] +q 217 =247
s -1 S e R <
: .1 -278 | -268 |
5] e .1 - 20
% ‘1 =1 * 20
1 : -1 -4 + 20
Wi +685]| <078 | -3.53 + 15 £
II. grupa
d e f g h J s
o (M -235 <245
8] -1 91 ] -09
9 “q +121 =134
10. .1 - 22 - 12
i *q - 75 . B3
12 .4 -28% -283
13 .1 - 21 | -1
1% .9 -475% -165
18] -4 4 + 29
19 .4 .4 +20
| 20 -1 -4 +20
21 - q . 4 +20
Wl -515 -275 =187 -535
Formiranje normalnih jednadzbi
I. grupa
a) b) c) M 41 w 3]
[al 300 » 400 1-4800. |-685 |.s8as
[b| +300 +400 |-79% |-078 [- 312
[cl=300 [+ 100 [-3is0 | -355 [-344
[h][* 300 ) D |+ 6,00
(71-24830] - 1500 |-38390
II. grupa
dl | e | g1 9] h) | I w 5
El +30 2 . . 2100 1-2340 f-545 J.3355 |
le] -300 : =100 f-990 |-275 [-m45
If 300 * 400 [-2200 | -187 [-1613
[gle300 [ -100 [-4060 |- 535 |- 20,95
th[ - 400 + 8,00
(7 [s 192595 +14765 |




Eliminacija nepoznanica i ra¢unanje korelata

I. grupa II. grupa
h3) 33 w3 s3] h4] i4] Wb 54
[h [ s20001 |- 47334 [- 3686 | -400m0 [h - 26668 |- 2765 |- 03600 - 57933
- L+ 26668 |- 276
[3 2270971 - 336015 2038 Tase ldlemapmg ] 533308 [oa370068
Spajanje grupa
A B] | W s}
[AL-ssees |- 10552 [ 100 [- soo55 |
B L-3635.469% |- 1853464 |+ 35405582
Rac¢unanje popravaka v
I. grupa
K |-31565 |- 01957 [.16957 [-020% [.g0s0»
ak, bk, cky, | hK, iK. Vi Vi
1_|-31563 +2233% | -092% | 0sste
2. |-3,1563 ~01811 | - 29752 ] apsm
3 - 0,1957 <04951 | w0484 | 02484
4 -0,1957 -40915 | - 12872 | 16589
5. - 16937 -035M | - 43366 | 17865
3 - 156937 - 15983 | « 0295 | o872
15 | - 3, 1563 * 0,206 - 2,957 87425
% -0,1957 +0,2046 - 00089 | 00001
17 - 16937 | +0,2046 - 18983 | 36035
L' 257088
II. grupa I
K | -2.172 | .06825 [-0,3226 [ -2.0837 |-02046 |]-00503
dki | eks | Ske | ok, | hK, | sK. Vi Vi
7 |-24772 =181 |-09%3% | 09sez
8 |-2m72 - 00050 |-24822 | 4720
3 +0,6825 + 06086 |~-42911 | 16670
0 + 06825 -0107 |- 05718 | 03270
" - 0,5226 03672 |+ 00446 | 00020
17 - 0,3226 -44758 | - 1794 | 3227 |
3 * 2,037 - 0405 | - 493841 | 37562
1k, » 2 0437 - 08805 | + 14634 13535
18.]-21772 « 02046 - 19716 38872
@ -.06825 - 02046 - 0887 | 07870
20 - 0,3226 *0,2046 - 080 | 00438
7 +2,0427 | - 02046 < 22483 | 50549
L. asoems
Kontrole ra¢unanja
[vvl=[vv]; + [vv]y; =51,8267 — [kw] = 51,6242
2 2 2
W2 [weel] | [wy- 2] We o [wse1]  [we-2]
fyv] =i e, — +

S o e e
[aa] [bb-1] [ece - 2]

[wz-3]" s [wa-1]°

[gg- 3]

[AA]

[dd]

[BB1]

[ee - 1]

=51.6165

[££ - 2]
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Kontrole ra¢unanja

Racunanje definitivnih Zatvaranje figurnih uvjeta
vrijednosti kuteva

o ’ " o ”

" - = 1. 25 21 5580 3.56 50 1062
Myereni kut | " | Popr. kut 2.99 46 3833 4. 44 06 42,01
1.] 25 21] se77]-092 | 25T 24 5585 | 15. 564 51 26,54 16. 79 03 07,82
2| 99 [46] w31 ]-2% | % || 38%] * =— 180 00 00,72 ¥= 180 00 00,45
3| 56 [ 20| r002]-050] 56 [ s0] 1062 > . ; i
% | &b | 08| 4330|129 | v& |06 | 4201 2 5
5118 33| 28 =45 |408 |33 | 3024 5. 108 33 30,24 7. 41 48 4740
6] 37 |03 3100|030 | 37 03| M30 6. 3T 03 31,30 8. 89 35 3061
7| 1 [48] 840|100 | 41 |48 ] 4750 17. 34 22 58,96 18. 48 35 4267
883 |35 3279(-218 | 89 [35| 3061 ¥— 180 00 00,50 =180 00 00,68
alco ool 19.06]-129 [ 60 00| 20% i : 3 = ) 2
1084 [oo]| m35] 057 8% [00] 792
[ 70 [ 55| ooss|<00s | 70 [ 58] oa 9.60 00 2035 11.70 59 00,19
w35 [sa] v |- 10035 12 ﬁ—m 10. 84 00 17,92 12. 35 42 40,08
EiﬂﬂJ'*,t, STl aa) - (1900 /60 ‘4308 20. 73 18 2043
1] so 47| 3302]-116 [ 50 | 47| 3418 =180 00 0031 = 180 00 00,70
15] 56 [ 51 2948]-295 [ 5 [ 1] 265 = i
16| 79 [ o3| orst] 00 [ 79 03] o782 ’
A EACE T LAY 13. 95 53 25.14
] o8 | 35] aven]-197 | o8 [35] 4267 14. 50 17 3418
| 35| 59 2115] <085 | 35 | 59| 2208 __21.33 49 0155
20] 73| 18| 20%5)-012 | 73| 18] 2043 = =180 00 00,87
21| 33 [ s8] s9|.225] 35 [as] o155

Zatvaranje uvjeta horizonta Zatvaranje sinusnog uvjeta Zatvaranje sinusnog uvjeta

15. 54—51—26,54 log sin 1 = 9,631 8407 log sin 2 = 9,993 6457
16. 79—03—07,82 log sin 3 = 9,922 7830 log sin 4 = 9,842 6461
s 34—22—58,96 log sin 5 = 9,976 8082 log sin 6 = 9,780 0528
18. 48—35—42,67 log sin 7 = 9,823 9529 log sin 8 = 9,999 9890
19, 35—59—22,04 log sin 9 = 9,937 5553 log sin 10 = 9,997 6183
20, 75—18—20,45 log sin 11 = 9,975 6266 log sin 12 = 9,766 1889
21, 33—49—01,55 log sin 13 = 9,997 7009 log sin 14 = 9,886 1068
X = 360—00—00,01 9,266 2476 9,266 2476

Napomena: U ovom primjeru koeficijenti uvjetnih jednadzbi I. grupe imaju
oznake a, b, ¢; II. grupe d, e, , g; a koeficijenti uvjetnih jednadzbi opéih vezajuéih
uvjeta imaju oznake h, j.

Analogno tome, koeficijenti normalnih jednadzbi 1. grupe oznateni su [aa], [ab], [ac]
td.; H. gru [dd], [de], [df] itd.; a koeficijenti spojenih grupa oznateni su
fAA], [AB] i |BB].

Slobodni ¢lanovi w 1. grupe oznaceni su wy, ws i wg; Il grupe Wy, W5, Wg i wyg; a
slobodni élanovi spoja grupa Wy i Wa.

Nepoznanice (korelate) 1. grupe oznaceni su ky, ks i kg; I grupe ky, ks, kg i kg3
a nepoznanice zajednicke obim grupama Kjp i K.

Popravke kuteva v L grupe imaju oznake vi .; a 1I. grupe vis.

Kako vidimo, u naprijed navedenom primjeru rafunate su sve kontrole da bi se
sventualne pogreske u toku raunanja pravovremeno uklonile. Iz ratunskih kontrola za
fvv] vidimo da je rjeSenje normalnih jednadzbi i ratunanje popravaka v provedeno do-
bro. Kao najbolja garancija za pravilno rjeSenje cijelog zadatka je zadovoljenje uvjeta.
Figurni uvjeti zatvorili su se na veli€inu 1800+¢, Izuzetak &ne IIL i IV. uvjet koji i nakon
izjednadenja odstupaju od velidine 180+¢ za 0,"01. Uvjet horizonta odstupa takoder za
0,701 cd svoje prave velitine, dok je sinusni uvjet zadovoljen potpuno. Nesuglasice
0”01 kod naprijed navedenih uvjeta nastale su kao posljedice zackruzivanja kod racu-

nanja popravaka v.
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1. Primjer: Izjednacenje trigonometrijske mreze metodom l.‘ranls-Pranjévléa po uvjetnim
opazanjima

Rezultati mjerenja su slijedeéi:

Izjednacenje po pravecima

00,00
28,90
16,70

08,32
57,67
25,82

"

00,00
08,15
40,94

"

00,00
10,12

A 360 Tajan

o ’
A 279 0 00
A 358 108 33
A 352 315 53
L A 307 Sv. Ilija
y—=——68 132,12 s Xx=—4 762 151,24 s
A 217 43 21
A 279 127 21
A 220 198 20

A 217 RazZnjié

o
A 307 0 00
A 358 210 24
A 279 299 59

A 382 Kom

Q
A 279 0 00
A 360 56 50
A 84 260 18

18,69

y
A
A
A

A 220
A 279
A 352

A 307
A 217
A 358
A 360
A 352
A 84
A 220

= — 82 885,140

A 358 Glavat

27 45
64 49
106 37

A 220 Likova Glava
. x—=4 '{'(8 560.5“.”’ 8

0 00
35 42
131 36
A 84 Kriziice
o
176 41
227 01
252 23
A 279 Klupca
o
0 00
30 59
84 35
118 58
148 01
252 52
2586 41

37,69
08,69
57,09

00,00
41,88
05,00

"

11,23
44,26
41,02

"

00,00
21,15
05,79
02,85
10,66
40,15
39,45

Podjela mreZze u grupe i numeracija pravaca izvriena je kako je prikazano na sl. 11.
Kada bi ovu mrezu izjednativali odjednom, onda bi imali 8 nezavisnih uvjeta i to: 7
figurnih i 1 sinusni uvjet. No kako je mreZa podjeljena u dvije grupe prema sl. 11,
vidimo da ¢emo u tom sludaju u prvoj grupi imati samo jedan figurni uvjet, a u drugoj
grupi dva figurna uvjeta. Prema tome, znaci, da ¢emo za sludaj izjednadenja ove mreze
Do pravcima u dvije grupe imati pet opéih vezujuéih uvjeta i to: 4 figurna uvjeta i 1 si-
nusni uvjet.
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Uvjetne jednadzbe
I. grupa I1. grupa

(2)—(1)+(21)—(20)+(27)—(26)+0,78=0 (12)—(11)+(14)—(13) +(23)—(22) +1,87=0
( 9)—( 8)+(11)—(10)+(24)—(23)—2,75=0

Uvjetne jednadzbe djelomiéno vezujuéih uvjeta

(18)—(17)+(20)—(19)—(27) +6,85=0 ( 5 =0
( 3)—( 2)—( 4)+(26)—(25)—3,53=0 (15)—(14)—(16) + (22)—(28)—5,35=0
a7) =0 ( 6)—( 5)+( 8)—( 7)—(24)+5,15=0
(25) =0 (28) =)

21,7(1)—14,6(2)—7.1(3) +27,8(4)—61,9(17)+ —51,3(5)+23,5(6)+0,1(7)—12,2(8) +12,1(9) +
+44,4(18)—3,6(19)—10,2(20) +13,8(21)+15=0  +2,2(10)—9,5(11)+7,3(12) +29,3(13)—
—27.2(14)—2,1(15) +17,5(16) +0=0

Koeficijenti uvjetnih jednadzbi

I. grupa
a d (4 f 9 h s

1 -1 217 +207 |

2 1 -4 -1h 6 -14,8

3 .1 =14 - 51

4 -1 «278 | <288

17 -1 -1 =619 | -¢18

18 1 bbb 454

13 ~q - 36 - 48

0] -4 -1 -402 | -102

2] 1 - 438 C 18

25 -1 1

26 -1 4

27| 4 -1

w | 078 +6.85 - 358 i 2 + 15

1. grupa
b e d e § 9 h s
5 .1 -4 - 513 - 513
[ -1 235 +245
7 -1 - 01 - 08
8 -1 -1 -422 -2
i +1 *424 » 434
0] - -1 + 22 - 42
11 -1 -4 - 45 - A5
121 +14 + 73 * 83
A3 -~1 +29% +285
] 1 -1 -272 | -2712
15, -1 - 21 11
16 -1 +175 -165
22] -1 .4
23| -1 -4
24 -1 -1
.1 -4

wl -187 | -275 ' : -535 | -5%
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Formiranje normalnih jednadzbi

I. grupa
a) dit el ¥} g hl | w s)
fa] -600 | -200 | -200 - - 123 | .07 | -552
[dl_+500 . - 4,00 : «997 | <685 » 408,55
[e] -500 4 -400 | -2030 | -35% [- s
[£] =100 . - §1,90 . - 6190
19100
[hlmsm7 | -15% | -7e3751
II. grupa
b] | ¢ | dl| el | f1| gl | W | w |
[bL:6oo | -200 . . -200 - : -3970 | -487 | -3588
[cL +600 : - 200 | #4260 | -275 | -85 |
JdL_s100 . - 4,00 s : :
e - 100 - - 100 | -%1,30 - -5430
[f 500 : +760 | -535 |.425 |
= [g +500 |-6250 | »515 | -6865
[h1:55%57 - - 5528,27
Eliminacija nepoznanica i rafunanje korelata
1. grupa
d1] e1] £1] B h-1] w1 s1]
[d] ~a3334 [ -06665 | -1,0000 ~956004 | 700 | <4057
AREES : 40000 | -24399%6 | -32700 |- 25008
(f (10000 - 61,9000 : - £4,9000
g + 40000 3 5
[h]s 7592, 4950 | 16,5990 | -764 3%0
Eliminacija nepoznanica i racunanje korelata
II. grupa
d2]| e2]| f2]| g2] ha] | w2 52)
[d[_+1,0000 : - 1,0000 : :
[e] - 40000 . - 14,0000 | -54,3000 - 52,3000 |
[FL 232501 | - 02608 | - 57109 | -49923 | - 7703
(9] » 42502 | -6226% | 43527 | ~636500
Ths2738021] 12,1214 | -5291838
Spajanje grupa
Al B C) D] 3] w 5)
|A 55333 [ o6ess | -20008 : 35600 | - 7400 |- 1053772
+ 5333 20000 |- 756996 | - 32700 |- 76,5028 |
[CL-52501 | -02438 | - 676109 | - 9925 |- &9 6029
[D L-52502 [+ 6226% | - #3527 |+ 63 6ta2
[€ [-128830m] -2 7201 |-no508 5802




Racunanje popravaka v

I. grupa
K T-04299T- 93729 [=036%0] ~06126 |-08s89 |-00175
l n-ku de eKl _;K) 9“. hﬁg Yr
1 | +04239 +03798 | 08097
2. | -042% - 0.3640 - 0,255 -13%_
X 00,3650 - 01243 | - 02397
4 . - 0,3640 + 04865 | - 01225
17 137 - 0,6426 - 10833 | ~09014
18 -1.3721 + 07770 | - 05951
1, +43721 - 00630 | 4309
20.) +04293 | -4,3724 - 04785 | - 11207
21.| -042%% * 02615 | - 01884 |
25 -0,3640 -0,8689 - 12329 |
26| -04299 + 03640 +07939
27| -04299 | -413721 +09422
L vi=30602
1I. grupa
K +00591] +01517 | -43721 | -03640 [ ~0612¢ | -0eee9 | -00175
bk, ck, | dK, | eK, | F& | gk hK, Vi
5 * 03640 -0B683 |- 08378 | - 03351
£ -08689 |-04113 |-0457
7 +08689 | - 00018 | -08707
8 -0.1517 -08689 |- 02135 | - 12341
- +0,1517 - 02118 | 03635
10, - 01517 - 00385 | - 04132
# | -0,059 | 01517 - 01663 | -o0737
42 | +0,0591 £ 01278 | - 04869
43| - 0,059 - 05128 | - 04557
15 | +0,0591 -0,6126 - 0,4760 -10295__1
45 +0,6126 - 0,038 | » 05758
16 -0612¢ = 0,3063 | - 0306 |
22 | -0.054 + 08126 - 085835 |
| 25| 00531 | -01517 - 0,092¢ |
24 ~0,4517 +0,8689 10206
[ 2 - 43724 - 06128 - 15847

Kontrole ratunanja:

vv)= LVVJI - ‘"i' = :S.Blﬂl

8.8155

£ ]
u (%50 [ry-2f
["‘I’T;\JL * eyt lec.gj
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Racunanje definitivnih pravaca Zatvaranje figurnih uvjeta

o .

(2 1) 44 06 41,44 (3 2) 108 33 30,19
HJ[;'_P(QVQ; v POP".U'QVGC (27 26) 79 03 07,96 (5 4) 87 03 31,22
35 [ 53] %70 |+ 0p1 | 315 | 53] 1751 _(21 20) 56 50 11,05 (26 25) 34 22 59,08
0lool ooof-105/353]5s9| sgas ¥ — 180 00 0045 — 180 00 00,49
108] 33| 2890 [~ 02+ [108] 33 | 2914 R AR g I
27( 45| 3763 |-042 | 2745 ] 3781 (6 5) 41 48 47,60 (9 8 60 00 20,65
Gk | 49| 08,69 [ +034 | 64|43 | 0303 (8 T7) 89 35 30,69 (11 10) 84 00 17,39
106 | 37| 5709 |- 046 [106 | 37| 5663 (25 24) 48 35 4239 (24 23) 35 59 22,26
20120 1 0815 1+ 087 12702 0302 _ =180 00 0068 ¥ =180 00 0030
299 59| 096 [ -123 | 29959 | 371 o, by = % Wl ar

000] 0oool-03| ofoo| 003
45) 24| 0B32(-0M | &5 |21 | OR21
427) 24| 2567]-007 [127]21 ] 2560 {23 21)

(14 13) 35 42 40,40 (15 14) 95 53 24,81
73 18 19,91 (17 16) 50 17 34,23

_ata‘.;'u‘-.:“aila_«-pﬂﬂ'-snrs-n-ﬁ

198 [20 | 2582]-019 [198] 20| 2601 1z 11) 70 59 0041 (22 28) 33 49 01.88
oloo| oocol-0s5| o0fo0] 0045 ¥ = 180 00 00,72 ¥ — 180 00 00,87
350 2] 4188 |-103 | 35|42 | 4085 o ¥ e
L1811 361 05061058 L1313 0588 (18 17) 25 21 5527
B s o 20 19 9 @ 3858
e - (28 27) 54 51 26,57

252123 | 5102(-060 [ 25223 | 402
260|135 | 1869 [-13 | 260 |15 | 2000

0o | 0000[-442 | 359 (59 | 5888
S S B T Zatvaranje sinusnog uvjeta
286 | 41| 3345|-055 | 286 |41 | 000 lngatn(lz-ll) — 99756268 log 811](14-13):9.7861899
00001-009 [353]59 ] 3381 logsin( 9- 8)==9.9376557 logsin(11-10)=9 9976182
15 <4, ; logsin( 6- 5)—9.8239334 logsin( 8- 7 =9.9999890

35159 2115]+102 35|58 2247
M E o.{;s -1;3 B | 35 | 0856 logsin( 3- 2)=9.9768082 log sin( 5- 4)—=9 7800525

¥ — 180 00 00,72

@

i
=
-1

4
&a

~
(X

o
e

3
-

=
o

. log sin (21-20) — 9 9227835  log sin( 3- 1)—9.8426448

26 56| 0285]-079 |18 | 58] 0n6s

21 11‘9: 01 | 10,68 -:_sl. :195 o | 1160 log sin (18-17)—=9 6318381  logsin (20-19)=—9,993 6455

2a| 25252 | s015 [-498 [252]52] 3817 log sin_g_zs_-m_is‘sm'mg log sin (17-16) = 9,886 1869
3 = 0.266 2468 X =—9.2662469

Napomena: Kako vidimo, i u ovom su primjeru kao i u proslom izvrsene sve
raéunske kontrole tokom racunanja kako bi se eventualne pogreske u toku ratunanja
uklonile. Na koncu, zatvaranje figurnih i sinusnog uvjeta daje nam garanciju da je za-
datak pravilno ijvrsen.

Izjednacenje u tri i viSe grupa

Do sada smo promatrali slufajeve, koji dolaze kod izjednatenja trig. mreZe u dvije
grupe. No, kako se radi o izjednatenju velikih trig. mreza, to ¢e ceS¢i slutaj biti izjed-
natenje trig. mreze u viSe od dvije grupe. Prema tome potrebno je jos obraditi i izjed-
nacenje u viSe grupa.

Izjednatenje trig. mreZe u tri i viSe grupa u principu je isto kao i izjednaCenje u
ivije grupe. Razlika je samo u spajanju_grupa, dok sve ostalo prije spajanja ostaje isto
kao i kod slufaja izjednafenja trig. mreZe u dvije grupe.

Pretpostavimo da nam je potrebno izjednaditi jednu trig. mrezu kao na sl. 12. Za
izjednatenje ove trig. mreZe metodom Pranis-Pranjevica podjelili smo cijelu mrezu u
tri grupe.

Iz slike 12. vidimo da ova mreza sadrzi 12 nezavisnih uvjeta i to: 11 figurnih uvjeta
i 1 sinusni uvjet. Podjelivéi ovu mreZu u tri grupe.dobivamo u prvoj grupi 2, u drugoj
1 i u treéoj grupi 2 nezavisna uvjeta, dok su ostalih 7 uvjeta opéi vezujuéi uvjeti. Prema
tome u prvoj grupi racunati éemo nepoznanice (korelate) ks i ks; u drugoj grupi ratu-
nati éemo nepoznanicu kg; a u tre¢oj grupi nepoznanice kg i kio.

Kako iz sl. 12. vidimo figurni uvjeti numerirani su redom od 1—11, a sinusni uvjet
numeriran je brojem 12. Uvjeta horizonta u ovom slufaju nema, uz pretpostavku da
izjednatenje vriimo po pravcima, a ne po kutevima.
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Formirajmo sada normalne jednadzbe za slufaj prikazan na sl. 12. i objasnimo spa-
janje grupa. Zbog jednostavnosti prelazim odmah na formiranje normalnih jednadzbi
oresko€ivsi formiranje uvjetnih jednadZzbi i prelaz na normalne jednadzbe.

Slika 12

Normalne jednadZbe za ovu mreZzu glase:

[ecTk,-lenk, -lemlk, <fehli.- [eil <lejlha <w -0
(nnks, -[nmlk, - [hk. < [ni ks < [nj ko ~w, <0
[k, [mblk, - [mik, - [milka < 0 <0
[hhk+[heks + gk -wa =0
liik, ;[ij]k. “0 50
lighss
za 1. grupu;

laalk, -fablk, -faflk. -fagk.[ahlk. -[ai K, -[a gk .-w, <0
[bble, fogk. lbglk..-fohlk.  [bilk <[blka - w, -0
) T O

J‘."d‘vlqh]k- gilk. [gjlka - w.z0

J»M‘Ik! ‘[hi]'h '[}lj]ﬂ. -0 =8

il_lt]k. -[iﬂt. W0

Ligha ewase

za IL. grupu; i
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[dd]k, + [de Jk.-fdnk,-idm]k, - [dflk. [dgh.  [dilka - w, -0
[ee]k.-{enlk, femlk,- [eflk.-[eqlk.-fejlka - wa-o

[0 k- lnmk . Inflk. [nglk-[nlka - o <o
[mrrﬁc.-[mj']k.-lmqlk..-[mjhx. *Wa t0

[k lfgka-[filka - 0 o

[gg}h_,.[gj]k. -0 10

[jgka-o -0

za III. grupu

Nakon formiranja normalnih jednadzbi prelazimo na eliminaciju nepoznanica i spa-
ianje grupa. ’ : \

Za na$ primjer na sl. 12. raCunati ¢emo najprije nepoznanicu kis i to spajanjem svih
triju grupa. Za tu svrhu eliminirati ¢emo sve nepoznanice iz svih grupa i u svakoj grupi
dobiti éemo po jednu reduciranu jednadzbu, koja ée glasiti:

[jj-i]k. *Wa'b +0 za 1. grupu
[11 ke +WeaS =0 za II. grupu i
(5.6 - Wk 0 za IIl. grupu

Zbrojima li sada koeficijente pred nepoznanicom kys i slobodne Elanove dobiti éemo
jednu jednadzbu koju kada rjeSimo dobivamo ‘vel’lclnu l_:lg. B0 A :

Iza toga racunamo nepoznanice ky i k; spajanjem L i I grupe. Eliminiravsi iz L i IL
jrupe nepoznanice ks, ks, Ky, ki1, Kg, K7 i kg dobijemo:

[Wh k[ 4k - (g ke w s oo
{eis, [t o wib oo za 1. grupuy, i

bk e Sk i Sho-wed o za 11, grupu
[i6 3k, (i3 aema3 -0

Kada zbrojimo koeficijente pred istim nepoznanicama iz I. i II. grupe i kada u obe grupe
uvrstimo veé srafunatu nepoznanicu ky» dobiti ¢emo dvije jednadzbe sa dvije nepozna-
nice koje kada rjeSimo dobijemo velidine ky i kj.

Iza toga prelazimo na ratunanje nepoznanica ki i ky; i to spajanjem I i III. grupe,
2 onda racunamo k; i kg spajanjem IL i III. grupe. Ova spajanja se vr3e na isti nadin
kao i spajanje I. i IL. grupe.

Sada, kada su sraCunate sve nepoznanice opée vezajuéih uvijeta onda se racunaju
nepoznanice koje pripadaju samo jednoj grupi. Uvritenjem do sada sradunatih nepozna-
nica u pojedine grupe dobivamo preostale nepoznanice koje pripadaju uvjetima svake
nojedine grupe.

Time je zavrSeno rafunanje nepoznanica u viSe grupa. Preostaje jos ratunanje po-
oravaka v, ratunanje definitivnih pravaca, odnosno kuteva i kontrole racunanja. Kontrole

rafunanja za [vv] rafunaju se po istim formulama kao &to je u naprijed navedenim
arimjerima pokazano.
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