Dr. Nikola Neidhardt — Zagreb

Duzina stranice i duzina pomoéne baze
u paralakti¢noj poligonometriji

U broju 9—10 Geodetskog Lista iz 1956 Stampan je originalan i intere-
santan ¢lanak Ing. A. Zlatkoviéa »Odnos duzine strane prema duZini
pomocne baze u paralaktiénoj poligonometriji«.

Sirina ulice kod gradske izmjere katkada uslovi duZinu pomoéne baze b.
Autor se u vezi toga pita, ako se Zeli postié¢i odgovarajuéa relativna toénost

mjerene strane S (sl. 1), koliko dugatka ta strana treba da bude za odredenu
duZinu pomoéne baze b. Uz pretpostavku, da je baza b na kraju strane S i
i okomita na nju te da se paralakti€ki kutevi mjere jednakom toéno¥éu t. j.
da je srednja pogreska m; paralakti¢kog kuta a; ista kao i srednja pogreska
ms paralakti¢kog kuta as, za odnos S i b izvodi formulu:

b w
RS 00 1 - 0 ;
s v (1)
gdje je:
4 0 My )z
2D ] e
e me? ( S

a my srednja pogreSka u duZini strane S.

Na osnovu formule (1) za sluéaj my =ms = 0”5 i m;:S = 1:25000 kon-
struira grafikon (krivulju, krivu), pomoéu koje se moze oéitati, koliki odre-
denom b odgovara S.

Clanak zavr$uje rije¢ima: »Ako prilikom merenja poligonske strane uvek
vodimo ratuna o tome, da veli¢ine strana i osnovice budu u odnosu koji daje
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gornja kriva, cela mreZa ée imati homogenu tatnost t. j. svaka strana ¢e biti
izmerena sa priblizno istom relativnom ta¢no3¢u. Znati da ako pri merenju
jedne strane imamo moguénosti da uzmemo duZu osnovicu, neéemo to uéiniti,
veé éemo uzeti onu njenu duZinu, koju nam daje

§= —b—VK—b‘—’.
2

Na taj naéin postiZemo homogenu tatnost poligonometrijske mreze i pravilnu
raspodelu gre$aka posle izravnanjac,

Neka je na pr. oblik neke ulice takav, da S moze biti ba§ samo odredena
duZina, ali b da moZe biti i duZzi nego li odgovara prikazanoj formuli. Po
autoru spomenutog ¢lanka u takvom slu¢aju ne treba uzeti pomoénu bazu veéu
nego li odgovara formula. Dakle, da ne bi trebalo uzeti veéu pomoénu bazu
ni u sludaju, kad bi takova veta baza — uz isti utro$ak truda, novea i ener-
gije — i poveéala tofnost mjerene stranice S? Ili, u teZnji, da sve stranice
mreZe budu priblizno jednakom relativnhom to&no$¢u izmjerene, da 1li je ba$
opravdano eventualno i manje toéno mjeriti one stranice, koje se bez pote-
skota mogu mjeriti i toénije? .

Pokugati éu na ta pitanja odgovoriti i nesto nadopuniti primjenu formule
i krivulje Ing. Zlatkovica. :

Upotrebit éu slijedeée aproksimacije:

S Loy e e AR e (2)
(/4] az ay az

Premda su to samo aproksimaEi_je, za dobivanje glavne slike mogu da
posluze.
- Uzmimo 1 u formuli (2) konstantnim, a a1 i a2 promjenljivima. Diferenci-
ranjem se dobiva:

dog, e Gat

dS=— —— lp——— 1¢®
a) ar t'.ll2 az K L
dgz__.d"‘-'.s_ ‘EE_‘_S
a2 (/3] -~
dsS d das
= i ST B (3)
a az v -

Relativna pogre$ka traZene stranice S jednaka je zbroju relativnih
pogre3aka obaju paralakti¢kih kuteva.

Posve analogno je na pr. relativna pogreska povrSine P nekog pravokut-
nika jednako zbroju relativnih pogresaka pojedinih njegovih stranica a i b
t. j. ako je:

P=a.b
dP  da db
P TG e
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Ako iz diferencijala u formuli (3) prijedemo na srednje pogreske, dobivamo:

mg* my* + my*
S a® as” W

m”-=\/( L )z+(.m='. ]‘ @)
S ay az

Relativna pogreska mjerene stranice to je manja, Sto su paralakti¢ki
kutevi veéi a njihove pogreSke manje, odnosno, §to manje su relativne
pogreske tih paralaktiékih kuteva t. j- Sto manji su iznosi mi/a; i ma/as.

Opravdana je teZnja za $to manjim srednjim pogre$kama m; i ms, ali jos
opravdanija u konkretnom slu¢aju za manjim omjerima m;:a; i mo: @ T. j.
po mogucnosti bi trebalo manje paralakti¢ke kuteve mjeriti
to¢nijenego li veée. :

Ovo je opet analogno kao kod mjerenja $irine i duzine pravokutnika za
dobivanje njegove povriine. Manju dimenziju t. j. $irinu pravokutnika trebalo
bi proporcionalno toénije mjeriti nego li vetu dimenziju (duzinu), jer je kod
pravokutnika:

dP=a.db+b.da

t..j. pogreska (diferencijalna promjena db) kra¢e dimenzije (Sirine b) mnozi
se s vetom dimenzijom a i tako djeluje na pogresku dP povrine P,

Kad bismo mjerenja mogli vrsiti s razmjerno ve¢im srednjim pogre§kama
m; i m2 a ipak dobivati dovoljno toéne rezultate za traZzenu stranicu, svakako
bi to bilo povoljno. Po formuli (4) moze se to posti¢i tako, da se povecaju
paralaktiéki kutevi,

Paralakti¢ki kut a: povetaje se s poveéanjem pomoéne baze b. Ali isto-
vremeno se smanjuje paralakti®ki kut q. Poveéanje pomoéne baze djeluje
dakle s jedne strane povoljno a sa druge nepovoljno. To je kao prelijevanje
to€nosti s jedne strane u drugu, iz éaSe u ¢adu. A gdje je teoretski najpovolj-
niji odnos?

Opet uzmimo analogiju s pravokutnikom. Formula (4) daje kao neku dija-
gonalu pravokutnika, kome je jedna stranica = , druga TZ . Zelimo da stra-

(441
nice budu uglavnom $to veée, a dijagonala ito manja. Uzmimo, da su stranice
aib, a dijagonala c. Pita se, za ¢ + b = k — konstantno, kada je dijagonala
¢ u minimumu. Uvrsti li se @ = k—b u formulu za dijagonalu pravokutnika:
¢ = a* + b2

dobiva se:

c? = (k—b) + b2
Derivacija po b daje:

—2k + 4b
Minimum nastupa, kad je to nula, dakle:
—k+2b=0
k a-+b
b= R
b=a

¥
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Minimum duZine rezultante nastupa, kad su komponente a i b medusobno
jednake.
Primijenimo to na formulu (4). Dobivamo kao razmjerno najpovoljnije,
kad je:
m '

ay e

t. j. kad se paralakticki kutevi mjere s istom relativnhom toénoS¢u. Ili u
formuli (3), kad je:

day u da»
f11_ 0 w2
Posto je pribliZzno:
== - -1 = 5 -
b 7 S
izlazi:
d ay =‘ - 5 - das

Uz pretpostavku da; = dae izlazi:

odnosno:

ay = a2

Prema tome, ako se paralaktitki kutevi mjere jednakom toénoSéu,
najpovoljnija je duzina pomoéne baze po_.pozna[toj'formuli:

b= Yis !
ili kod 1 = 2m: b}
J

b=Y2s (5)
odnosno kod zadane baze najpovoljnija duzina strane:
- ———————

b? f
"9 (6)
/

U slici 2 usporedene su krivuljé po formuli (1) i formuli (6)- Po formuli (6)
je S to vece §to je baza b veéa i obratno, dok je to kod formule rf) samo do
kulminacije krivulje (1), a kod veéih b treba po njoj uzimati manje S.

Krivulja (1) postize za my=m2 =075 i m,:S =1:25000 za stranu S
svoj maksimum kod b cca 22 m. Zatim naglo pada. Krivulja (6) obratno.
Iza b = 20 m razmjerno naglo raste. Na prvi pogled kao da se te dvije
krivulje iskljuéuju. Ali tome nije tako. One se nadopunjuju. Krivulja (1) u
sl. 2 daje odnos, uz pretpostavku, da je my,:S =1:25000 a m; = mz = 075.
Krivulja (6) daje odnos uz pretpostavku m; = ms bez obzira na relativnu
toénost strane S. Gdje se obe krivulje (1) i (6) sijeku, za pripadnu toéku vrijedi
i za krivulju (6) odnos m,:S = 1:25000. Za sve totke krivulje (6) ispod pre-
sjecidta s krivuljom (1) odnos m;:S je povoljniji, manji od 1:25000, t. j.

S =
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totnost vec¢a, a za totke iznad presjeka ona je manja. Ako se po formuli
(1) konstruiraju krivulje i za slufajeve na pr. ms:S = 1:20000, 1: 30 000,
1:40000 i t. d. (a my = mg = 0”5), dobivaju se dalnje krivulje, koje su tako-
der nacrtane (tanje) u slici 2. Dakle, totke unutar povrdine, §to ju
krivulja (1) zatvara s apscisnom osi (b), daju takav odnos izmedu b i S, da je

[

500 -

S
/
m ®)

him

relativna srednja pogreska stranice S manja od 1:25000 t. j. toénost veéa
od 1:25000. Analogno svaka totka izvan krivulje (1) u sl. 2 daje srednju
tofnost man ju od toga iznosa.

Krivulja (6) u sl. 2 sije¢e ostale krivulje u toékama njihovih maksimuma.
Ona definira te maksimume.

Prema tome, koji bi odnosi izmedu b i S bili najpovoljniji? Uz pretpo-.
stavku, da se paralakti¢ki kutevi mjere jednakom toéno%¢u i da je m; = ms =
= 0”5, a Zzeli se za stranicu S relativna srednja pogreska do 1 : 25000, najpo-
voljniji odnos' je po krivulji (6) sve do presjeka s krivuljom (1). Preko toga
presjeka toénost je manja od 1:25 000. Analogno, ako se Zeli srednja relativna
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pogre$ka do 1:20000, onda po krivulji (6) do presjeka s krivuljom 075 i
1:20000 i t. d.

Sve je to uz pretpostavku my = ms t. j. da se paralakti¢ki kutevi mjere
podjednakom toénoS¢u. A zapravo bi trebalo — kako je ve¢ reéeno — manje
paralaktitke kuteve razmjerno toénije mjeriti nego li vece.

Po formuli (1) krivulje na pr. za my = mg = 1” identi¢ne su s analognim
krivuljama za m; = ms = 0”5 ali za dvostruko manje relativne odnose m;: S.
Krivulja za 1”7 i 1:10000 identiéna je onoj za 0”5 i 1:20000, krivulja 17 i
1:15000 identiéna onoj za 0”5 i 1:30000 i t. d.

Citaoc neka gornja moja izlaganja primi s izvjesnom rezervom. Kod ope-
riranja sa srednjim pogreskama moramo naime biti oprezni. Srednje pogreske
nisu isto $to i konkretne kakove dimenzije, duzine ili sli¢no, koje moZemo po
volji zbrajati, odbijati, grafi¢ki prikazivati i t. d. Srednja pogreSka ima pred-
znak * t. j. uz pretpostavku vrlo velikog broja opaZanja je 68/ vjerojatnosti,
da ¢e konkretna pogreska biti izmedu +m i —m, a 997%0 da ée biti unutar
granica +3m i —3m. Manje pogreSke su vjerojatnije od od veéh, odnosno,
pogreske blizu nule vjerojatnije od onih dalje od nule. Prema tome, ako je
srednja pogre$ka na pr. kuteva u nekoj mreZi recimo * m, znaé¢i, da ima
kuteva, koji su eventualno gotovo i bespogresni, ¢ak i viSe takovih nego koji
imaju ba$ pogresku 6 =m i t. d. Osim toga teorija sluajnih pogreSaka i
zakona njihovog gomilanja i razdiobe bazira uglavnom na pretpostavei, da
nema sistematskih pogreSaka. To gdjekada otupljuje primjenu zakona izve-
denih uz pretpostavku samo sluajnih odnosno neizbjezivih pogreSaka. Osim
toga kod konkretnih mjerenja obi¢no imamo malo opazanja a primijenjujemo
zakone, koji su izvedeni uz pretpostavku vrlo velikog broja ¢ak i beskonaéno
mnogo opazanja (k tome bez sistematskih pogresaka). To dalje otupljuje zakone
sluéajnih pogreaka u njihovoj primjeni. Usprkos svemu tome te zakone pri-
mijenjujemo, jer nam naprosto drugo ne preostaje. Zelim s time istaknuti, da
i problem povoljnog odnosa pomoéne baze i traZene stranice u gornjem slu-
¢aju treba uzeti ne kao ne$to matematski posve jednoznaéno odredeno vet
samo naelno, teoretski, unutar izvjesnih granica, i to uz izvjesne pretpostavke,
za koje unaprijed znamo, da zapravo nikad nisu ba$ posve ispunjene. Napose
to vrijedi za minimume funkecija srednjih pogreSaka. I obitne matematske
funkcije, prakti¢ki uzeto, obino imaju za ekstreme ¢Citave Siroke zone, a
kamoli ne funkcije srednjih pogreSaka, koje su ve¢ same po sebi zapravo
titave zone.

Jo§ ne§to o homogenosti mjerenja, homogenosti mreze i sli¢éno. Smatram,
da je neka mreZa po toénosti homogena onda, kad je mjerena jednakom mje-
rom opreza, podjednakim instrumentom i metodom, a projektirana tako, da u
raznim dijelovima ima podjednake izglede (Sance) na tonost. Mjerenje svake

| mreZe sastoji iz mjerenja niza komponenata. Sve te komponente ne mogu se

mjeriti ba§ s posve istim pogreskama. Ako se neke mogu s istom ekonomi¢no-
%éu mijeriti i toénije tako, da su im pogre$ke manje nego li pogreSke ostalih

' komponenata, treba ih tako i izmjeriti t. j. to¢nije. Mislim, da se homogenost

sistema bitno ne naruSava, ako u njemu ima to¢nijih elemenata viSe nego
li manje to¢nih. Prvenstveno je za homogenost, obratno, mjerodavna tofnost
najnetotnijih elemenata. Stoga i propisi o maksimalno dozvoljenim odstupa-
njima i igraju u geodeziji tako vaznu ulogu. Sto su uZe granice, unutar kojih
leze otstupanja, to homogenija je izmjera.
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