Prof. Dr. Ing. Nikola Cubrani¢ — Zagreb

Srednja pogretka duzine iz polozaja dviju tocaka

U posljednje vrijeme razvila se u geodetskim krugovima u Zagrebu, a i
izvan naSe zemlje diskusija o veli¢ini srednje pogreske u duZini izmedu dvije -
to¢ke, ako je data srednja pogreska poloZaja svake totke. Redovito se kod toga
uzimalo, $to je za ocjenu toénosti najjednostavnije i najprakti¢nije, da su srednje
poloZzajne pogreSke obiju datih totaka A i B, koje definiraju odnosnu duZinu,
jednake t. j. my; = myy, = m,. Kod ovoga moramo odmah naglasiti, da je
srednja pogreSka polozaja definirana izrazom.

e R s (a)

Povod za ovakvu diskusiju je €injenica, da u mnogim geodetskim i astro-
nomskim udzbenicima stoji, da je srednja pogre$ka u duZini izmedu dvije tocke,
koja je svaka data sa srednjom pogre$kom poloZaja m,, izrazom M, = m,,V?.

Ovaj se izraz bez dubljeg ulaZenja u bit stvari jednostavno nameée prostim
zakonom o prirastu pogresaka.

Diskusija, kako kod nas tako i na strani, sastojala se uglavnom u tome, §to
su neki dokazivali, da je M4 = m,, a drugi opet da je M, = m,,ﬁ

Takvih diskusija bilo je u nauénim geodetskim krugovima i ranije o istoj
stvari, doista ne kod nas, jer smo ranije bili na tom podruéju dosta siromasni.
Mnogi pojmovi nisu bili dovoljno jasni. Tako su ti pojmovi u nauénim  kru-
govima prili€no razjadnjeni, generacije, koje ih nasljeduju primaju gotove
rezultate i formule, pa ne ulaze¢i u bit stvari mogu donijeti ponekad i krive
zakljutke.

Ja ¢éu ovdje odmah naglasiti da nema sumnje, i da je po mom misljenju
vet ranije razjasnjeno i dokazano da je My = m,.

Neki nauénici to dokazuju dubokom analizom srednjih pogreSaka i njihovog
postanka na pr. Pinkwart: Zur Definition des mittleren Punktfehlers und der

mittleren Fehlerellipse. Z. V. 1938. st. 5—14. Mnogi, naro¢ito praktiéari, izvode
zakljucak, da je My = m, prosto diferencirajuéi formulu
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Ako sraéunamo parcijalne derivacije imamo

% 2D Xy—zi 2D Ty—2
T e 5 G IS e

i predemo na srednje pogreske:

2 2 3
; T, —zx ; T, —1x - " — ¢
M2, = (#) md,, + (_. T l_) m, + ( Y. = Y, ) m3,, +

2
-+ (——-—-yz = L ) miys

Posto imamo zadano samo m, to moZemo postaviti da je dx, = dy, =
= dx, = dy, = m, pa dobivamo

2D2 > L3 -

Mtf = —'D‘!‘- m=, = 2 m-; :m-p """" [3}

Ja ¢u pokuSati razjasniti taj problem na dva potpuno druga naéina, nego

Sto je do sada dokazivano u geodetskoj literaturi. Za prvi naéin polazimo od

izraza (1). Izvod po formuli (2) moZe i ne biti potpuno ispravan. Naime koor-

dinate x,, ¥,, x,, *, u izrazu (1) nisu nezavisne promjenljive, ve¢ su funkcije
mjerenih veli¢ina.

Ako provedemo zajednit¢ko odredivanje i zajednitko izjednacenje obih

toéaka, onda ¢e se koordinate to¢aka dobiti rjeSenjem normalnih jednadZzbi:

Jag] A x, + [ab]ay, * {gc}ax?. fad] A _,‘2¢ {0( = 0
fob] ax, *[bbAy, fbc]ax) + [bd] A Mo [2]= 0
fac] &x, + [bel Ay, » [ee] sz * [cd) A’E’ vlcll =0
[ad] ax, + o Ay, + [cd] Sx + [dd] Ay, *[al] = 0

gdje Ge. biti = =3Vt AX Jxs =3 + Az

y[ T yol -4 !h y Yo = yCI: =+ Vi | y:

a;, bi, c¢;, di koeficijenti smjera,

li vrijednosti pojedinih mjerenja,
a x% y" priblizne vrijednosti koordinata, dakle konstante, pa éemo nepoznanice
Ax,, Ax, AY, Ay, dalje radi kratkoce obiljeZavati jednostavno sa x, x., y,, ¥..

Sa spomenutim oznakama rijeSivS§i jednadibe (4) dobivamo u ekspli-

citnom obliku:
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gdje ¢e ai,f, yi, &, biti neki koeficijenti, kad se rijese jednadzbe (4). Iz jednad-
zbi (5) vidi se kako nepoznanice ovise od mjerenih veli¢ina. Diferenciramo li
izraz (1), to ¢émo obzirom na (5) dobiti:

1= 2_0;' 2yl v g_% i—;id[* ’ g% A
- g_% g‘k Al ¢ s _._g_% %ﬁ"’ﬂ e '“27..22”"-' &
- 30 2%ag, 80 -g_;:d,*,...,..__ RO,
L 20 2ot 3D g.;idp*,,...,._....g_ig{:d e
Iz (5) sra¢unamo :11‘: s j:;:: TS :!:j
Oznaéimo jfl =Py ;i =fe :fz = Fa :?ri_- : %

te uzmimo da su mjerenja vrSena istom toénostu t. j. dl, =dl,=dl=m
pa dalje prema izrazu (6) predimo na srednje pogredke:

(o< cfb2e 2/cg]F Fp « 2 [ FfiFs
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Odnosno
My = —m; ....... (8)

Izraz 1) Pg, vitiaste zagrade u izrazu (7), dobivamo jednostavnije po formuli:

1— = Fe‘ [F) ' 1]2 [F:: 5 2]2 [F4 . 3}2
"Pa [aa) [bb.1] 3 [cc . 2] B s (9)

Pribrojnici u formuli (9) dobiju se najlak3e, da se numeritke vrijednosti
parcijalnih derivacija F|, F,, F,, F,, upidu pored normalnih jednadzbi (4), te
kod rijeSavanja jednadZbi izvri isti postupak eliminacije kao i sa svakim dru-
gim ¢lanom te jednadzbe. (Vidi Cubranié — Raéun izjednaéenja str. 116—127).

Po formuli (7) odnosno (8) i (9) dobit éemo svakako najtoénije veli¢inu za
srednju pogresku u duzini. No ta nam formula jo§ ne kazuje u kakvoj vezi stoji
srednja pogreska u duZini sa srednjom pogreskom'koordinata, §to nas ovdje
interesira. Mogli bi sratunati srednje pogreske svake od koordinata, a to je
dosta dugatak posao, pa se to u praksi redovito ne provodi, pogotovo kad imamo
ovako odrediti zajedno 4 nepoznanice (kako se zasebno odreduje totka po tocka,
onda je svakako stvar mnogo laksa, pa se ra¢unanja onda i vrse).
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Redovito ¢e u praksi m, biti razli¢ito od m,, no radi jednostavnije ocjene
totnosti ¢esto uzimamo, kao i u naSem sluéaju, da je m, = my, t. j. ocjenjuje
se pogreSka polozaja sa m*, = m®, + m?®,, §to je za samo ocjenu toénosti redo-
vito dovoljno. Uzevsi ovo kao osnovno, moramo sad pravilno ocijeniti srednju
pogreSku u duZini prema izrazu (7). Da bi sam izvod olak3ali uzet ¢emo da se
radi o duzini izmedu dviju totaka, koje se nalaze na podjednakoj udaljenosti
od jedne osi koordinatnog sistema. Neka su recimo obje totke jednako udaljene
od osi y. U tom ¢ée sluéaju biti F, =F, =0, F, = —1, F, = 1, pa ¢éemo prema
izrazu (7) dobiti:

My =m® ([Bf] + [00] —2[B6) ..o (10)

Obzirom na razne predznake, koje mogu poprimiti pojedini £ i 4 bit ¢e [§9]
veoma mala veli¢ina prema dva prva kvadratna €lana, pa moZemo pisati:

My = m* ([Bp] + [60]) = m?y; + m®y,

P g e S N S B b (11)

Totke se najéeS¢e odreduju i izjednacéuju zasebno. Neka je prva totka
(r,,y,) odredena iz mjerenja l,,l,...l;, a drugi iz mjerenja lpiq, liso,. .- lu-
U jednadzbama (5) ¢e tada biti koeficijenti

akiy @kyo ... ay jednaki nuli
Prix Prse .. Pa ” »
71 ve SO » "
G Do e Ok b %

pa ¢emo za dD dobiti prema izrazu (6):

iD=~ (R, + F38)m
‘{5"2 * FZBEJ"”

~(Fie » F2Bcm e e T i ©r
= ('Fa Ser1 * Fba’kri)m

'{F3J/n fF‘JnJm

Predemo li na srednje pogreské i sumiramo dobit ¢emo:

ME - m? (Flcc] + 2 FiF[<8] * K [05]

- Blpg) ¢ 2 Bk fy?] + fe O
Kako mozZemo izabrati totke bilo gdje, izabrat ¢emo ih i ovdje radi lakSeg
sratunavanja da su kado i ranije jednako udaljene od osi y. MoZemo uzeti tocke
po volji prema koordinatnog sistema. Izrazi (5) ostat ¢e isti samo ¢e se mijenjati
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numeri¢ke vrijednosti a;, fi, yi, di. Opet ¢e biti F, = o iF,=0aF,=—1Ii
F, =1 pa iz formule (7)" dobivamo: -

Mo M ABRL TAS) b e =t TS S L e et (10)’
M3, = me_u] o mE”Q = 2 mz,; = 'm’;, ili
Md’ =My T N LI S T = T i S M BT Ay L (11)-

Srednju pogre$ku u duZini strane moZemo dobiti svakako najpravilnije,
ako strogo pazimo na toénost pojedinih mjerenja, odnosno odredivanja koor-
dinata, kako je to provedeno u formulama (7) i (7).

Ako medutim napravimo pretpostavku da je m: = m, i da je m*, = m*, +
+ m2,, mi zapravo zami$ljamo oko totke kruZnicu radiusa m, U svakom
smjeru m, je je isti (invarijanta).

Obzirom na ovo posljednje mozemo za izneseni slucaj i formulu (2 sma-
trati ispravnom) t. j. da su d. i d, nezavisne veli¢ine). Pod tom pretpostavkom
daje nam formula (2) isti izraz za srednju pogreSku duZine t. j. Mg = m, kao
formule (7) ili (7).

Za ocjenu tofnosti pored polozajne pogreske totke imamo i elipsu
pogreSaka.

Izjednaéenjem mjerenja dobivamo definitivne koordinate to¢aka, a moZemo
dobiti i srednje pogre$ke po osi X i osi Y t. j. m, i m,. Ta je ocjena to€na samo
za pogresku po tim osima. Ako Zelimo sra¢unati pogreSku u bilo kojem smjeru
moramo sratunati elipsu pogreSaka, pa ¢e ona karakterizirati veli¢ine srednjih
pogresaka u raznim smjerovima.

Minimalna i maksimalna srednja pogreska bit ée u smjeru © ili u smjeru
© + 90° a sam kut © od pozitivnog smjera osi X dobivamo, kako je poznato,
iz jednadzbe:

2 Q.ry —=2 [ab]

t 2 = P P——————————— e T L0 TmATRERae 12)
820 = 5 G = —(laa]—[bb) (

Poluosi elipse srednjih pogreSaka dobivamo:

Qs T Quy + k
2

Qur T Qp—k
2

A =m? za kut ©

B* = m? za kut © + 90°

gdje je m srednja pogreska mjerenja. Veli¢inu k dobivamo:

1
k= (Qu— Qi #7487 = S22

a Q. @y, @,, su poznati koeficijenti teZina.

Dobivii A, i B i ©® moZemo nacrtati elipsu pogresaka, koja ¢e dovoljno
toéno karakterizirat srednje pogreSke u Zeljenim smjerovima. Elipsa pogreSaka
sa poluosima A i B je zapravo nosioc krivulje pogresaka, koja se dobije, da na
tangente elipse spustimo od ishodiSta okomice p | t. DuZine od ishodista do
krivulje pogre$aka predstavljaju srednju pogreiku u tom smjeru. Tako je u
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smjeru P veli¢ina srednje pogreske jednaka duzini p (sl. 1). Krivulja pogresaka
izvuéena je na slici crtkano.

Sl.1

. Elipsa pogreSaka, a takoder i krivulja pogre3aka postat ¢ée kruZnica kad
bude A = B t. j. prema formuli (12), kad je k = 0 t. j. elipsa pogreSaka pre-
tvara se u kruznicu pogre$aka s radiusom r

m 1
1'=A=B=—_VQ,,+Q .=“_—Vm=,+m‘-’ ....... 15
vz b Vz y { }

Ovdje je otito m, = m, pa iz formule dobivamo, u smjeru osi X ili Y, da
ie r = m, = m,, §to je oéito potpuno ispravno.

Medutim pored ovog uveden je pojam srednje polozajne pogreske defini-
ran izrazom:

TR R AR 5 el (16)

Ove dvije veli¢ine za ocjenu toénosti nisu iste. Sravnjujuéi izraze (15) i
(16) izlazi, da je m, = rV 2. Ova okolnost jest glavni razlog ¢estim razmimoila-
Zenjima i nerazumijevanjima. Imamo dakle dvije mjere za ocjenu toénosti.
Obje su one ispravne. Pravilno su izvedene na definiciji srednje pogreske. Ako
ih pravilno koristimo dobit ¢emo i jednom i drugom mjerom uvijek istu vri-
jednost za veli¢inu srednje pogreske, koja nas interesira. To su dva zapravo
bitno razliéita pojma.

Polozajnu pogresku ili pogresku poloZaja to¢ke moramo shvatiti dvodimen-
zijonalnom veli¢inom, u ravnini. U isto vrijeme dok postoji pogreska totke u
smjeru osi X postoji i u smjeru osi Y. Pogreska polozaja je otito tada rezul-
tanta tih dviju komponenata, sli¢no kao u mehanici kod sastavljanja dviju sila,
s tom razlikom da je u mehanici time dat i smjer sile, a kod pogreSaka smjera
nema, nego je rezultanta odredena samo po veliéini.

Elipsa pogreSaka daje linearne vrijednosti srednje pogreske totke u poje-
dinim smjerovima, jednodimenzionalne — linearne veli¢ine. Tako u smjeru
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totke P srednja pogreSka totke jednaka je veli¢ini p, a u sluéaju kad krivulju
pogreSka predstavlja kruZnica izraz (15) onda je srednja pogreska totke u
raznim smjerovima jednaka radiusu kruZnice r.

Ako je totka P (sl. 1) bezpogresna onda je veli¢ina p odnosno u drugom
sluéaju r srednja pogreSka duzine od P do te totke. Ako je i to¢ka P pogreéna,
pa pretpostavimo i na totka P istu vrijednost za kruZnicu pogreSaka r, dobit
¢emo srednju pogresku duZine M, = r\f2. Dobili smo dakle istu vrijednost za
srednju pogreSku duzine na temelju srednje pogreske polozaja i na temelju
elipse pogresaka.

Poku$at ¢u ovdje iznijeti jo§ jedan dokaz, koji je moZda suviSan, ali je
interesantan.

Ako je dat definitivan poloZaj to¢ke sa srednjom pogreskom polozaja m,
razmatrajuéi problem u ravnini, znaé¢i da pojedinaéni polozaji totke mogu biti
istodobno svagdje na obodu kruzZnice opisane oko definitivnog polozaja totke
s veli¢inom radiusa m, =ym?, + m?, = r y2.

Uzmimo najprije, da imamo dvije totke A i B date polozajem P, i Py, te
da je totka B bezpogreSna a totka A da je odredena sa-srednjom pogreskom
polozaja m, (sl. 2). Duzinu D dobit ¢emo kao razliku polozaja P, i Py, a takoder
i kao aritmetsku sredinu duZine izmedu svake totke na obodu kruZnice oko Pu
i totke Py. Uzmimo da su 1, 2....n polozaji to¢aka na kruznicu oko P, jednako
gusto rasporedeni pod kutovima a,,a,....a, od okomice na spojnicu P, — Pj.
Na taj naéin dobit éemo n pojedinih vrijednosti za duzinu D, odnosno n razlika
A D od aritmetske sredine. Smatrajuéi ove razlike kao pojedinaéne pogreske
u duzini i da je n veliki broj, dobit ¢emo srednju pogresku duzine

[1 D*]

M3, = o a0 5 SR e i gL (17)

Prema slici bit ¢e | D; = — m, sin a;
gdjejei=1,2....n
Ako uvedemo ove vrijednosti u formulu (17) imamo:
e Ao
A m* X sin a;
M= ——
mn
Ako to¢ke na obodu kruznice uzmemo beskonatno gusto za svaki da imamo:
7 sin*a da

M?; = m?, S ——l
r. 1 Sda
o

M3, = m*, _1; [—;— "= i sin 2a ]"

m'  md,
TR g

Kako smo ustvrdili odnos srednje pogreike poloZaja i kruznice pogresaka
thome=mp = erdobivamo za nafe razmatranje

Mﬂl.’ =

My
M.«f:—_ =T

V2
Dobili smo istu veli¢inu koju smo dobili i na temelju elipse pogreSaka.
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MoZemo i¢i korak dalje pa smatrati, da su obje toéke A i B date sa srednjim
pogreSkama poloZaja mq i my t. j. pojedini poloZaji totke A mogu biti svagdje
na obodu kruznice radiusa m,, a poloZaji toéke B na obodu kruZnice radiusa
my, opisanih oko srednjeg poloZaja svake tofke (sl. 2). Uzmimo n pojedinaénih
poloZaja na jednoj i n na drugoj kruZnici rasporedeni jednako gusto i pod
istim kutevima a, dobit éemo n.n pojedinih vrijednosti za velid¢inu D odnosno
n - n razlika 4D od njihove aritmetske sredine. Smatrajuéi da je n . n velik
broj i da su m, i my male virjednosti obzirom na duZinu D dobit éemo srednju
pogresku u duzini

D*
a, - 14D

n-n

i

A SI.2

Pojedine razlike 4D iznosit ée:
— Mg Sin @, + my sin a,

— Mg sin @, + my sin a,
— Mg sin a, + my sin a,

(D _—mgsina, + mysin a,

m, sin a, + my sin a, mg sin a, + my sin a,
— Mg sin g, + my sin ¢,

— myg sin ay + my sin a,

My sin ax + my, sin a,
Ako kvadriramo izraze za 4D i saberemo vodeéi odmah ratuna da je
2 m, my sin ;i : 2 sin @ = 0 dobivamo:
[4 D*] = nm? sin® a, + nm?% sin® a, T ... nm¥ sin® a,
+ nm? sin® a, + nm¥% sin®a, + n m?, sin® a,

" "
= [4D* = nm?* Xsin®*a + nm? 3 sin’«
1 1

[4D*] = (m* + m%)n Xsina
1

Ako uzmemo totke na kruznici dovoljsno gusto, za svaki da bit ée

n--:-S“da

odnosno
2m 2

: s o+ s. § de sin*ada
= [_l D-] o (m*, T m%) o

i (3 e a7

_E da idc

M gd

(18)
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(m% +m%) [1 1 2N
§ ¢ e eSS (S S s
d 2 [2 a 4 sin 2 ¢ ]

o

> - 19
Mgd o (m-,,. s 5 m-;,) ( ,

ako je m, = my = m, bit ée
Mﬂ' =My (20)

Dokaz prema sl. 2 je veoma zoran. MoZzemo ga i ne smatrati dovoljno stro-
gim obzirom na uzetu pretpostavku, da pojedinaéni poloZaji mogu biti svuda
na kruZnica radiusa veli¢ine srednje poloZajne pogreske, ali posto se rezultat
slaZe s ranije izvedenim i sigurnim, moZemo barem zakljuéivati o ispravnosti
uzete pretpostavke.

Mozemo konaéno iz svega dosadasnjeg iznijeti defmltlvan zakljuéak, da je
pogreSka u duZini strane izm izmedu dvije totke, koje su date svaka sa srednjom
pogreskom m, = Vm- + m2, m®, jednaka My = m, ili da je pogre$ka u duZini

3 DA e B e
strane jednaka My =7 V 2, gdje je r _V Vm- + m*,, a ne kao §to esto uzi-

ma]u My =m, V2

RESUME: Supposons que deux points soient donnés chaqu'un avec son
erreur moyenne de position c'est @ dire my, =ym,® + m.®>. On d consideré
regulierement Uerreur moyenne de longuer entre ces deux poits, d'aprés
les erreurs moyennes de position comme l'erreur moyenne d'une somme
mp= myy %

Dans l'article 'auteur démontre de deuxr maniéres différentes que cette
exrpression n'est pas juste, et que l'erreur moyenne de longeur dans ce cas-ci
est égale a l'erreur moyenne de position c'est @ dire mp= m,.
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