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Banachiewiczeva metoda rjefavanja sistema
linearnih jednadzbi (Metoda Krakovjana)

U nizu geodetskih radova trebamo napraviti opsezna ratunanja, da bi mogli
koriste¢i mjerene podatke, dati kona¢no rezultate korisne za praksu. U naj-
¢e¥éim slutajevima to su razna izjednaéenja veéeg ili manjeg opsega. Sigurno
je da ona izjednatenja u koja ukljutujemo i rjeSavanje normalnih jednadzbi
iziskuju i najviSe vremena. Sabloniziranje i jednostavnost tog rada zamara
svakog naSeg struénjaka. Naravno, opseg tog posla zavisi i od broja nepozna-
nica t. j. o broju jednadzbi, jer s povetanjem broja jednadzbi nesrazmjerno
raste broj raéunskih operacija, kako se vidi prema ovom izrazu:

e 1y (E 0 8)
6 :

K= (Terzié¢ 1. knjiga)

x = broj jednadzbi
K = broj raéunskih operacija

primjer: x = 2 K= 10
2= K= 40
=18 K = 330

Ta ¢injenica je u mnogo sluéajeva prisilila nade stru¢énjake da odstupe od
metoda strogih izjednatenja i potraZze nove nacine, oslobodene rjeSavanja line-
arnih jednadZbi. U naSoj geodetskoj praksi Zest je slu¢aj da bi pri izjednatenju
i manje trigonometrijske mreze metodom uvjetnih opazanja uz uvjet [vv] = min
mogli imati i preko — 20 norm. jednadZzbi. MreZa Pruskog Primorja imala je
86 normalnih jednadzbi. Zaharias Dase 1894. je trebao 3% mjeseca za njihovo
rjefenje. Iz tih razloga je veé i sam Gauss dao prijedlog za priblizno izjedna-
tenje bez sastava normalnih jednadZbi. Poslije njega susre¢emo niz imena,
koji su dali razna rjeSenja za izjednalenje ne sluZe¢i se normalnim jednadzba-
ma (Kriiger, SviSéov).

Sve.te metode mogu dati zadovoljavajuée rezultate ma da je kod njih
[vv] & min. Kriiger je predlozio metodu pribliZavanja odvojenim rjeSenjem
figurnih i polusnih uvjeta. Pinkvart rjeSava jednadZbe metodom postepenog
pribliZavanja. Svi§¢éov pak rjeSava cijeli sistem postepenim pribliZavanjem.
Neke od tih metoda su uspjele sauvati uvjet minimuma (Boltz, Kriiger, Pra-
njis-Pranjevié). U na$oj praksi za rje§avanje opéeg sistema linearnih jednadZzbi
sluzimo se Gaussovim algoritmom t. j. metodom eliminacije po toéno odredenoj
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shemi. Medutim mimo ove metode za rjeSavanje sistema linearnih jednadZbi

ima i drugih koje za naSe potrebe nisu podesne (metoda determinanti i dr.)

Gaussova metoda eliminacije t. j. Sema, koju je on postavio yrlo je prakti¢na’
i moZe je raditi i onaj, koji teoretsku stranu problema uop¢e i ne pozna. Kon-
tinuirana kontrola po redovima t. j. moguénost kontrole svake zavrSene opera-
cije po redovima jest od izvanredne vaZnosti za naSa ratunanja, naroéito kod

velikog broja jednadzbi. Uz ovu metodu treba spomenuti na¢in eliminacije po

shemi Doolittla.

1933. g. objavio je prof. Banachiewicz, astronom opservatorije u Krakovu,
metodu Krakovjana za rjeSavanje sistema linearnih jednadzbi. Tom metodom
kod nas u praksi se jo§ ne sluze, a niti nasi mladi kolege, koji se s njom
upoznaju na fakultetu, koliko znam, ne nastavljaju njenom primjenom. Svoje-
vremeno su se vodile odtre diskusije o prednosti jedne i druge metode t. j.
Gaussovog algoritma i metode Krakovjana. O bitnim razlikama uopée ne mo-
zemo govoriti, a o sli¢nosti, lako ¢e se uvjeriti svatko ko pozna teoriju Gausso-
vog algoritma. Cinjenica je da koriste¢i Krakovjane ne trebamo ispisivati svaku
algebarsku operaciju, a 3$to je najvaznije kod toga ne gubimo na kontrolama.
Koristeéi ovu metodu proSirujemo primjenu ratunskog stroja. Danas je ratun-
ski stroj naSe stalno pomagalo, pa bi mogli re¢i da je i ta nova metoda (za nas
nova, jer se vani veé¢ davno uvela u praksu i na fakultetima) bliza novim
tehniékim sredstvima. U daljnjim izvodima sluZit ¢u se u naSoj literaturi uobi-
¢ajenim simbolima i Gaussovim simbolima, kako bi lakSe bilo uotiti sli¢nost i
razliku ovih dviju metoda. :

Kod posrednih opaZanja jednadzbe pogreSaka su:

ax+tbyteztl =V,
a,xr+by+eczt+l,=V, (1)
az+byteczt+l, =V,

Da dodemo do normalnih jednadZbi moramo izraz 1) kvadrirati i sumirati:

[VV] = [aa]x® + 2 [ab]xy + 2 [ac]xz + 2 [al]x
4+ [bbly® + 2 [belyz + 2[blly :
+ [ecl? + 2(clz (2)

+ [U] = min

Poznati uvjet (VV) = min bit ¢e zadovoljen ako prva derivacija bude = #;
t. j. mora biti

SV PN S e BN 0

2.x 2.y 2z

Kad izraze 2) deriviramo po x, y, i z t. j. po nepoznanicama, pa kratimo
sa 2 dobit ¢emo slijede¢e jednadzbe t. j. normalne jednadzbe ¢&ije rjeSenje u
slué¢aju posrednih opaZanja daje za rezultat traZene nepoznanice, a u sluc¢aju
uvjetnih opazanja dobijemo korelate iz normalnih jednadzbi korelata.

[aa)x + [ably + [aclz + [al] = @
[ablx + [bbly + [be]z + [bl] = @ (3)
[ac]x + [bely + [celz + [cl] = @

Odavle bi za rjeSavanje ovog sistema jednadzbi po Gaussovom algoritmu

sastavili nama veé¢ poznatu shemu. Za rjeSavanje po metodi Krakovjana sasta-
vit ¢emo matricu i prve retke Krkovjna B i C.
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Radi kontrole eliminacije uvest ¢emo sume redaka, pa ¢e izraz 3) imati oblik

[aa] + [ab] + [ac] + [al] = [as]
[ab] + [bb] + [be] + [bl] = [bs] R
[ac] + [be] + [ec] + [el] = [es]

ili ako dobijene sume prebacimo na lijevu stranu jednakosti $to je kod naSeg
rada i redoviti sluc¢aj imat ¢emo

[aa] + [ab] + [ac] + [al] + [as] = @ (5)
Ovom sistemu dodajemo jednadzbu: '
[al] + [b]] + [el] 4 [U] + [Is] =0

da moZemo provesti eliminaciju i kontrolu eliminacije slobodnih ¢lanova.
U izrazu 4) s obzirom na glavnu dijagonalu zamijenit ¢emo stupce s retcima
i dobit ¢éemo slijedeéi oblik sistema jednadZzbi:
[aa] [ab] [ac]-[al] [as]
[bD] [be] [bl] [bs]
fec] [cl] [es] (6)
[11] [Is]

Ovako postavljene jednadzbe u naSem sluéaju predstavljaju Krakovjan A,
a sastavljen je od produkata koeficijenata i slobodnog &lana za sludaj izjedna-
¢enja po posrednim mjerenjima ili produkata koeficijenata plus slobodni élan
za slutaj izjednacenja po uvjetnim vpaZanjima. Prvi redak Krakovjana C
jednak je prvom stupcu Krakovjana A odnosno prvom retku Krakovjana A,
posto su u naSem sluéaju isti. Prema tome ga preplsUJemo

Prvi redak Krakovjana C:

[aa] [ab] [ac] [al] [as]

Ako podijelimo svaki ¢lan prvog retka Krakovjana A sa njegovim prvim
&lanom [aa] dobit éemo prvi red Krakovjana B t. j. prvu reduciranu jednadZbu.
Prvi red Krakovjana B:
[ab] [ac] [al] [as]

[aa] [aa] [aa] [aa]

/ Sada prelazimo na ra¢unanje drugog retka Krakovjana C. MnoZimo stu-
pac u B svakim stupcem u C i odbijemo umnoZak od odgovarajuéih stupaca
u A, koje prethodno postavimo u raé. stroj. Ako ovo izrazimo simbolima Gaussa
imat éemo veé poznate izraze:

[ab.1] = [ab] — m -[aa) = @ (pa i ne piSemo)

[aa]
[bb-1] = [bb] — lﬂ -[ab]
I b]
be.1] = [be] — ac . d.
e 1] = [be] o lac] i
oy [ab] : ; =0 ; X ;
Kako vidimo ¢élan [T.E]- ostaje za sve izraze isti. To je drugi stupac Krakovjana B.
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Prema tome drugi red Krakovjana C bit ¢e:
[bb.1] [be-1] [bl-1] [bs.1]

Ako sada ovu jednadZbu podijelimo s njenim prvim ¢lanom [bb.1] dobit
&emo drugi red Krakovjana B

[be.1) [bl-1] [bs-1]
1 [bb.1] [bb-1] [bb-1]

f
!

to je druga reducirana jednadzba.

Sada mnozimo s treéim stupcem iz B svaki stupac u C i odbijemo od odgo-
rajuéeg &lana u A, kojega smo ve¢ ubacili u ra¢. stroj. Ako se posluZimo sim-
bolima onda ¢e ti izrazi imati slijedeé¢i oblik:”

be
[ac.2] = [ac]— EZZ]] . [aa]—-}ggj— 00
[ac] [be -1] I &

[be.2] = [be]— T [ab] — TR [bb.1] = [be.1] — [be-1] = 0
Prema tome koeficijenti uz prve dvije nepoznanice su jednaki . Dalji ¢lanovi
bi bili s

[ac] [be-1] & [be-1)

[ee.2] = [ec] — -[ el [ac] — {bb 1 [bc -1] = [cc.1]— [blej . [be-1]
S o S L LR

[el.2] = [c]] el [ab] (bb.1] [bl.1] = [el-1] — (bb1] [bl.1]

dalje se moZemo posluziti analogijom.
Prema tome tre¢i red Krakovjana C:
[ce . 2] [el.2] [cs-2]
Ako ovu eliminiranu jednadZbu podijelimo s njenim prvim ¢lanom dobit
¢emo treti red Krakovjana B t. j. tretu reduciranu jednadZzbu.
[el - [el-2] [es-2]
[ec-2] [cc 2]

Jednostavnim ratunom éemo odavle dobiti treéu nepoznanicu, a onda uvr-
$tavanjem u 2 jednadZbu dobiti drugu nepoznanicu i t. d. Postupak je isti kao
i kod Gaussovog algoritma. Ako tako dobijene redove napiSemo po Krakovja-
nima imat éemo:

Krakovjan B:
[ab] [ac] [al] [as]
[ea] [aa] [aa] [aa]
[be.1] [bl 1] [bs 1]
(bb.1] [bb-1] [bb-1]

[cl 2] [cs 2]
[cc 2] [cc 2]
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Dakle Krakovjanom B dobijamo reducirane jednadzbe. Za njih vrijede
pravila kontrole kao i kod Gaussovog algoritma
[al-2] _ [es-2]
[cc-2] — [cc-2)

analogno i za druge redove.
Krakovjan C
[aa] [ab] [ac] [al] [as]
[bb.1] [be.1] [bl.1] [bs.1]
[ec.2] [el.2] [es.2]
[l .3] [ls.3]
U .3] =[VV]

Funkcija Krakovjana C je pomoéna, a njim dobijemo eliminirane jedna-
dzbe. Za njih takoder vrijede pravila kontrole Gaussovog algoritma t. j.

fce:2)-+ [cl-2] = [es-2]

analogno i za druge redove.

Posto kontrole, kojima se sluzimo kod Gaussovog algoritma, moZemo kori-
stiti i dalje, a potpuno su indenti¢ne za reducirane i eliminirane jednadZbe,
mislim da o njima ne treba posebno pisati. Ratunanja, koja smo kod Gausso-
vog algoritma ispisivali ovdje vriimo u raéunskom stroju. Kod veéeg broja nor-
malnih jednadZbi udteda na vremenu je vrlo osjetljiva i lako uoé¢ljiva iz pri-
kaza. U ovom sluéaju otpadaju i velike plahte papira, koje moramo imati veé
od 10 normalnih jednadzbi, s kojima nam je &esto vrlo nezgodno rukovati a
time ujedno povetavamo preglednost kod rada.

Vazno je istaknuti da moZemo vrsiti sukcesivhu kontrolu ratunanja t. j.
svaki definitivno srac¢unati red moZemo kontrolirati. Pri ra¢unanju nepozna-
nica sluzimo se istim kontrolama kao i kod Gaussa, na pr.

2okt [es-2]
— [ee-2] ’ " [ee-2]
Suma koeficijenata prve eliminirane ili reducirane jednadzbe jednaka je

prvoj eliminiranoj ili reduciranoj sumi i t. d. a analogno ostaju i sve druge
kontrole kao:

ol =111 d,

[VV] = [U] — [al]x — [bl]y ....

U slutaju velikog broja jednadzbi moZemo ih dijeliti u grupe i time pove-
¢éati kontrolu ratunanja, a uposliti i ve¢i broj kalkulanata. Uvodenjem pomoénih
suma za izvjesnu grupu jednadZbi kontroliramo eliminaciju i redukcije doti¢ne
grupe. Eliminaciju i redukciju pomoénih suma vrsimo kao i kod svakog drugog
¢lana jednadZbe, na pr. .

[aa) [ab] [ac] [as.1] [ad] [al] [as-2] [as] i t. d.

kod ovog je
[aa] + [ab] + [ac] = [as-1]
[al] + [al] = [as.2]
[as.1] + [as-2] = [as]
Analdgno gornjem imamo za cijeli Krakovjan A, a dalji rad se nastavlja
kako je veé prije prikazano.
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Radi smanjenja broja ¢lanova a time i broja jednadzbi dovoljno je, a da
ne ide na $tetu kontrole raéunanja, uzeti samo [as-1] i [as] §to je jednako:

[as.1] + [ad] + [al] = [as]

Danas, kad postoje veliki elektronski raéunski strojevi, problem rjeSavanja
i velikog broja normalnih jednadzbi ne bi trebao postojati. Cak nije problem
ratunanja i kompliciranijih matematskih operacija. Nazalost takvi strojevi su
pristupaéni rijetkim biroima u svijetu, drugi pak su upuceni koristiti razne
metode, koje skraéuju radunski postupak u bilo kojem vidu.

Rjefavanje normalnih jednadzbi korelata. Primjer:

MATRICA A
- %) 6] d d) Bl w] )
[o I-e_l.eoo ~oo] 2 oo oo0] 2. 660 00| + 2.380 ooo] - 2. 360 ooo |- 4 7lo ooo[- 2.682 oo
[b B 000 ooo| -2.000 ooo| + 6.097 oco| - 6.514 ooo|- 2.370 coo|+ 1.213 ococo
3 +8 500 ooo| - 8.495 ooo| + 8.855 ooo |+ >.450 ooo |+ 7.81o coo
(o +49 440 6lo| -48.409 799|- 4.690 oo |- 3.669 189
e +48 613 Too|+ 3.390 ooa|+ 3.574 Fol
MATRICA B
al Q <) d) el wl 5]
g3 [rioso coof v0.333 533 v0.333 353 - 0,398 ool o.393 33|+ 0,785 coo e 0.447 oo |
T |77k | 0209 739l -0 064 059| - 0 511 280+ 0.541 007 |+ 0.785 000 30960 4o7
(k) | +0.123 594| 40397 393/ + 0.113 285]|- o.147 679 - 01447 000 | +0 039 594
o -1.000 ool 40 363 636 - 0.939 954|+ o 995 545+ 0.537 273 |- o.043 5oo
PR ka 0 069 863| - 1.207 486|+ 1.369 314 |+ 0.537 273 +0.629 218
(k) | +0.433 519 + o.267 545]| - 0.373 785 + 0.p43 500 | 40.370 T81
_—L‘-% _ -1.000 oool + o 815 958] - o B50 Tol|- o.0To 286|- 1.105 o029
(ce. Ky + 1.048 198] - 1 170 c90|- c.oTo 286 ~0.192 178
(iey) - 0.232 251} + 0.319 4ol 4+ 1.10% 029 | +1.192 179
t@'—s— - 1.000 o0oo| + o 958 oB6 [~ o 033 1To|~ 0.975 o83
4d 3] i + 1.317 192|- 0.033 170 1.284 622
(k) - 0 359" 719 + 0.075 o83 | ~0.284 636
S - 1.000 ooo|+ 1.375 442|+ 0,375 456
ee-4] K + 1.375 442 +1.375 442
[} - 0.375 456 | -0.375 456
MATRICA C
q ) J J J 5 J
[a Wopﬂ 000 -2 ooo ooo| -2.000 ooo| + 2.388 ooo| - 2.360 coc |- 4 Tlo ooo|~ 2.682 coe
b1 77,353 333| -2.666 667| + 6 B2 999| - 7.300 666 |- 5.959 399|+ 0.319 ool
[c-2 [+6.363 637 - 5.192 458) « 5.413 549 |+ 0 447 276|+ T.032 ool
@3 <37 774 256] -36 191 ooo |+ I 252 956|+ 2.836 217
.4 3 L.137 890 |- 1.565 lol|- 0.427 220

kontrole . [w= -[ww], 8.039 913 = 8.039 %7
(e el an)® | G2l | a2 | [ws.dl”

+

[ee) fob-2] [ee-2] [dd-3] [ee.4]

= 8.039 vlo

151



LITERATURA
Dr, V. Andrejev: »Prikaz nekih novijih metoda za rjeSavanje sistema linearnih
jednadzbi. Izdano 1951. g.
Dr. N. Cubrani¢: »Ratun izjednagenjac,

Ing. Hinko Kovatevié: Banakiewiczeva metoda rjefavanja normalnih jednadibi
(studentska radnja nagradena od Rektorata sveudéiliSta u Zagrebu).

SADRZAJ

U clanku autor iznosi teoretsku podlogu i nafin eliminacije mormalnih
jednadzbi metodom Banakiewicza (Krakovjana) prilagodenu uobiéajenim Gaus-
sovim simbolima, kako bi se lak$e uoéila sliénost izmedu ove metode i Gaus-
sovog algoritma. Nd kraju je dat primjer rjefenja pet normalnih jednadZbi,
iz kojeg je otita velika ekonomiénost i uSteda u prostoru ove metode.

RESUME

Dans cet article 'auteur nous donne une base théorique ainsi que la maniére
d’élimination d'un systém des équations normales par la méthode Banakiewicz,
adaptée aux symboles usités de Gauss afin de relever la ressemblance entre
cette méthode et celle de Gauss. A la fin de Uartique un exemple de résolution
de cing équation normales est donné, d'out grande économie de cette méthode
est visible.
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