Prof. Ing. Branko Boréié — Zargeb

Elementi Tissot-ove grani¢ne elipse
za FNR Jugoslaviju

Razmatranje Tissot-ove projekcije i grani¢ne elipse izvjesnog podruéja
(obi¢no jedne ili vi%e manjih drZava) ima neobitno vaZnu primjenu u kartograf-
skoj praksi. Taj problem toliko je obiman i interesantan i s teoretskog i prak-
titnog glediSta, da zasluZuje posebnu paZnju i gotovo je neiscrpan, Dovoljno je
samo to da spomenemo, da ova projekcija pored njenih osobina da daje naj-
manje deformacije duZina i kuteva unutar zadanog relativno manjeg podruéja,
ujedno pruZa direktan odgovor na pitanje, koliki se teritorij moZe kartirati
(prikazati) na jednoj projekcionoj ravnini odnosno u jednom koordinatnom
sistemu.

Kao 3to je poznato, pri rjeSavanju pitanja o izboru projekcije za jednu
drZavu, ili za zajednicu od viSe drzava, od prvenstvene su vaZnosti slijedeéa
pitanja.

1. pitanje tofnosti projekcije;

2. pitanje prikladnosti formula te projekcije za raunanje, i

3. pitanje broja koordinatnih sistema, u kojima se to podru¢je moZe kar-
tirati uz unaprijed odredenu toénost.

Odgovor na prvo i tre¢e pitanje dobivamo prougavajuéi Tissot-ovu pro-
jekciju, dok odgovor na drugo pitanje, koje se odnosi na ispitivanje prikladno-
sti formula, mozemo dobiti tek uporedivanjem onih projekcija, koje bi dosle
u uZi krug pri izboru projekcije.

Poslije Prvog svjetskog rata postavilo se je i pred naSe geodetske struénjake
pitanje izbora projekcije.

Kako u to vrijeme nije bilo nasih stru¢énjaka, koji bi-mogli taj problem
potpuno zahvatiti, to se je moralo osloniti na strance. Tako je taj posao obavio
dr. Anton Fasching, nastavnik Geodetskog odsjeka Tehnit¢kog fakulteta u
Zagrebu, koji se je tim problemom sretao nekoliko puta u svojoj praksi. U to
doba unutar granica naSe drZave nije bilo Istre ni dalmatinskih otoka, koji su
do konca Drugog svjetskog rata bili pod okupacijom Italije.

Kako se, dakle, radi u podruéju, koje se prili¢éno razlikuje od predratnoga,
javlja se potreba da se odrede nove konstantne veli¢ine za formule Tissot-ove
projekcije za nasu drZavu i da se ponovo pogleda, kolike su maksimalne defor-
macije pri kartiranju naSe drzave na jednoj projekcionoj ravnini odnosno u
jednom koordinatnom sistemu.

Zbog svega toga dat je nekolicini studenata Geodetskog odsjeka Tehnickog
fakulteta u Zagrebu gornji problem za diplomski rad, medu kojima rezultati
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i natin izlaganja apsolventa tehnike Stojanovski Kire, zasluZuju naroditu
paZnju. Rezultati njegovih razmatranja iskoriséeni su u ovom prikazu s nesto
malo izmijenjenim poretkom.

U uvodu svog diplomskog rada kandidat Stojanovski kaZe: »Kako ¢e se
iz daljnjeg razmatranja vidjeti, moj trud urodio je plodom, jer pored toga Sto
sam doSao no novih formula za Tissot-ovu projekciju za nasu drZavu, nasao
sam i neke sitnije pogreSke u rezultatima dr. Faschinga. Te greske odnose se
na neke koeficijente, koje ne mogu utjecati na karte sitnih mjerila, jer se
takovom mjerilu gube, ali pri ratunanju koordinata triangulacijskih totaka
morala bi se osjetitic,

Na istom mjestu, ali malo dalje stoji:

»U svome diplomskom radu ja sam poteo s teorijom Tissot-ove kompen-
zativne projekcije, za koju slobodno mogu reéi, da je nije nitko detaljno obradio
tako, da bi ¢inila jednu cjelinu, nego je svatko provjeravao samo one formule,
koje su mu momentalno trebale, a koje je Tissot dao u svome djelu:

»Mémoire sur la représentation des surfaces eet les projections des cartes
géographiques.«

Ova tvrdnja mogla bi se primiti uz rezervu — iako je vrlo vjerojatna, jer
je nesto sliéno rekao i dr. Fasching — da ona stoji samo u koliko je nama to
poznato, s napomenom da to nije uradio ni dr. Fasching.

Na pogetku je potrebno istaknuti da se ova projekcija moZe uspje$no pri-
mjeniti za relativno mala podruéja. Da bi bili malo odredeniji, mogli bi reéi,
da se ova projekcija moZe u onim slu¢ajevima primijeniti, dok su velidine s i t
izraZene u apsolutnim mjerama znatno manje od jedinice, odnosno dok su s it
takve veli¢ine da bi redovi potencija od s i t, kojima su izraZene pravokutne
koordinate x i y, brzo konvergirali.

Detaljnjim izvodima kandidat je do$ao do poznatih opéih formula Tissot-
ove projekcije, a koje glase:

sin P:
Sl S Bet+Cstt o 0

;1:=s+—2-rII
c
=Lt+—?~ss+Asﬂt—Bst2+?t’ (1)

0
U ovim formulama pojedine oznake imaju ova znatenja: x i ¥y — su pravo-
kutne koordinate u ravnini;

s — duZina luka meridijana izmedu Sirina ¢, i ¢ za R, = 1;

t — duzira luka paralele sa $irinom ¢,, za R, = 1;

@o 1 4, — geografske koordinate privremeno uzete centralne totke po-
druéja kartiranja;

‘ — radius paralele, koja ima geografsku Sirinu ¢ ;

Ty — radius paralele, koja ima geografsku $irinu ¢,;

A, B i C — su koeficijenti, koji se odreduju prema obliku i veli¢ini po-

druéja kartiranja:

Ove formule su izvedene uz ova Cetiri osnovna uvjeta:

1. Koordinatni potetak na elipsoidu ima koordinate ¢, i 4, i odgovara cen-
tralnoj totki podrué¢ja kartiranja. To je ujedno koordinatni poetak pra-
vokutnih koordinata x i ¥ u ravnini. Osi x i ¥ dodiruju odgovarajuéi
meridijan, odnosno paralelu u koordinatnom poéetku 0 (sl. 1).

344



———

-

0 (®h,2,) Y

SL 1.

2. Deformacija duZina u koordinatnom po&etku odnosno u centralnoj tocki
podruéja kartiranja jednaka je nuli. To zna&i da je u toj to€ki mjerilc?
razmjera u Svim praveima, pa prema tome i u pravcu meridijana, i
paralele, jednako jedinici.

3. Deformacije duzina u praveu meridijana (I—m), u praveu paralele (I—n)
ne smiju imati ¢lanove prvih potencija od s i t, a smiju se medusobno
razlikovati za &lanove tre¢ih potencija od s i t.

4. Kut izmedu meridijana i paralela u projekciji smije se razlikovati od
odgovarajuéeg kuta na elipsoidu, odnosno od 90° samo za ¢lanove treéih
potencija od s i t. To zna&i da deformacija toga kuta smije biti veli¢ina
treéeg i viSeg reda veli¢ina s i t. Da bi se poveéala to¢nost formula
Tissot-ove projekcije dodata su jo§ ova dva uvjeta, prema kojima raz-
like mjerila u praveu meridijana i paralela (m—n) i deformacija kuta
izmedu meridijana i paralela ne smiju zavisiti od ¢lanova drugih poten-
cijaod sit. ¥

Ove uvjete smo naveli, ne samo zbog toga da bi se moglo rasudi-
vati o osobinama i toénosti ove projekcije, nego i zbog toga, 5to nisu
nigdje u literaturi izri¢ito navedeni, veé¢ se oni mogu izvuéi iz gotovih
formula u citiranom djelu Tissot-a. Sad se javlja problem odredivanja
koeficijenata A, B, C, koje su razli¢ite za svako podruéje preslikavanja,
odnosno za svaku drzavu, ako se radi o izradi drzavne kartee. Postupak
je predlozen od Tissot-a, a odvija se ovim redom:

Konstruira se mreza meridijana i paralela za svaki stepen geografske
duZine i $irine, predpostavljajué¢i pri tome da je srednji radius zemlje R, = 1,
a za mjerilo se uzima da dvije minute na ekvatoru iznose 1 mm. Tada velitine
s i t sratunavamo po formulama:

.Y ey
=—'_'(qj 2 o) 3 tom = (——2 A COS @y (2)

Smm
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Pa ¢e kod konstrukcije jednostepenske mreZe meridijana i paralela biti:
s =30mm; t = 21,63 mm ;

Za privremeeni koordinatni pogetak projekcionog koordinatnog sistema obi¢no
se uzima aritmeti¢ka sredina graniénih tofaka s najveéom i najmanjom geo-
grafskom Sirinom i duZinom, tako da je za naSu drzavu

@, = 43%52

4y =183
Ove vrijednosti mogu se i priblizno uzeti sa karte, bez nekog narotitog ratu-
nanja.

Zatim se sa neke postojet¢e karte odabira toliki broj karakteresti¢nih gra-
ni¢nih to¢aka da bi one — uglavnom — odredivale granicu podruéja kartiranja,
u ovom sluéaju nasu drZavnu granicu.

U ovome primjeru izbrano je 30 takvih toaka, &ije su koordinate s i t
sratunate po formulama (2), a zatim su naneSene u veé prije konstruiranu
mreZu meridijana i paralela.

Na taj nacin dobivena je priblizna karta naSe drzave u Tissoto-ovoj kom-
penzativnoj projekciji (S1. 2).

Sad se prelazi na najosjetljiviji dio zadatka, a to je pronalaZenje t. zv.
granitne elipse naSe drzave (podrudja kartiranja), a to jé ona elipsa, koja naj-
bolje obuhvata granice drzavnog teritorija, uz uvjet, da je duzina onoga dija-
metra, koji zatvara s njezinim osima kut od 45° najmanja. Dakle ¢ 45° te elipse
treba biti kraéi od p4;° ma koje druge graniéne elipse.

Od 25 proba, koje su u ovom slu¢aju izvriene, pokazalo se je, da tome
uvjetu, viSe ili manje, dobro odgovaraju one elipse kod kojih je odnos osi
bia = 0,6; 0,5 ili 0,4. S ovim elipsama nastavljene su probe, te je ustanovljeno,
da je elipsa s osima, ¢iji je odnos b:a = 0,5 najpogodnija od sviju ostalih.
U priloZenoj tablici iznijeti su rezultati za posljednjih 5 probnih elipsa od kojih
je ona, koja je oznatena pod rednim brojem 5 odabrana kao najpovoljnija. Ona
je ucrtana na pomoénoj karti (sl. 2).

B | pie | geetimi ] e e
1 0,6 ;br. 10, 13, 19, 30 | 130,0 78,0 | 1895
2 05 |br. 10, 13, 20, 30| 132,0 72,5 181,1
3 04 |br. 10, 20, 26 170,0 69.5 180,2
4 05 |br. 10,13, 20, 30| 1325 72,5 180,0
5 05 |br. 10,20, 35, 30| 1372 70,9 178,3

U ovoj tablici veli¢ina a, b i p45° izraZene su u milimetrima.

Usvojena elipsa pod rednim brojem 5 predstavlja definitivnu graniénu
elipsu za drZavni teritorij FNR Jugoslavije.

Posto je izvrSen izbor graniéne elipse odreduje se na pomoénoj karti (ubo-
do migle) gdje joj pada centar. Oznateni centar grani¢ne elipse na pomoénoj
karti predstavlja novi koordinatni pocetak za Tissot-ovu kompenzativnu pro-
jekeiju FNRJ. Mozda bi bilo bolje reé¢i, da centar ove elipse predstavlja karto-
grafsko srediste naSe drzave, To je vaZno zbog toga, jer svako ratunanje veli-
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Zina potrebnih u viSoj geodeziji i kartografiji, a koje se odnose na srednju
Sirinu nade drzave, treba ratunati za Sirinu te tofke. S pomocne karte otitane
su koordinate oznatenog centra grani¢ne elipse, odnosno kartografskog sredista
nade drZzave i one iznose:

@o = 43,58'30” ; 1, = 18%51'00"

Jednovremeno se otitavaju ostali elementi graniéne elipse, koji ¢e biti potrebni
za daljnja ratunanja, a to su:

a = 137,2 mm
b = 70,9 mm

Q45 = 178,3 mm @)
a = 331910 -

gdje su: a i b poluosi ;raniéne elipse; p 45 dijametar, koji s osima zatvara kut
45% a q kut, koji velika poluos elipse zatvara s koordinatnom osi y.
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To¢ka novog koordinatnog poéetka nalazi se u neposrednoj blizini sela
Kosutice kod Vlasenice u Bosni. Toan geografski plozaj koordinatnog poéetka
pokazan je na sl. 3

Skica br 1

i{ VARES

VLASENICAT

| $ = 43°58 30
A.= 18° 51° 00"

Kosurica [

~/P 0OROMANIA

GORAZDE

Sl. 3.

Na osnovu elemenata graniéne elipse sradunavaju se neodredeni koefici-
jenti 4, Bi C.

Da bi se ovi koeficijenti 5to lakSe odredili Tissot je uveo dvije pomoéne
velit¢ine F i ¢, koje stoje u neposrednoj vezi s elementima graniéne elipse.

Te pomocne veli¢ine odredene su formulama:

£=2(90°—aq)
-1 4

a® (4)
B +°1)

F =
2(

Octevidno je, da su ove pomoéne velitine potpuno odredene elementima
grani¢ne elipse, ¢ije su vrijednosti navedene pod (3).
Prema tim podacima — pomoéu formula (4) — sraéunate su vrijednosti za
te veli¢ine i one iznose: :
& = 113%21'40”
F = 0,105 010 97 (5)

Iz ovih pomoénih velitina dobivaju se koeficijenti A, B i C po formulama:

1 1
= (F— — el
A= )cose + !

348



B =(F— -i— )sine;

I 1
e
2 2 g?o

a njihovi su brojni iznosi:

A = + 0,307 4917 —‘:— — + 0,102 4972
B

B——01331034 — ——00443678
C 00909852

C = — 0,272 9555

Sad imamo sve veli¢ine, koje definitivno odreduju Tissot-ovu projekciju za
FNR Jugoslaviju, jer su ovi koeficijenti bili jedine neodredene veli¢ine u
formulama (1), pomoéu kojih se raéunaju pravokutne koordinate x i ¥ u ovoj
projekeiji. S ovim bi ujedno bio zavrSen prvi dio zadatka, koji se rjeSava
pomocu graniéne Tissot-ove elipse.

Promatrajuéi -samo ove rezultate i navedene citate vrlo je tesko dobiti
‘pravu sliku o vrlo lijepom rjeSenju ovoga problema. Potreban je poseban studij
da bi se doSlo do spoznaje o veli¢ini i dosjetljivosti Tissot-a kao teoretiara-
kartografa. Doda li se tome jo¥i to, da se iznalaZzenjem najpovoljnije graniéne
elipse ujedno rjeSava pitanje najmanje moguée deformacije pri izradi karte
mekog podrué¢ja u jednom koordinatnom sistemu odnosno na jednoj projekcio-
moj ravni, onda nam ne ostaje nista drugo nego da se divljenjem zamislimo
pred darovitodéu velikog francuskog kartografa XIX. stoljeca.

Slijede¢i postavljene uvjete za izvodenje osnovnih formula ove projekeije
Tissot je izveo i osnovnu formulu za ra¢unanje mjerila u ovome bliku:

m=1+As’-—ZBst+(-;—-—-A}t" (6)
Ako ovu formulu napiSemo ovako:
As*—zBst+(—;———A)t3—-{m——l}=0 (7)

onda prostim uporedenjem s opéim oblikom jednadzbe krivih linija drugog
stepena u obliku

A+ 2 Bry+ G +2Dz+ 28y +F =10

i poznatom diskusijom iz analiti¢ke geometrije vidimo, da izraz (7) predstavlja
jednadZbu centri¢ke elipse, ¢ije se osi ne podudaraju koordinatnim osima, nego
zatvaraju kut, koji je odreden izrazom

2B
A—C
Neobiéno je interesantno, da se taj kut nalazi u neposrednom odnosu s pomoé-
nim kutem ¢, i taj odnos odreden je izrazom

£=2(90"—a) (8)

tg2a =
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Prema tome sad je jasno, zaSto nam je potreban kut «, koji smo oéitali sa
pomoc¢ne karte.

Jednadzba te iste elipse u koordinatnom sistemu, é&ije bi se osi podudarale
s njenim osima, glasila bi:

u*’F+v!{—;~—F)=m—1 9

Jasno je, da ¢e ova jednadZba predstavljati elipsu, ako F bude veée ad
nule, a manje od jedne polovine, t. j. za o

ik
0<F<7

Promatraju¢i dalje ovu elipsu dolazi se do veoma va#nih jednadzbi i zaklju-
¢aka. Tako izlazi da je

R,  2(arE Y
(T) o a*b?
i (10)
a® b®
Mm—1) =3 +59

U ovim izrazima sve su oznake za pojedine veliine poznate, a prema tome

slijedi da je
0\%
(g‘%‘—) =m—1

Sad je tek razumljiv onaj zahtjev kod iznalaZenja one grani¢ne elipse, koja
¢e imati najmanji onaj dijametar, koji s osima elipse zatvara kut od 45°.

Taj zahtjev potpuno se opravdava tom é&injenicom, ¥to izraz (m—1) pre-
stavlja — kao 3to je poznato — deformaciju duZina uopée, a prema tome i kod
ove projekcije. Prema tome kad smo pronasli onu elipsu, koja ima najmanji taj
dijametar, onda smo ujedno nasli i najmanju deformaciju duZina na granici
promatranog podruéja, kad se ovo predstavlja u jednoj projekecionoj ravnini.

Da bismo izvrsili kontrolu naleg sveukupnog rada, izratunat éemo vri-
jednost (m —1 po svim moguéim formulama. Tako dobijemo:

2
(m—1) =(£f—°) = 1986,9 (a)
a® b?

m = 1983,7 (b)

(m—1) =

: (m—1)=As2—2Bst+(—;—-—-A)t’-—_1980,5 ©)

Za kontrolno raéunanje pod (C) otitane su koordinate za graniénu toéku br. 25
s pomocne karte, i dobiveno je

§ =—472 mm

t = —55,7T mm



Kako se iz prednjih rezultata vidi razlike su vrlo malene, a poti¢u od
mjerenja veli¢ina na karti.

Ovi rezultati nam pokazuju da su veli¢ine F, ¢, a zatim koeficijenti A, B
i C toéno sradunati, i da ih sa sigurnodéu mozemo koristiti za Tissot-ovu projek-
ciju naSe drzave.

Na potetku smo spomenuli da je za mjerilo pomo¢ne karte uzeto, da jedna
minuta luka ekvatora iznosi 1 mm na karti. Medutim, da bi mjerilo izrazili na
uobi¢ajeni naéin, potrebno je sra¢unati duzinu luka ekvatora za jednu minutu.

Ako uzmemo Bessel-ove dimenzije za Zemljin elipsoid
a = 6377 397, 1553 m
b = 6356 078,96325 m

i sratunamo srednji radius krivine po Grunert-ovoj formuli R, = VMN za
Sirinu ¢, = 43°58°30”, dobit éemo za

R, = 6 376 509,78 m
farc 1’ =1 8548775 m

Prema tome izlazi da jednom milimetru na pomoénoj karti odgovara 3709,755
metara u prirodi, §to zna&i da mjerilo pomoéne karte iznosi:

1:3709755 = M

PomnoZimo li vrijednosti za linearnu deformaciju (m —1), koje smo naprijed
sra¢unali na tri na¢ina, mjerilom k=rte dobit ¢éemo:

(m —1) = 1986,93 X M = 0,000536 (a)
(m—1) = 1983,67 X M = 0,000535 (b)
(m —1) = 1980,50 X M = 0,000534 (c)

Kako se iz ovih rezultata vidi deformacija duZina ostaje manja od 6/1000.

To je drugi vazni odgovor, koji smo dobili promatrajuéi grani¢nu elipsu
za naSu drzavu a taj glasi: ;

da ne postoji nijedan nain preslikavanja odnosno da ne postoji nijedna
projekcija, u kojoj bi se mogla nada drzavae kartirati w jednom koordinat-
nom sistemu, a da deformacija dufina bude manja od 0,000535, odnosno od
535 m/m na 1 km.

Jer, kao to smo naprijed pokazali, ovaj iznos predstavlja najmanji moguéi
dijametar p45° elipse deformacije, a kako je on jednak deformaciji duZina, to
znaéi da je to onda i najmanja moguéa deformacija duZina.

Kako se danas kod premjera drZava zahtjeva, da totnost projekcije bude
veéa od 0,0001 odnosno od 1 dm na kilometar, to je onda ogevidno, da se naSa
drzava ne moZe kartirati u jednom koordinatnom sistemu. Stoga se je kod
izbora projekcije za naSu drZavu uzela Gauss-Kriiger-ova projekcija meridi-
janskih zona s tri koordinatna sistema.

Na kraju je potrebno skrenuti paZnju na postupak pri ratunanju velitina
s it, za koje smo ve¢ na samom podetku rekli, da predstavljaju duZine lukova
meridijana i paralela, a koje su nam potrebne za raéunanje pravokutnih koor-
dinata x i y.
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Ako se mozZemo zadovoljiti toénoséu, koju nam daje predpostavka da je
Zemlja kugla sa srednjim radiusom R, = MN, onda bi veliéine s i t racunal
po formulama:

S Ry (g — )" e R, A—4,)" cos g,
e ¢’

Zelimo i pak da Zemlju smatramo elipsoidom, tada duZine lukova meri-
dijana i paralela ratunamo po formulama:

e .,
M BT N T

§ = o — =3 s (@ T @) sin (g — )

a(A—2A) (1 + —e;; sin ¢,)

t =

o

e

Na ovaj nadin sratunate vrijednosti za s i t uvriéujemo u opce formule
Tissot-ove projekcije i dobijemo pravokutne koordinate z i Y.

Iz ovog kratkog prikaza ove projekcije mozZe se stvoriti donekle slika o
njenim osobinama, ali ujedno mogla bi se dobiti nerealna slika kao da nije
najpogodnija za masovna rafunanja totaka. Medutim, sigurno je, da bi se
posebnim studijem i izradom potrebnih tablica znatno smanjile sve radunske
operacije i na taj natin bi se projekcije prilagodile Sirokoj upotrebi. U ovom
obliku ona se moze preporutiti samo za izradu karata srednjih mjerila. Oso-
bito bi se moglo preporuéiti za izradu karata mjerila 1:500 000 do 1:1,000 000
naSe drZave, Balkanskog poluotoka i Srednje Evrope, da ne govorimo o drugim
podruéjima, koja nisu za nas interesantna.
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