.20 Randi¢ — Zagreb

J konstrukciji vertikala v stereografskoj projekciji
L

Neke metode praktitne astronomije traze, da se opaZaju zvijezde, koje
:adovoljavaju neke posebne uvjete. Potrebno je stoga izvr$iti izbor zvijezda
1a osnovu postavljenih uvjeta. Tako moraju, na primjer, kod metode Pjevcova
wvijezde biti na jednakoj zenitnoj daljini i jednako daleko od meridijana u
zvjesnom pojasu. U zemljama gdje se festo upotrebljava ta metoda koriste
ie posebne tablice za pronalaZenje zvjezdanih parova, ali kod nas su te tablice
vrlo rijetke- ili ih uopée nema. Zbog toga je najbolje pri sastavljanju pro-
jrama opaZanja upotrebiti stereografsku projekeiju nebeske sfere, tako da na
tarti imamo ucrtane poloZaje zvijezda i mreZu ekvatorskih koordinata. Na
yrozirnom materijalu, koji se stavlja iznad karte ucrtamo mrezu almukantarata
- vertikala, na taj natin, da se dade pomicati, pa moZemo ostvariti sve moguée
oloZaje, koji se zbivaju u toku dnevnog kretanja nebeskog svoda.

Za centar projekcije uzima se nebeski pol i onda se svi satni krugovil
reslikavaju kao pravei, koji prolaze kroz srediite, a nebeske paralele, kao
toncentriéni krugovi sa srediStem u nebeskom polu. MreZa almukantarata
reslikava se kao niz krugova, kojima su sredista, doduse, na projekciji meri-
lijana, ali ne padaju zajedno u projekciju zenita. Projekcije su vertikala ta-
todjer krugovi, kojima srediSta leZze na istom praveu i problem konstrukcije
iastoji se u tome, da se odredi sredi$te svakog pojedinog vertikala, odnosno
la se ucrta sam vertikal. Postupak konstruiranja karte i mreze almukantarata

vertikala izveo je Witram!, a njegov postupak su kod nas opisali M. Terzié?
V. Tretjakov?, dok ga je prof. Abakumov obradivao u svojim predavanjima.
>matrati éemo stoga Witramov postupak kao poznat i obratiti paZnju na mo-
juénost drukéijih konstrukeija projekeije vertikala.

Pojavljuju se dvije osnovne moguénosti: grafitko rjeSenje u sluéaju karte
nanje veli¢ine i analiticko izratunavanje pojedinih toéaka u sluéaju, kad je
tarta toliko velika, da se ne mogu upotrebiti obi¢na pomagala za crtanje.

a) graficko rjedenje. Kako smo ve¢ spomenuli sredidte krugova projekcije
rertikala nalaze se sva na jednom pravcu. Iz kartografije znamo, da je taj
iravac okomit na pravac projekcije meridijana, a udaljen je za veli¢inu

1) PF = rtgg

d projekcije nebeskog pola P. (vidi sl 1.), gdje je r polumjer osnovnog kruga,
t0ji nam pretstavlja projekciju ekvatora, a ¢ je geografska 3irina mjesta, za
wje se karta izraduje. Grafi¢ki ¢emo to rijeSiti najjednostavnije, ako na karti,
12 kojoj veé¢ imamo nacrtan krug polumjera r oko projekcije pola P i po-
rufen pravac projekcije meridijana koji je odreden tofkom P i projekcijom
enita Z, povutemo promjer E E’ okomito na projekciju meridijana PZ. Tada
1 totki E nanesemo kut ¢ &ji ¢e nam krak sjeéi pravac PZ u traZenoj
ogki F. Kroz totku F povuéemo paralelu s pravcem EPE i to je traZeni
iravac, na kojem leZe srediSta projekecija vertikala.
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Totku F moZemo dobiti i na drugi nactin, ako je shvatimo kao srediste
projekcije I. vertikala EZE'. Tada je totka F sjeciite simetrale s duzine EZ
simetrale s’ duZine ZE'.

Totku O, srediSte projekcije vertikala nekog azimuta A dobit ¢éemo sads
vrlo jednostavno. Dovoljno je u toéki Z nanijeti kut 90°— A, pa ¢e nam sje-
ciSte kraka tog kuta s okomicom u totki F biti upravo totka O. Iz svojstva
stereografske projekcije proizlazi, naime, da tangenta na krug projekcije GZH
u toki Z zatvara s projekcijom meridijana PZ upravo kut A — azimut za-
danog vertikala. Kako srediSte projekcije vertikala mora leZati na normali u
toCki Z, koja zatvara s projekcijom meridijana kut 90%—A, a istovremeno i na
okc:;agi::i kroz F, to je onda njihova zajednitka toka, sjeciSte O, traZenc
srediste.

bl

b) analiticko rjeSenje. Veé iz slike 1. vidimo, da totka O odlazi sve dalje
od F, kad se smanjuje azimut A. U slu¢aju, da su dimenzije karte malo veée
nac¢i ¢e se totka O izvan crta¢eg papira, odnosno crtateg stola i morat ¢emc
konstruirati projekeiju vertikala, na taj naéin, da analititki odredimo veci
broj totaka te projekcije. U postupku Witrama, koji su izlozili Terzié
Tretjakov i prof. Abakumov u sveojim predavanjima, uzima se projekcija meri-
dijana, kao koordinatna os x, a okomica na nju u to¢ki P kao os y. Za samo
izratunavanje koristi se pomoéni kut 4, koji je polarni kut u O traZene
totke K na vertikalu, s obzirom na pravac OF (vidi sl. 2.). Polazeéi od proiz-
voljno odabrane vrijednosti nezavisno promjenljive koordinate x izraéunava
se A iz formule

2) simnd={(x+ rtgep): R
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idje je @ geografska Sirina, r polumjer projekcije ekvatora, koji smo proiz-
'oljno odabrali prema veli¢ini karte, a R je polumjer projekcije vertikala, koji
zratunamo iz formule:

3) R = OZ = r : (cos ¢ sin A)

dje je A azimut dotiénog vertikala. Pomoéu poznatog A izraunamo tada
Irugu koordinatu y po formuli:

4) y =Rcos A— R cos i

lerzi¢ preporuta u svrhu pojednostavljenja ratunanja, da se formula (2) na-
iiSe drukéije:

2a) sin A = (x/r + tg @) : /R

tada uzimajuéi okrugle vrijenosti x/r izratunava 4, a iz njega y. Bit ce
nedutim jednostavnije, ako se 1 uzme kao nezavisno promjenljiva, te se iz
ablica neposredno uzimaju vrijednosti sin 2 i cos A za okrugle stupnje-
re J, pa se pomoc¢u jednadzbe (4) izracuna y, a pomoéu

5) x=Rsinl—rtgy

rrijednosti koordinate x. Na taj se nadin izbjegne interpolacija i traZenje po-
ebnih vrijednosti 1 u trigonometrijskim tablicama, a za nanaSanje koordinata
iije trud gotovo nimalo uveéan, zato Sto vrijednosti x nisu okrugli brojevi.

e

=¥

'
Sl 2.

Samo izratunavanje koordinata pojedinih tofaka moZe se jo§ znatnije
1brzati, ako se koordinatni sistem svrsishodnije izabere. Veé na slici 2. vidimo,
la projekcija vertikala leZi nesimetri¢no prema koordinatnim osima i prema
ome treba svaku totku vertikala izracunavati posebno. S druge strane opa-
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Zamo, da je pravac PO os simetrije za projekciju vertikala, pa ée biti najpri
rodnije odabrati taj pravac kao koordinatnu os u, a pravac HPG kao koordi
natnu os v. Potrebno je dakle prije svega odrediti os PO, odnosno os HPG.
Najjednostavnije je konstruirati os PO (vidi sl. 3.) spajajuéi P s toctkom O
ali u ovom naSem sluéaju to je nemoguée izvesti, jer je toc¢ka O suvise daleko
Preostaje nam da konstruiramo pravac HPG, koji je okomit na PO. Oznadim¢
li kut u P $to ga zatvaraju pravei HPG i FPZ sa t, tada nam t pretstavljz
satni kut presjeciSta zadanog vertikala i ekvatora. U stereografskoj projekeij
vertikal se preslikava u krug GZH, ekvator u krug EGE'H, presjeci§te 1

0

“ £
Sl 3.

to¢ku G odnosno H, satni krug presjeci$ta u pravac GPH, a meridijan u pravac
FPZ, pa je kut kod P satni kut t. Vezu, koja povezuje satni kut t i azimut 4
moZemo dobiti iz sfernog trokuta: pol, zenit, presjeciSte G, imajuéi u vidu, de
je stranica PG upravo jednaka 90% jer je G na ekvatoru. TraZena telacije
glasi:

(6) tgt = sin ¢ tg A.

Na osnovu ove relacije moZemo vrlo jednostavno konstruirati grafick
kut ¢, t.j. pravac HPG. U tu svrhu nanesimo u totki P kut ¢ iduéi oc
pravca PE'. Tako dobijemo to¢ku B i smatrajuéi polumjer osnovnog kruga z:
jedinicu, bit ¢e duzina PC, koju dobijemo spustivsi iz B okomicu na pravac PF
jednaka PC = sin ¢. Nanesemo li sada od pravca FP zadani kut A dobijemc
toéku D, koja je od pravea FP udaljena za veli¢inu CD = sin ¢ tg A. Prene:
semo li duZinu CD na okomicu u C’ dobijemo totku D’, koja nam spojena s F
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daje u P kut t, odnosno traZeni pravac HPG, jer je C'D’ = tg t. Iz ovog vi-
dimo, da na ovaj nadin moZemo konstruirati pravac koordinatne osi v kad su
kutevi A maleni, dok ée u protivnom sluéaju, za A>>50 totka D oti¢i suvise
daleko, ali tada ¢e totka O biti blizu, pa konstruiramo neposredno OP.

Konstruirajuéi koordinatnu os v dobili smo istovremeno i dvije totke pro-
jekcije vertikala; to su totke H i G. Ostale ¢emo totke lako dobiti izratuna-
vanjem koordinata u i v sluze¢i se pomoénim kutem u Sto ga zatvara radij
vektor R s polarnom osi u. Iz slike slijedi:

(7 w=Rcosu—d

(8) v = R sin u,

gdje je

9) d=0P=rtge::sint

Prema svemu izloZenom tekao bi postupak za izratunavanje projekcije
vertikala slijede¢im redom: Za dati azimut A vertikala i uz poznate r i ¢

1) izratéuna se R iz (3),
2) izratuna se t iz (6),
3) izratuna se d iz (9),

4) za okrugle stupnjeve u vadi se iz tablice sinu i cosu, pa se izratuna v
iz (8) i u iz (7),

5) s poznatim t ucrtaju se koordinatne osi i nanesu izratunate koordinate

to¢aka, koje spojimo i dobijemo traZenu projekeciju vertikala.

Sada moZemo usporediti izratunavanje koordinata u, v s izra¢unavanjem
koordinata x, y. Veli¢inu R treba izratunati u oba slu¢aja i prema tome nema
nikakve razlike. Veli¢inu t ne treba izratunati kod odredivanja koordinata
x, Y, ve¢ samo za koordinate u, v. Tu treba ipak imati na umu, da izratunavsi t
po formuli (6) u isto vrijeme dobivamo dvije toéke pojekcije vertikala: H i G.
Samo izraéunavanje po formuli (6) brZe je nego izratunavanje jednog para
vrijednosti x i y, koji daju samo jednu tot¢ku projekcije vertikala. Buduéi da
se i kod izratunavanja x, y treba izratunati velid¢inu r tg ¢, to €e izratuna-
vanje veli¢ine d biti ekvivalentno vremenu izratunavanja izraza R cos A u
formuli za y. Ratunanje u po jednadzbi (7) jednako je rafunanju x po jedna-
dzbi (5) ili 4 po jednadzbi (2) odnosno (2 a), dok je ratunanje v iz (8) jedno-
stavnije, dakle brZe od ra¢unanja y iz (4). Na osnovu toga moZe se re¢i, da je
izrafunavanje parova u, v nesto brze od izratunavanja parova x, ¥.

No osnovna se prednost izratunavanja to¢aka pomoéu u i v sastoji u tome,
$to je za jednu projekciju vertikala potrebno izratunati dva puta manje pa-
rova u, ¥ nego parova ¥,-Y. 1z jednadzbe (8) vidimo, da éemo za negativne
vrijednosti u dobiti negativne vrijednosti v, ali ée one po apsolutnoj veli¢ini
biti jednake onima za pozitivne vrijednosti pu. Prema tome izratunavamo v
samo jednom, oznafujemo ih s oba predznaka i nanaSamo s obje strane tocke P
na osi v. Vrijednosti u su prema jednadZzbi (7) jednake i za pozitivne i za nega-
tivne vrijednosti u, pa ih opet izratunavamo samo za jednu polovinu projek-
cije vertikala. Vidimo dakle da je zgodan izbor koordinatnog sistema dva
puta ubrzao izratunavanje projekcije vertikala.

303



II.

Kod izrade programa opaZanja za astrolab s prizmom moZemo se takodei
korisno posluziti stereografskom projekcijom nebeske sfere. Tu se opet susre-
¢emo s problemom konstrukcije projekcije vertikala, ali u posebnom obliku
Dok smo u prijaSnjoj konstrukeiji odredivali samo nekoliko vertikala, ali 1
punoj duZini, dotle nam u ovom slu¢aju treba odrediti samo presjeciste verti-
kala s projekcijom almukantarata z = 307, ali ne jednog vertikala, veé redom
unaokolo po cijelom alkumukantaratu. Na taj na¢in mozemo pomoéu oznadenc
projekcije almukantara vrlo jednostavno pronaéi zvijezde, koje se nalaze ne
traZenoj zenitnoj daljini i na samoj projekciji progitati azimut zvijezde u tomr
poloZaju. Istovremeno ¢emo pomoéu ucrtanog meridijana moéi oditati na rubu
zvjezdane karte trenutak zvjezdanog vremena prolaza kroz almukantarat
Uzmemo li dovoljno veliku kartu onda moZemo prema oznaci od po 5° oéitati
azimut totnos¢u do 0,5% Sto ¢e biti posve dovoljno da nademo zvijezdu v
vidnom polju instrumenta.

Konstrukcija same karte u pogledu nanaSanja zvijezda po deklinaciji i
rektascenziji, kao i konstrukeija projekcije almukantarata posve je jednaks
postupku Witrama, kako je opisan kod Terzi¢a i Tretjakova, §to smo veé spo-
menuli u L. dijelu. Potrebno je ovdje naglasiti, da srediste @ projekcije almu-
kantarata, koja je takoder krug, ne ée pasti u projekciju sredita almukanta-
rata — zenita — kako bi se moglo zaklju¢iti iz izlaganja u ¢lanku Terziéa, veé
nedto juznije.

Sto se ti¢e nanoSenja azimuta na
projekeciju almakantarata, moZe se uzeti,
da je za vertikale s azimutom od A4
= 50°do A = 130° i od A = 230° dc

= 310 najzgodnije odrediti sredi-
Sta O, kako je pokazano u I. dijelu, i
povlageéi iz njih lukove odrediti njiho-
va presjeciSta s almukantaratom. Me-
dutim za vertikale s azimutom od 310'
do 50° i od 130° do 230° to ¢e biti
prakti¢ki neizvodljivo, jer ée totka O
padati suviSe daleko, da bi za A = O!
pala u beskonatnost i projekecija po-
stala pravac poklopivdi se s projekei-
jom meridijana. Zato moramo za te pre-
ostale vertikale upotrebiti drugi postu-
pak.

X,

?
¥ Neka nam na slici 4. vrijede iste
oznake kao i na ranijim slikama, samc
7 neka @ oznaéuje projekciju sredidta al-
e b e mukantarata z = 30° Iz kartografije
znamo da je
Sl 4. (10) PZ = rtg (45 — /2)

{11 , PQ = r [tg (60° — ¢/,) + tg (30° — ¢/2)] : 2 §1i
= 1 cos ¥ : (cos 30° + sin @),
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lok je polumjer Ri, projekcije almukantarata oko @ jednak:

12) R, = 7 [tg (60° — ¢/2) + tg (30° —g/2)] : 2 ili
=71:(y3 + 2sin9

t polumjer R projekcije vertikala odreden je veé s

3) Ri= ¥ ::008 P sin A.
Jalje je

13) OF = R cos A

1) FP =71tg 9

Povuéemo li pravac kroz toéke O i @ zaklapat ¢e u totki @ kut f s pro-
ekcijom meridijana. Kut f moZemo izraunati iz formule

14) tg p = OF : (FP + PQ).
Jdaljenost srediSta O od sredi$ta @ bit ¢e jednaka:
15) d =0Q = R cos A :sin B.

Pomoéu veli¢éina d, R i R1 moZemo sada izratunati sjeciste radikalne osi
praveem OQ, t. j. totku M. Iz analititke geometrije znamo da je

16) QM = (R>1 + d2 — R) : 2d.

Inamo nadalje, da je radikalna os ona zajednitka sekanta dva kruga, koja
wrolazi kroz njihova medusobna sjecista i stoji okomito na spojnici njihovih
rediSta. Prema tome, ako u totki M podignemo okomicu na OQ, sje¢i ¢e ona
irojekeiju almukantarata oko @ u to¢kama Xy i X a prema svojstvima radi-
:alne osi, te su totke ujedno sjecidte projekcije almukantarata s projekcijom
ertikala, koje smo trebali odrediti.

Postupak bi ukratko bio slijedeéi: iz (3), (13), (1), (11) i (14) pomocu za-
lanog A, r i @ izratunamo kut f. Na osnovu toga ucrtamo kroz totku @
iravac OQ. Izraéunavsi d iz (15) odredimo duZinu M@ pomoc¢u (16) nanesemo
e na pravac OQ i odredimo totku M. PoloZiv8i kroz M okomicu dobijemo tra-
ena presjeciSta Xy i Xo.

MozZemo brze doé¢i do projekcija trazenih presjeci$ta ako izratunamo nji-
iov satni kut. U sfernom trokutu: zenit, pol, presjecidte zadanog vertikala i
Imukantara poznati su nam elementi: zenitna daljina z = 307, zadani
zimut A, daljina pol-zenit jednaka 90° — ¢, pa izratunamo satni kut po for-
auli za @etiri susjedna elementa:

L7 cotg t,= cos ¢ cotg z cosec A + sin 7 cotg A.

Buduéi da zbog svojstva stereografske projekcije satni kut ostaje nepro-
aijenjen, to ée i u projekeiji satni kut presjeciSta vertikala i almukantarata
stati isti. Prema tome dovoljno je u to¢ki P povuéi pravac — projekciju satnog
Tuga kroz presjeciSte — koji zatvara kut t, s projekcijom meridijana.
‘otka Y, sjecidte tog pravea s projekcijom almukantarata dati ée nam traZenu
rojekeiju presjecista.

Otito je, da ¢e pravac sje¢i krug projekeije almukantarata u dvije tocke,
li ée nam gotovo uvijek neposredan pogled na crtez dati jasan odgovor, koje
2 sjeciSte pravo. Izbor medu sjeciStima bit ¢e oteZan samo ako je pravac blizu
oloZzaja tangiranja kruga almukantarata. U tom sluéaju bit ée najbolje, da
dredimo azimut vertikala kroz diraliSte T satnog kruga i almukantarata
rema formuli:

18) cos Ay = — tg ¢ tg 2.
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Znademo li azimut totke dodira, nije teSko odrediti pravo sjeciste. U slu
€aju pozitivnog t, t. j. za vertikale u I. i II. kvadrantu (brojeéi od toéke jug:
bit ¢e za azimute A < At. udaljenije sjeciSte od toéke P ono pravo,
za A > At bliZe sjeciSte, dok ¢e za negativne t, t. j. za vertikale u III. i IV
kvadrantu biti obrnuto, za A <T At bit ée pravo sjeciSte blize toc¢ki P, a z
A > At dalje.

Usporedimo li ovaj postupak s onim pomoc¢u radikalne osi, vidimo da j
jednadzba (17) mnogo zgodnija, nego ratunanje po formulama (3), (13), (14
(15) i (16), ali se prednost donekle umanjuje, jer pomoéu satnog kuta ta dobi
vamo samo po dvije tocke (drugu to¢ku dobijemo, ako nadenu tofku preba
cimo simetriéno prema pravcu PZ), a sa radikalnom osi dobijemo odmah ¢&e
tiri totke. DoduSe, kod ratunanja po formuli (17) numeri¢ke vrijednosti bi
¢e jednake u prvom i drugom ¢lanu formule, jer se radi o ubacivanju vrijednc
sti A i180° — A, pa ¢e zbog toga samo drugi ¢lan mijenjati predznak jer j
cotg (180° — A) = — cotg A. Prema tome za azimute I. i IV. kvadranta ims
¢emo zbroj oba ¢lana u formuli (17), a u IL i III, njihovu razliku, ali same ¢le
nove bit ée dovoljno izratunati samo jedamput. Stoga ¢e jo§ uvijek ostal
prednost kod postupka po formuli (17).

Za totke vertikala kojima je azimut blizak A, sjeciSte pravea i almukar
tarata bit ée suviSe razvuceno i prema tome netotno, pa se moZe primijenit
postupak s radikalnom osi iako duzi. Medutim, za naSe geografske Zirine n
dolazi ni taj slu¢aj u obzir, jer tocka tangiranja T leZi u predjelu veéih azi
muta, kad moZemo presjeciSta najzgodnije dobiti povlafeé¢i neposredno prc
jekeije vertikala iz toéke O.

CONSTRUCTION OF THE CELESTIAL VERTICALS IN THE STEREOGRAPHICAL
PROJECTION

Stereographical projection of the celestial sphere is very useful for finding the Pewzov
pairs of stars, and it is very simple to construct it. The construction of the almucantars
quite easy and here we give some hints on the construction of the verticals. For charts |
small scale it is conviniently to construct them graphically. For that purpose we draw a pe
pedicular to meridian in the point P (fig. 1.) which produces the points E E'. We draw t}
angle ¢ in the point E and we get the point F as an intersection with the meridian; then v
get the centre O of the vertical's projection as an intersection of the line through the point
(zenith) closing the angle %0-A with the meridian and the line through the pointF parallel
the line EE'. Drawing a circle around O with the radius OZ we get the projection of vertic
of a given azimuth A.

For a chart in a bigger scale the point O is too far away to be graphically construct:
and we must construct the vertical's projection calculating many points of it. For that purpo
we use the coordinate system with the axes u and v (fig. 3.) where the axis v closes the ang
t with the meridian, which we can calculate by the formula (6). Then we calculate the valu
u and v for every point of the vertical from (7), (8), (8 what is two times faster than usir
the formulae (2), (3), (4), — Witram's — because the every pair of u, v gives us two points |
vertical’s projection which is simetrical to the axes u and v.

1L

We can use the stereographical projection for choosing the stars for the observation
with the prismatic astrolabe, but it is convenient to mark the azimuth on the almucantar
projection. For a given azimuth A we calculate the angle B using (3), (13), (1), (11), (14) ar
draw the line 0Q (fig. 4); then we find the length MQ from (15) and in the point M draw
perpendicular which produces the point X,; X, as intersections with the almucantar's proje
tion. The points X; and X; are the marks on the almucantar of the given azimuth A.

One of the points X we can find still faster if we draw a line through the point
{projection of the pole in fig. 4) which closes the angle ts with the meridian, and the inte
section of this line with the circle of almucantar's projection gives us the point X. We calcula’
the angle t: by the formula (17).
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