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Dr. Ing. Josip Baturi¢ — Zagreb

Izjednatenje metodom opée aritmetitke sredine

Izjednaéenje metodom opce aritmetitke sredine moZe se upotrebiti kod
~mreza koje se mogu predo¢iti kao centralni sistemi.

U poéetku objasniti ¢emo princip izjednalenja u nivelacionoj mrezi. Vla-
kove koji dolaze u obzir za izjednaCenje treba najprije podijeliti na t. zv. para-
lelne (usporedne) i serijske (uzastopne) vlakove.

Paralelni nivelacioni vlakovi predoéeni su u slici 1. Od zadane to¢ke A do
traZzene totke B mjerena su dva vlaka 1 i 2. Rezultati mjerenja su visinske
razlike hy i h, sa kvalitetama p; i p» veé¢ prema duZini nivelacionog vlaka.
Oba vlaka mogu se zamijeniti jednim novim vlakom sa kvalitetom pas=p;
-+ p» kod kojega ¢e visinska razlika totaka A i B iznositi: :

b SeBy i Be et Lok Ly ABEPL Y Jba Dy
8 ' p1 + po P + P2
P2 pri éemu je hy priblizno odabrana vrijednost a
P h, thy = hy —hg i 4hs =hs —hgsu ostaeci.
hy Izaberemo li da je h; = hs jednadzba dobiva
jednostavniji oblik, naime
2
{hipy
h = he
A © Py T D2

gdje je 4 hy = h;y — ho.

U slici 2. predo¢en je drugi sluéaj paralelnih vla-
Sk 1 kova. Od zadane to¢ke A i B do totke C mjerena su
dva vlaka 1 i 2. U prvom vlaku od totke A odrede-
na je visinska razlika h,; sa kvalitetom p;. U dru-
gom vlaku od totke B odredena je visinska razlika
h, sa kvalitetom ps. Analogno kao u prijasnjem pri-
mjeru oba vlaka zamijenimo jednim novim vlakom
sa kvalitetom psc = p; + ps uzevsi u obzir i visin-
sku razliku izmedu to¢aka A i B. Visinska razlika iz-
medu totaka B i C bit ¢e
hsa +hy)ps +hepy , , dbhipst Ahope
pr T pe A Pt T P
Uvrstimo 1li za hy = hs dobivamo jednostavniji oblik
jednadzbe i to

hge=c

Ah; py
SL.2 hge = hg + =1
i © p1t pe
kod éega je 41h; = (hgy + hy) — ho.

Serijski vlakovi predogeni su u slici 3. Od zadane totke A preko totke B
treba odrediti totku C. Prvom vlaku od A do B sa visinskom razlikom h; i kva-
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litetom p; dodaje se drugi vlak BC sa visinskom razlikom h, i kvalitetom p.,
tako da se dobije vlak sa visinskom razlikom
h4c = hy + hy
sa reciproénim kvalitetama
1 1 1
—— T + ==
pPac P1 P2
"Na osnovu dosadasnjih izvoda moZemo postaviti ova pravila:
Kod paralelnih vlakova mjereni se vlakovi zamijene jednim novim vla-
kom pri &emu je kvaliteta novog vlaka jednaka zbroju kvaliteta prijasnjih
vlakova.

Kod serijskih vlakova mjereni se vlakovi zamijene jednim novim vlakom
" pri éemu Je reciproéna kvaliteta novog vlaka jednaka zbroju reciproénih kva-
litete prijasnjih vlakova.

Recipro¢ne kvalilete su razmjerne sa kvadratom srednjih pogreSaka te je
prema tome kod serijskih vlakova kvadrat srednje pogreske novog vlaka jed-
nak zbroju kvadrata srednjih pogresaka prijadnjih vlakova.

Sl 3

Kombinacije paralelnih i serijskih vlakova vide se u nivelacionoj mrezi
(sl. 4) u kojoj su zadane apsolutne visine totaka A i B. Totka C odredi se
prema postupku u slici 2., t. j. pomoéu visinskih razlika h; i hy, paralelnjh
vlakova 1 i 2. Toé¢ku D odredimo tako da na visinskoj razlici hge dodamo u seriji
visinsku razliku hy (analogno postupku u slici 3.) Tako odredena totka D
je privremena te se stoga odredi jo$ i sa paralelnim vlakom 4, sa visinskom
razlikom h, koja odgovara visinskoj razlici hgp. Sada visinskoj razlici hgp
dodamo u seriji vlak 5. Ovaj rezultat morao bi se slagati sa visinom toéke
A. Nastalo odstupanje razdijeli se na visinsku razliku hs i hgp u odnosu nji-
hovih reciproénih kvaliteta. '

Popravljenu vrijednost h; odbijemo od totke A i dobijemo konaéni izjed-
naéeni polozaj totke D. Odstupanje od prijasnje vrijednosti totke D dijeli
na visinske razlike hy; i hge u odnosu njihovih recipro¢nih kvaliteta. Ako satﬁ
od konaéne vrijednosti totke D odbijemo popravljenu visinsku razliku hy
dobijemo definitivnu vrijednost totke C.
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Ratunanje sa diferencijama 4 hj, Ahs, i t. d. je povoljnije nego li sa Eita-
vim vrijednostima h;, hy, i t. d. buduéi da su brojevi za raéunanje maleni a
¢itav se ratun moze dovoljno tofno odrediti logaritamskim ratunalom.

Izjednadenje centralnog sistema. Centralnim sistemom kod
nivelacione mreZe naziva se takova mreza kod koje je jedna centralna tocka
spojena vlakovima sa svim ¢vornim totkama a Gvorne su totke jo§ medu-
sobno povezane posebnim zatvorenim vlakovima. Jednostavni oblik mreZe vidi
se u slici 5. Totka A je centralna iako bi se svaka totka mogla preuzeti kao
centralna totka.

Slika 6. prikazuje jednostavnu mreZu u kojoj moze biti centralna totka
samo totka A buduéi da ona jedina ima vezu sa svim ostalim totkama.

U slici 7. vidi se nivelaciona mreZa sa &voristima A, B, C i D u kojoj je
zadana samo totka A. Visinske razlike pojedinih vlakova mjerene su odnos-
nim kvalitetama p;, P2, P3» Pa» Ps» Pe. Za odredenje definitivne izjednatene
vrijednosti jedne od totaka, n. pr. totke B upotrebit cemo posebni postupak.

U svrhu izjednatenja predpostavimo da je vlak 1 mjeren 4 puta (rezultati

mjerenja su isti) ali svaki puta sa kvalitetom % Svi ostali vlakovi mjereni su

dva puta ali svaki put sa poloviénom kvalitetom, n. pr. p*, P 18 A D
Uz ove pretpostavke moZe se smatrati da se vlak 1 (A do B) sastoji iz

vlaka 1, (A do Bo) i viaka 1, (A do By) svaki sa kvalitetom %1
Prema tome imamo nivelacionu mrezu koja je mjerena dva puta sa ovim

vlakovima i odnosnim kvalitetama:
Vlak 11! 2! 3! 4! 5! '6! 12

Pr P2 Ps P+ Ps Ps P1
ey ENE YL T LAl ST

Buduéi da su kvalitete srazmjerni brojevi mozemo ih mnoziti sa 2, take
da dobijemo

Kvaliteta

= : P
21' » P2 Pa» P4 Ps» Pi '2_
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Uvedimo sada redoslijed odredivanja toéaka jednim smjerom do totke B,
za jedno mjerenje mreze i to:

Iz polazne totke A zbrajanjem dvaju serijskih vlakova 1; i 2 odredimo
privremenu toku (C) koja sa paralelnim vlakom 3 daje aritmeti¢ku sredinu
za totku C. Totki C dodamo u seriji vlak 4 i na taj naéin odredimo totku
(D) koja sa paralelnim vlakom 5 daje aritmeti¢ku sredinu za totku D. Tako
odredenoj vrijednosti za totku D dodamo u seriji vlak 6 da odredimo totku
(B) koja sa paralelnim vlakom 1, daje aritmeti¢ku sredinu za totku B;.

Kod drugog mjerenja mreze odredujemo uzastopne ¢évorne totke do tocke
B, protivnim redoslijedom i to ovako:

Potev od polazne totke vlakovi 1, + 6 sa vlakom 5 daju aritmeti¢ku sre-
dinu za totku D. Tocki D dodamo vlak 4 koji sa vlakom 3 daje aritmeticku
sredinu za toéku C. Na kraju to¢ki C dodamo vlak 2 koji sa vlakom 1; daje
aritmetitku sredinu za totku Bs.

Pri gornjem odredivanju vrijednosti totaka odredimo i njihovu kvalitetu.

Rezultati za totke B, i B, se redovno ne ¢e slagati niti ¢e imati istu kva-
litetu. Stoga od rezultata B; i B, uéinimo opéu aritmeti¢ku sredinu i dobi-
jemo izjednateni polozaj totke B.

Daljnji postupak isti je kao za slufaj u slici 4. Totka B smatra se sada
zadanom pored veé zadane totke A. Takoder se i nivelacioni vlak 1 viSe ne
izjednatuje veé¢ se smatra zadanim, bez pogreske, sa reciprofnom kvalitetom

1
jednakom — = 0.
p

Za obrazloZenje i opravdanje gornjeg nacina izjednacenja obraden je veti
broj primjera iz literature koji su veé izjednateni metodom najmanjih kva-
drata. Sravnjivanjem rezultata dolazimo do zakljutka da je izjednalenje me-
todom opée aritmeti¢ke sredine potpuno ekvivalentno izjednaenju po metodi
najmanjih kvadrata.

Primjer 1. (Werkmeister: Einfithrung in die Ausgleichungsrechnung,
str. 100, 135, 164).

Zadana je nadmorska visina totka A, H = 237,483 m (sl. 8.) Nivelacijom
odredene su ove visinske razlike na duzini s a sa kvalitetom p:

hy=58%m s =35km= — p;=029
P1
he =3782m 8:=27%m= }— p2 = 0,37
P2
hs = 9,640 m s3 = 4,0 km = —1— ps = 0,25
Pa
i
hy = 7,384 m 8, =30km= — p;=033
P4
h; = 2,270 m gx =25 %km = 51~ ps = 0,40 SL 8
5

Napomena: Primjer ne odgovara zatvorenom centralnom sistemu buduéi
da nije mjeren direktni vlak izmedu totaka B i D.
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Kako se vidi iz donjih tablica od toéke A preko totke B do C zbrojimo
vlakove 1 i 2 u seriji i dobijemo prvu vrijednost C, za totku C. Vlak 3 od totke
A do C odreduje nam drugu vrijednost C,. Zatim od totke A preko D do C
zbrojimo vlakove 5 i 4 u seriji te na taj natin dobijemo treéu vrijednost Cj.

Tablica 1
l 1 [ I 1
vlak h p e viak| h p vlak h p —-
P | P
1 | 5835 35 3 | 9640| 0,25 5 | 2,270 2,5
2 | 3782 2,7 C l 9340| 0.25 | 4 | 7384 30 |
C. | 9619| 016| 62 = g | 8] 03e} a5 |

Buduéi da su vlakovi od A do C; i od A do C, dva paralelna vlaka te od
rezultata C, i Cy udinimo opéu aritmeti¢ku sredinu (C), naime

Tablica 2
| l 1 ‘ m pan | B4
| ' | 2p
C 9,617 ' 0,16 ] 23 1 3.7
C 9,640 0,25 | B
© | 961 | oa1 | |- an e

Rezultirajuéi vlak od A do (C) i vlak od A do Cy stvaraju takoder dva
paralelna vlaka te zbog toga u¢inimo novu op¢u aritmeti¢ku sredinu od rezul-
tata (C) i Cg $to nam predstavlja izjednatenu vrijednost totke C.

Tablica 3
1 . Ah
h p = 4h pah '3
(©) 9,631 0,41 23 9.4
Cs 9,654 0,18 |
'z 9,638 0,59 9.4 16 |
Tablica 4
= : I 1 pAh | -
viak h 2L 4h 7 |
| » p ’ 2p
1| 5835 0,29 21 6.1
AC+2 | 5856 | 037
B | 5847 0,66 | | 61 9
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Totka C je definitivna izjednagena vrijednost visinske razlike od A do C.

Za odredenje definitivne izjednatene vrijednosti h, smatramo totke A i C
zadanima kod ¢ega se totka B odredi iz dvaju paralelnih vlakova 1 i AC + 2
gdje je AC + 2 = 9,638 — 3,782 = 5,856. Ostali rac¢un vidi se iz tablice.

Analognim postupkom odredi se totka D pomoéu dvaju paralelnih vlakova
5iAC + 4 = 9,638 — 7,384 = 2,254,

Tablica 5

| W g ;
pdn |
viak h ‘ Lo 4n -
! | 4 ‘ P l 5 2p ;
' 5| 2210 | 040 | 16 .| 64 | .:
‘ AC+4 | 2254 0,33 | :
| D | 223 0,73 i - o S

Prema tome definitivne izjecraéene visinske razlike iznose:

vlak h v vv P pvv
1 be47T +32° 144 028 42
2] = (L ) 81 0,37 30
3 9,638 — 2 4 025 1
4 7315 — 9 8L 038 X
5 2263 — 7 49 040 20
120 = [pvv]

Izabrana teZzina p = 1 odnosi se na nivelacioni vlak duZine 1 km.
Srednja pogreska za kvalitetu jednaku jedinici, t. j. srednja pogreSka nive-
liranja vlaka od 1 km duzine iznosi:

o= q____[p_VV]__ =4[ 120 . 7.7 mm
n—pu 5—3 .
ako je n broj visinskih razlika, 1 broj nepoznanica, odnosno n — un je broj
suvidnih visinskih razlika.
Srednja pogreSka pojedine mjerene visinske razlike bit ¢e

potio s B g o g o et BT S et
vpr V029 vpz V0,25
y2=-!—t—"_:: —7i?==_t13mm p;:ﬁ_q :l’.'-?.——.:-{ 13 mm
Vp: V0,37 vp: V0,33
"y = -ED- o —'i = + 12mm
vps 0,40

Srednja pogre$ka nakon izjednalenja za vlak AC iznosi

)
BRac = Bo S

= = = —— = 4 10mm
vpe 0,59
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Ratun kvalitete vlaka AD nakon izjednatenja
Srednja pogreska poslije izjednaenja za vlak AD bit ¢e

Mo G W
JPD Jonsg
Ratun kvalitete vlaka AB poslije izjednacenja

Bap = + 10 mm

Tablica 6 Tablica 7
1 1
vlak P vlak -—_—
p # a p D
(C) 0,41 2,4 Cs 0,18 5,5
4 3,0 & 0,25
(D) 0,19 54 , (©) 0,43 2,3
5 0,40 2 2.1
D 0,59 (B) 020 ! 50
5 : 1 | 0,29
B | 049

Srednja pogreska vlaka AB poslije izjednatenja je

m Ho 717

AB — ——m — T—=
Vps V0,49 _

Svi rezultati potpuno se slaZu sa izjednaienjem po metodi najmanjih

kvadrata. ; -
Primjer 2. (Vogler: Geodetische Ubungen II. Teil, str. 166. gdje je na-

vedeni primjer izjednaen po metodi najmanjih kvadrata.
Ovaj primjer odgovara centralnom sistemu nivelacione mreze kod kojega

su kvalitete za svaki vlak jednake.

=411 mm

Podaci su ovi: vlak h p %
1 1264 1 1
2 7,261 1 1
3 6,003 1 1
4 1483 1 1
5 4,523 1 1
6 87940 1+ 1
Za vlak 1 uvedemo dva nova vlaka:
AR Tablica 8
1
lak h e
v s :
1, 1,264 0,50 2
o 1s 1,264 0,50 2
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Od tocke a (sl. 9.) jednim smjerom odredimo to¢ku B ratun s lijeve strane
donje tablice) a drugim suprotn:m smjerom od totke A odredimo totku Bs
(ratun s desne strane).

Pod odredenjem bilo koje totke (n. pr. B) razumijeva se zapravo odre-
denje visinske razlike odnosne toéke od polazne totke A.

Opca aritmeticka sredina rezultata B, i B, je:

Tablica 10
e Rl ’
pdh |
h — | 4n 4 | =
S O 1 ; ‘ >p
B, —1,2687 L | 89 | 988 |
B. —12588 | 111 | ', |
B —12642 | 222 | | ess |

Nakon odredenja izjednaéene visinske razlike toéke B od totke A, smatra-
mo obje totke A i B zadanima i izjedna¢imo totke C i D ovim postupkom:
Prvim redoslijedom odredimo totku C; i D, i njihove kvalitete:

Tablica 11

vlak % h : p Lp . ; pdh r % '

B | —12802 | | o0 | s e

2 | 7260 | B i |

e | ome- ot | a | & | e 3

ot DA var 8 } | 1
o | Ao {3 | 6p | - S e
RO E . R TEeles LR 5 dondoy |
D | 45169 0667 | 15 o1 =l 4l l [
R, Wi e O e et B gt i S |
D; | 45205 1,807 a6 ) ! |

Zatim odredimo totku D, polaze¢i iz totke B kojoj je reciproéna kvali-
teta jednaka nuli:

Tablica 12
I lak | h | t .
vla | p I
| | _ p
| B | —1,2642 =
T | 6 5,7940 1
D 4,5208 SRR

Opta aritmeti¢ka sredina iz rezultata D, i D, daje vrijednost izjednatene
visinske razlike tocke D od totke A: ;
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Tablica 13
| 1 i | pdh
h ‘ - 4h Ah = o
| ‘ ‘ R, | Pk 3p
} D, [~ 45205 | 1867 | 93 155
i | 45208 | 1,000 i J
| ™ 25200 | 2667 | | | 155 58 X

Polaze¢i iz totke D kojoj je sada reciproéna kvaliteta jednaka nuli, odre-
dimo totku C, koja sa C, daje optu aritmetitku sredinu visinske razlike toéke
‘C od totke A:

1 Tablica 14
P s T P e} 4h
h | e S S Ah e
‘ | ettty P 2p
D | 4520 | | = ‘
& ) 14830 | |l A%E s i
C: ‘ T R R P s X T 7 |
PRt Tl T i X
B o GRARE g e, B 1 2|

Teoretski se .dade dokazati da je ovakovo izjednatenje metodom opce
‘aritmeti¢ke sredine za slutaj jednakih kvaliteta potpuno jednako sa izjedna-
¢enjem po metodi najmanjih kvadrata, $to je ovdje i prakti¢ki potvrdeno,
‘buduéi da se jedni rezultati slazu sa drugima. Isto vazi i u sluéaju kada su
kvalitete dosta razli¢ite ali ipak za neke i to simetriéne vrijednosti jednake.

Primjer 3. Zadana je nivelaciona mreza sa ovim podacima:

1 &
vlak h p P :
p 3 3
1 71,952 8 0,125
2 61,074 5 0,2 B, 7,
3 10847, 118 — ===,
e S TR L 8, 1
5 14,876 1 1,0 . ' 4 4
6 86,809 5 0,2 6
U slici 10. je crtkano oznaéena o0s sime-
‘trije prema kojoj vlakovi imaju simetri¢ne 0
kvalitete i topo =pg = 5ipg = p; = 1. Sl 10

Izjednatavanje zapotinje od totke A time da za pogetni vlak 1 uvedemo
-dva nova vlaka:

Tablica 15
r 1
vlak h -—
! I ! . P
i I | 71,952 | ~ 40 0,25
P 2 i 1952 | 40, 0.25

Sada najprije jednim smjerom od totke A odredimo totku B, a zatim
drugim suprotnim smjerom od totke A odredimo todku B..
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Tablica 17
1 ¢4h ‘
| B, 71,9514 | 5538 o1 | a0
B: 71,9440 5538 | | |
T B | meem 11,076 | | | 410 7|

Totka B je time izjednafena te se smatra da ima recipro¢nu kvalitetu
jednaku 0, 3to zna® da se u daljnjem izjednafenju njezina vrijednost ne -

mijenja.
Potev od totke B ponovimo prvi redoslijed i odredimo totke C; i D,
Tablica 18
i vlak h i P l -ll—)— E 4h l pdh ;?:
Pt 71,9477 0,0
—2 | —61,0140 ! 0,2 l
© 108737 | 50 0,2 267 | 1335
3 10,8470 1,0 ‘
C 108692 |, 60 | 0,167 l 1335 222
—4 | —257140 05 ‘
(P) —14,8448 1,5 0,667 312 ‘ 468
—5 —14,8760 1,0
D, | —1487 | 25 | | i 68 | 187

Suprotnim smjerom od totke B odredi se totke Dy i C, odnosno njihove
definitivne vrijednosti D i C:

Tablica 19
1 4h
viak h p = 4h pah ‘;p
B 71,9477 , 0,0
—6 | —86,8090 02 |
D, | —148613 | 50 0.2 40 200
D, | —148573 | 25
14,8600 | 75 0.0 200 27
4 25,7140 05 i
C: 108540 | 20 | 05 152 304
c 10,8692 | 6,0
c 108654 | 80 304 38
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Izjednateni rezultati vlakova su ovi:

vlak h

Sl 11

a drugim suprotnim smjerom toéku A, (Tablica 20):

S N e W S =

71,9477
61,0823
10,8654
25,7254
14,8600
86,8077

43
83
184
114
160
13

vv

1849
6 889
33 856
12 996
25 600
169

Lot - R I - - B - |

5

145,

pvv

14 792
34 445
33 856
25 992
25 600

845

[pvv] = 135 530

Izjednatenje po metodi najmanjih kvadra

ta pomoéu korelata daje puno iste rezultate.

Sada potrazimo kod iste slike narotito nepovoljan, t. j. nesimetrian po-
lozaj kvaliteta. Umjesto vlaka 5 (sl. 11.) uvedemo dva nova vlaka. Ratunanje
zapotinje od totke D prema A kod fega jednim smjerom odredimo totku A,

Op¢a aritmetitka sredina rezultata A; i A, je

Tablica 21
‘ { pdh
h = 4h Ah
l ¥ p 4 >p
A, 14,8784 11,32 232 306
A, 14,8552 411 4
A 14,8608 5,43 306 56
Odredimo sada totke B; i C;
Tablica 22
1 pdh
vlak h - 4h Ah _—
¥ P £ 2p
A 14,8608 0,0
1 71,9520 0,125
(B) 86,8128 8,0 0,125 38 304
6 86,8090 5,0
B, 86,8113 13,0 0,077 304 23
=9 .—61,0740 0,2
©) 25,7373 3,62 0,277 233 841
+ 25,7140 2,0
Ci 25,7290 5,62 841 150
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Odredimo totke C, i By i izjednafene totke C i B:

Tablica 23
1 Ah
h } p = 4h pdh ”I;sp_
A | 1438608 | 0,0
| 3 | 108410 1,0
C: | 257078 i 1,0 1,0 212 212
C: 957290 | 562
c | 257258 | 662 | 212 32
| 2 61,0140 | 02 | |
C® 86,7998 | 50 15 | 575
B, | 868113 13,0 |
B 86,8081 | 18,0 | &5 | 32

Izjednadeni rezultati vlakova su ovi:

vlak h v vV p pvv

71,9473 47 2209 8 17 672

61,0823 83 6 889 5 34 445

10,8650 180 32 400 1 32 400

25,7258 118 13 924 2 27 848

14,8608 152 23 104 1 23 104
b

86,8081 9 81 405
[pvv] = 135 874
Po metodi najmanjih kvadrata [pvv] = 135530
344
Razlika u [pvv] iznosi samo 0,25% ili prakti¢ki nula. Stoga smatram da je
ova metoda opée aritmetitke sredine praktitki potpuno ekvivalentna metodi
najmanjih kvadrata. _

Primjer je uzet iz literature (Hegemann: Ausgleichungsrechnung str. 61.)
samo $to su kod njega kvalitete vlakova premalo diferencirane jedna od druge
tako da je rjeSenje po metodi opée aritmeti¢ke sredine potpuno jednako rje-
Zenju po metodi najmanjih kvadrata.

Kvalitete su ove:

p1=49 p3=T0 5 = 6,7
7 pz =41 Py =53 Ps = 2,9

Ovdje obradeni primjer je isti samo 3to su kod njega izabrane naro¢ito
velike razlike u kvalitetama, u svrhu dokaza, kako je uza sve to procenat
razlike u sumama [pvv] minimalan. .

Teoretski se dade dokazati da je razlika izmedu jedne i druge metode jo$
manja ukoliko se kvalitete medusobno manje razlikuju, odnosno, ukoliko se
simetri¢nost u kvalitetama &m manje razlikuje.

Izjednaéenje nivelacione mreZe umetnute izmedu viSe zadanih to-
taka. (Ndbauer: Grundziige der Geodesie. S. 49). g

Zadana je apsolutna visina H totaka: A, B, C, D, E (sl. 12.) Zbog lakS3eg
ratunanja {educir-amo visine totaka na totku A, gdje je H = 0,000.

[= -0 I L I



Zadano je:
108,314
110,637
111,456
109,123
111,279

HOoaowk

Mjereni su vlakovi 1, 2... 12 sa
visinskim razlikama h i kvalitetom p

naime
vlak h
1. 1,005
2 1,317
3 0,313
4 0,503
5 0,234
6 0,407

vlaka:

0,000
2,323
3,142
0,809
2,965

p

1,18
1,00
0,73
0,83
0,91
0,75

0,847
1,000
1,370
1,204
1,100
1,333

Sl 12
viak h p
7 0,826 0,97
8 0,692 0,83
9 0,497 0,56
10 1,136 0,48
11 0,095 0,59
12 1,728 0,75

= Tablica 24
1 | |
1
vlak ‘ h e
! =N R ‘
| is [ 1,005 059 | 1,694
o % ] S0 05 | 1604 |

Za olakSanje ratunanja moze se svim mjerenim vrijednostima koje su di-

1,031
1,204
1,786
2,082
1,694
1,333

Ratunanje zapotinje od toéke A time da se za vlak 1 uvrsti dva,nova

~147

rektno vezane na zadane &vrste totke promijeniti mjerena vrijednost na taj

natin da im se pribroji jo§ i velitina reducirane kote zadane totke. Tako redu-

cirane mjerene vrijednosti saduvaju svoje kvalitete:

Tablica 25
' | 1
vlak h H h* red | p —
| p
| 2 1,317 —2,323 —1,006 1,00 1,000
i 3 0,313 2,323 2,636 0,73 1,370
i 4 0,503 —3,142 —2,639 0,83 1,204
5 0,234 —2,965 —2,731 0,9 1,100
] 6 0,407 2,323 2,730 0,7 1,333
7 0,826 —2,323 —1,497 0,97 1,031
| 8 0,692 0,809 1,501 0,83 1,204
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Predznaci se odnose na smjer strjelica uertanih u slici.

Budué¢i da se u trazenim toékama sakuplja viSe od 3 vlaka, potrebno je
uzeti u obzir i ostale vlakove zbog &ega dobivamo privremene vrijednosti tra-
Zenih tofaka: (U) i (U’), i t. d.

Od toéke A jednim smjerom odredimo toéku X1, odnosno, od tofke A dru-
gim suprotnim smjerom odredimo totku X, (Tablica 26):

Op¢a aritmetitka sredina rezultata X, i X, je

Tablica 27

vlak h P % 4h e ?s
X 1,0038 1,03 7 T 11,3 4
X 1,0049 2,15

X | 1,008 3,18

Sada odredimo to¢ke Uy, Z, i"Y,:
Tablica 28
1 4h

vlak h p = 4h ] pah pr
X | 1,005 I 00 ’ '

12 1,7280 | 1,33 |

W |- 27325 0,75 1,33 15 11,3 7
—5 2,7310 0,91

W) 2,7317 1,66 E 17 28,2 12

i 2,7300 0,75

Us | 27812 2,41 0,41
—11 - | —0,0950 - 1,69

() 3,6362 0,48 2,10 2 1,0 1

3 2,6360 0,73

@) 2,6361 1,21 29 35,1 17
—4 2,6390 0,83

Z, 2,6373 2,04 0,49
—10 1,1360 2,08

) 1,5013 0,39 2,57 3 1,2 1

8 1,5010 0,83 :

(") 1,5011 1,22 41 50 23
% 1,4970 0,97

Yy 14993 | 2,19 ,
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Zatim slijedi ratun vrijednosti tofaka Yy, Zp i Uy kao i radun vrijednosti
izjednagenih totaka Y, Z i U:

_ '_I‘_a_t_)lica 29
i h X Ah Ah pah
b 2 P “ >p
X 1,0045 0,00
9 0,4970 1,79
A 1,5015 0,56 1,79 22 12,3 4
o 1,4993 2,19
R 1,4997 2,75
| 10 1,1369 2,08
Za 2,6357 0,48 2,08 16 7.1 3
g bz 2,6373 2,04
Z 2,6370 2,52
11 0,0950 1,69
| Us 2,7320 0,59 1,69 8 AN 2
U, 2,7312 2,41
R 2,7314 3,00
Izjednadeni rezultati apsolutnih visina
s Tablica 30
| Totka Vlak h H
| a | 1083140
| X 1 1,0045 109,3185
| Y 1+9 1,4997 109,8137
o 1+9+10 2,6370 110,9510
{ U 14+9+410+11 2,7314 111,0454 R
Izjednateni rezultati visinskih razlika
Tablica 31
Totka vlak R h
B 110,6370
x 2 109,3185 1,3185
Z 110,9510
B 3 110,6370 - 0,3140
C 1 111,4560
7z 4 110,9510 | 0,5050
E 111,2790
U 5 111,0454 0,2336
B 6 110,6370 0,4084
Y 7 109,8137 0,8233
D 8 109,1230 0,6907
U 111,0454
X 12 109,3185 1,7369
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Pregled izjednagenih rezultata:

Vlak h,,; hy;; v vV P pvv
1 1,006 10045 — 5 25 118 30
21,310 ¢ 1,3185 15 225 1,000 225
3. 0,313 03140 10 100 0,73 73
4 0,503 0,5050 20 400 0,83 332
5 0234 02336 — 4 16 091 15
6 0407 0,4084 14 196 0% 14%
7 0826 08233 — 27 1729 097 707
8 0692 06907 — 13 169 083 140
9 0497 04952 — 18 324 0,56 181
10° 1,136 .1,1373 13 169 048 81
11 0,095 10,0944 — 6 36 0,59 21
12 1,728 17269  — 11 121 9,75 91

2043 = [pvv]

2039 = [pvv]

po metodi najmanjih kvadrata.

Razlika u [pvv] je tako malena, samo 0,2% da se moZe zanemariti. Uosta-
lom moglo se to unaprijed otekivati, budu¢i da se kvalitete pojedinih vlakova
medusobno vrlo malo razlikuju.

Srednja pogreSka za kvalitetu jednaku jedinici iznosi

T pa

Za odredivanje srednje pogreske nepoznanica potrebno je i¢i neovisnim
putevima, iz suprotnog kraja i po moguénosti simetri¢no (sl. 13.) Kod vlakova
koji su u seriji, zbrajaju se reciproéne kvalitet a kod vlakova koji su para-
lelni, zbrajaju se kvalitete,

L Tablica 32
l i 1
lak | — | | vlak -
vlia P D P p
4 11,204 3 | 1,370
11 | 1,694 10 2,082
Uy | 0,345 2808 (Y) | 0,29 3452 |
6 | 075 | 7 | 097 :
5 | 091 8 | 083
U [ 201 |00 | ¥ | 200 Joams
12 | 1,333 [ ;. 9 11,786
X; | 055 (1,831 (X) | 044 12264
X: | 2,62 2 | 1,00 |
X 3’1_7_ 1 | %18

x: 2 ,62 sl‘ 1 3
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1,60 1,60
my = * =4 — = + 0,90 mm
3,17 1,78
Tablica 33
1 1
vlak = vlak — =
+ p ; p
5 1,100 6 1,333
12 1,333 11 1,694
x) 0,41 2,433 (Z) 0,33 3,027
1 1,18 4 0,83
2 1,00 3 0,73
X 2,59 0,386 Z +,89 0,528
9 1,786 10 2,082
¥ 0,46 2,177 (Y9 0,38 2,610
Y, 2,18 , 0,97
Y | 264 8 | 08
Y. | 218
_ Tablica 34
1 1
viak s vlak —
. p ¥ p
1 0,847 2 1,000
9 1,786 12 1,333
(Y) 0,38 2,633 (19)) 0,43 2,333
8 0,83 5 0,91
7 0,97 6 0,75
Y 2,18 0,458 U 2,09 0,478
10 2,082 11 1,694
Z, 0,39 2,540 (Z) 0,46 2,172
. 2,02 3 0,73
2 2,41 il Mo
Z, 2,02
1,60 :
my = + 80 * ool + 0,98 mm
V2,64 1,63
1,60 1,60
m, = + = * — = % 103 mm
. V2,41 1,55 /
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Srednje pogreske nepoznanica po metodi najmanjih kvadrata su ove:

-

Tablica 35
1 1% )
lak e viak —— |
b P P ¥ P
1,204 7 | 1,081
9 1,786 10 2,082
(X) 0,33 2,990 | () 0,32 3,113
z 1,00 3 0,73 |
1 1,18 4 0,83 |
X 251 | 0,398 z 1,88 | 0532 |
12 1,333 11 1,694
Us 058 | 1731 W | o044 | 222
Us 2,10 5 0,75
U 2,68 5 0,91
. U. 2,10
1,60 1,60
my,=+ == =% = + 0,97 mm
V2,68 1,64
m, = * 089 mm = * 0,9 mm
m, = * 0,98 mm “— * 1,0 mm
me = * 1,02 mm = * 1,0 mm
my = * 097 mm = * 1,0 mm

Razlika izmedu njih i pogreSaka odredenih po metodi opée aritmetitke
sredine nastaje samo u poslednjoj decimali.

(Nastavak slijedi)

il



