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Prilog poznavanju djelovanja sistematskih
pogreiaka

Poznato je da sva mjerenja, bilo kakove vrste ona bila, nisu i ne mogu
biti apsolutno toéna.

Rezultati mnogih nauka, kao geodezije, astronomije, fizike i t. d. imaju
o¢ito za podlogu opazanja, t. j. mjerenja, pa prema tome ne ¢ée niti rezultati
biti apsolutno toéni.

Do spoznaje da mjerenja nisu potpuno toéna moZemo do¢i prosto pona-
vljanjem mjerenja jedne te iste veli¢ine viSe puta.

Ispitivajuéi zaSto su ta mjerenja viSe ili manje netoéna nalazimo i uzroke:

1. u prvom redu sama pomagala, mjere i instrumenti, nisu apsolutno toéni,

2. dalje dolazi nesavrSenstvo nafih osjetila,

3. zatim nepovoljnost i promljenljivost vanjskih prilika, pri kojima vr$imo
mjerenja,

4. te konatno nepaznja, nedovoljno struéno znanje opaZata.

Pogreska nekog mjerenja moze biti rezultat jednog kao i viSe uzroka.

Imajuéi viSe jednako to¢nih mjerenja za jednu te istu veli¢inu, moZemo
mjerenja usporedivati, pa prema tome i traziti uzroke njihovih neslaganja.

Nekoji uzroci mogu biti podvrgnuti ispitivanju i tako dobro prougeni,
da se njihov utjecaj moZe u svakom danom slufaju odrediti i iz mjerenja
eliminirati. Nekoji bit ¢e takovi, da ée dati mjerenja, koja ée o€ito biti sasvim
pogreSna. Veéinu pak uzroka ne ¢e biti moguée proutiti. Odredujuéi ovako

karakter pogreSaka dijelimo pogreSke na grube, sistematske i slufajne po-
greske. '

Grube pogreske. Uzroci grubih pogresaka bit ¢e svakako nepaZnja
opazata, loSa pomagala, nedovoljno struéno znanje. Najéedéi je uzrok njihove
pojave nedovoljna paZnja pri mjerenju. Ne mora ta nepaZnja biti proizvod
nemarnosti, nego Cisto fizioloSka pojava. Kraj najveée paZnje ista ponekad
popusti, a rezultat je gruba pogredka.

Upravo ba$ da bi uklonili eventualne grube pogreske, da bi dobili neku
sigurnost u dobiveni podatak, mi mjerenja ponavljamo. Kod ponavljanja na-
stojimo raditi pod drugim vanjskim prilikama. Ovo &isto kontrolno mejrenje
mora biti iste vrijednosti, toénosti kao ono prvo mjerenje. Takvih ponavljanja
t. j. prekobrojnih mjerenja, za jednu velid¢inu moze biti viSe, pa je otito, da
¢emo tako dobiti ne samo kontrolu i sigurnost za mjerenu velitinu, nego i vise
rezultata za istu. Svi ée ti pojedinaéni rezultati biti redovito u nekim grani-
cama, koje karakterizira sama metoda rada. U koliko koje mjerenje za veéi
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ili manji iznos prede granicu karakteristi¢nu za doti¢nu vrstu opaZanja kaZemo
da je grubo pogreSno, odnosno da je ufinjena gruba pogreska.

Grubo pogreSna mjerenja nastojimo izbaciti, da ne bi imala na rezultat
nikakvog utjecaja. No svakako prije izbacivanja jednog takvog mjerenja treba
ta mjerenja dobro proudtiti i ispitati i na¢i razlog zadto je napravljena gruba
pogreska.

Sistematske pogreSke utjetu jednostrano (jednozna®no) na mjerenje.
Svaki od uzroka prije spomenutih moZe imati za posljedicu svoju sistematsku
pogresku tzv. elementarnu sistematsku pogrefku. Ukupan njihov uéinak utje-
cat ¢ée na mjerenje kao sistematska pogreSka mjerenja.

Sve uzroke, koji bi imali za posljedicu sistematske pogreske treba ispitati
i sradunati veli¢inu njihovog utjecaja na samo m]eren]e, pa mjerenja za te
iznose ispraviti,

Zakone utjecaja drugih izvora pogreSaka, ¢ije smo uzroke na pocetku spo-
menuli ne moZemo otkriti. Na pr. prosto oko vidi dvije totke, koje se nalaze
cd oka pod kutom od jedne minute kao jednu totku, Sto zna& da su, pri naj-
pazljivijem viziranju na neki predmet pomo¢u gledaéa moguée pogredke od
—30” do +30”, a postanak ove ili one pogreske u tom invervalu zavisi od Giste
sluéajnosti.

Skup svih ovakovih uzroka rada pogreske, koje nose karakter s]uEa]nostl
Ove pogreske mogu biti sad pozitivne sad negativne ponajvise vrlo malene, a
ponekad i znatne, ali ipak ne tako velike da bi prelazile granicu karakteri-
stiénu za dotiénu vrstu mjerenja. Ove pogreSke nazivamo sluc¢ajnim po-
greSkama.

Na veli¢inu ovih pogreSaka djeluju posebice i sumarno raznovrsni uzroci,
t. j. u pojedinom mjerenju mozZe biti viSe elementarnih pogresaka, koje zbog
njihovog karaktera ne mozZemo ni ispitati ni odvojiti, a jo§ manje odrediti ve-
liéinu njihovog utjecaja na samo mjerenje. Zato velimo da ih ne mozZemo
izbjeéi, te ih zovemo i neizbjeZnim pogreskama.

Uzroke takvih pogreSaka moZemo naslué¢ivati, a same uzroke mozemo
prema njihovom karakteru rasporediti na grupe kako smo to uéinili na po-
¢etku ovog razlaganja.

Prvi koji je ispitivao uzroke pogreSaka pri mjerenjima i zakone njihovih
utjecaja na rezultate bio je na§ naufenjak Ruder BoSkovi¢. Kasnije su se tim
zakonima bavili mnogi matematicari, astronomi i geodeti. Najveéu je ipak
zaslugu stekao Gauss, koji je razmatraju¢i zakone slu¢ajnih pogreSaka po-
stavio, da je vjerojatnost pojave neke pogreske funkcije veliéme te pogreSke

V(w) = ¢ (w) dw,
a traZeéi oblik te funkcije dobio je konatno da je
PSS RN
7
Ti se zakoni osnivaju na velikom broju mjerenja neke veli¢ine. Traze¢i
dalje najpovoljniji rezultat, kod kojeg bi u€injene pogreske bile §to povoljnije
dolazi do zahtjeva, da suma kvadrata pogreSaka bude minimum:
[ww] = min.
Sav na$ daljnji rad, traZenje najvjerojatnijih vrijednosti za mjerene veli-
¢ine, bilo da su iste direktno mjerene, ili da su traZene veli¢ine bilo kakve
funkcije mjerenih veli¢ina, osniva se na tom zahtjevu. Sav taj rad ima za pod-
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logu slu¢ajnost pogreSaka, odnosno da su pogreske koje su utinjene u mjere-
njima samo slu¢ajnog karaktera, t. zv. slutajne pogreske.

Cilj mi je ovdje da iznesem neka svoja zapaZanja, nastoje¢i postaviti
stvari kako se one zapravo pojavljuju.

Rekli smo da su sistematske pogreSke takove, koje jednostrano djeluju
(uvijek sa istim predznakom), da su to takove pogreske, koje se daju i moraju
odrediti, odnosno njihov utjecaj mora biti iz mjerenja eliminiran. Razmotrit
¢cemo ovdje, da li je to zbilja i u stvari tako.

Neke uzroke sistematskih pogreSaka uistinu znamo toéno. Na pr. netoéno
poznavanje veli¢ine same mjere moZemo boljom komparacijom sa normal-
nom mjerom ispitati i naknadno rezultat za odgovarajué¢i iznos popraviti. Mje-
renja, koja su podvrgnuta utjecaju temperature moZemo popraviti za iznos
tog utjecaja. Mjerimo li na pr. kutove ekscentri¢no, pa znajuéi to i poznava-
ju¢i veli¢inu ekscentri¢nosti mozZemo popraviti mjerenja i svesti na centar
totke. No mimo tih i takvih uzroka za postanak sistematskih pogrefaka, koji
su o¢iti, ima i takvih uzroka, koje mozemo tek naslué¢ivati. Veli¢inu pogresaka
takvih uzroka ne moZemo odrediti pa ih jednostavno ne mozZemo iz mjerenja
eliminirati. Ponekim uzrocima, koje tako nasluéujemo moZemo odrediti ipak
neku zakonitost. Na taj natin moZemo mjerenja onda tako podesiti, da se
samim na¢inom mjerenja ti uzroci potiru, pa da se ponistavaju i eventualno
rezultirajuce sistematske pogreske, ili se barem moze ogekivati, da ¢e se veci
dio takve pogreske samim nafinom mjerenja ukloniti. Kao jednu od najteléih
sistematskih pogreSaka moZemo spomenut liénu pogresku. Tako na pr. uho
mozZe reagirati uvijek prerano ili uvijek prekasno. Nekoje oko pri viziranju
vizirat ¢e uvijek nesto desno, drugo nefto lijevo. Mjereéi kutove kao razlike
pravaca bit ée u tim razlikama eliminirana ovakva pogreska. Spomenut ¢u jo$
kolimacionu pogresku, koja se eliminira mjerenjem u dva poloZaja durbina.
Takovih instrumentalnih pogrefaka ima vife, koje se onda metodom rada
eliminiraju.

Kod nivelmana mozemo na pr. pretpostaviti popustanje tla pod letvom ili
instrumentom (pomicanje papuce). Tu se olito ne moZe niSta konkretno usta-
noviti, ali neslaganja u mjerenjima, koja prelaze veli¢ine, koje mozemo pri-
pisat samo slué¢ajnim pogre$kama upucuju nas u to, da traZimo druge izvore
pogreSaka. Dokazuje se da se pomicanje papuce, pa i mnogi drugi uzroci, po-
niStavaju nivelirajuéi u dva suprotna smjera. Doista okolnosti ne ¢ée biti pot-
puno iste, ali je ipak za otekivati da ¢e se takvim radom barem veéi dio ovih
pogreSaka ukloniti.

Mogli bi nabrojiti mnogo ovakvih uzroka, koji stvaraju sistematske po-
greske, a koje se metodom rada ili potpuno eliminiraju, ili se pak ponistava
veéi dio pogreSaka. Veé iz ovih izlaganja biva jasno da ¢e jedan dio makar i
malih sistematskih pogreSaka ostati u mjerenjima prikriven. Ima dalje uzroka
za stvaranje sistematskih pogre3aka, koje ne samo da nasluéujemo, veé¢ su
nam ti uzroci poznati ali im ne moZemo odrediti veli¢inu, niti ih moZemo
prosto naéinom mjerenja eliminirati. Ovamo na pr. spada pogreSka uslijed
refrakcije.

Mnoge pak uzroke, vierojatno niti ne nasluéujemo, pa tako niti ne podu-
zimamo mjere za eventualno njihovo odredivanje ili eliminiranje.

Iz svega ovog je jasno, da ¢e u mjerenjima pored slu¢ajnih pogredaka
ostati sakriven i izvjestan dio sistematskih pogre3aka.



Otito te sistematske pogre$ke, koje su u mjerenjima ostale neeliminirane,
redovito ne ée biti velike, jer bi bile zapaZene, pa bi se traZio uzrok i natin
za njihovu eliminaciju. One ¢ée redovito biti ispod veli¢ina slu¢ajnih pogre-
%aka. Nekad mogu one biti i znatne, pa po svojoj velitini i prekriti velitine,
slu¢ajnih pogresaka, kao 3to je to slutaj sa pogreSkom u refrakciji kod vizi-
ranja na daleke objekte. Nekad ih moZemo i ustanoviti, ali post festum, one
su u mjerenjima ostale, pa tako su izvrdile i jednostran utjecaj na rezultat.

Tako na pr. neslaganja u dugatkim vlakovima preciznog nivelmana uka-
zuju da je pored sluéajnih pogreSaka u mjerenjima ostalo i sistematskih po-
greSaka. To se dade i lako dokazati. Prema zakonu o prirastu pogreSaka slu-
tajne pogreSke kod nivelmana rastu sa drugim korijenom duZine, a sistemat-
ske sa ‘duzinom. Ako su preostale sistematske ‘pogreske po veli¢ini mnogo
manje od sluajnih, na kratkim potezima ne ¢e imati utjecaja, pa moZemo na
kratkim potezima ispitati veli¢inu slu¢ajne pogreske. Kad istu prihvatimo za
dugatak vlak neslaganja su uvijek veta, znali da ih moramo pripisati siste-
matskim pogre$kama, koje ¢e otito na duzoj liniji prema prije spomenutom
zakonu jate dot¢i do izraZaja.

Mi smo dakle ovdje ustanovili, da u mjerenjima preostaje izvjestan dio
sistematskih pogreSaka. Nadalje znamo da je sva teorija vjerojatnosti, teorija
pogre$aka i izjednalenja bazirana na zahtjevu, da se predhodno eliminiraju
sistematske pogreske t. j. samo na zakonima slu¢ajnih pogresaka.

Ovdje je stvarno jedan mali, ali ozbiljan, prigovor takovim naéinima
izjednatenja, pa ¢emo razmotriti, kako ¢e preostale sistematske pogreske u
mjerenjima utjecati na mjerenjima traZene veliine.

Imamo opéenito da je traZzena veli¢ina O neka funkecija mjerene velitine

G = f02)  abiver s e byt

gdje je O direktno mjerena veli¢ina, x traZena, a f bilo kakav oblik funk-
cije. Velitinu O moZemo mjeriti viSe puta, pa zamislimo u izvrSenim
pojedina®nim mjerenjima izdvojeriu veli¢inu slu¢ajne i sistematske pogreske t. j.:

0=0+¢ + o=1(x)
05 =0 te+ o=1£(x)
0p=0+¢ep+ o=1(x)
gdje neka g, & predstavljaju slutajne a o sistematske pogreske.
Sumiramo li prednje jednadzbe i podijelimo s brojem mjerenja p, imamo:

Mo+ it ' (3)
p p

Ako zamislimo beskonaéno velik broj mjerenja t. j. p = oc, utjecaj slutajnih
pogredaka ¢e po zakonima o slutajnim pogreSkama izfeznut t. j.:

e S (4)
P
pa ée aritmetska sredina iz p mjerenja biti:
0’:%1:O+o=i(x) (5)

a inverzijom !
x=9O0+o =9 (O)
gdje O predstavlja zamiSljene bezpogreSno mjerenu veli¢inu.



Posto je o mala velitina, to razvojem u Taylorov red, zadrZav$i samo prva
dva ¢lana reda, imamo:

x:w(0)+gga )

Dakle utjecaj sistematske pogreSke na rezultat ovisit ¢e direktno o veli-
¢ini iste, kao i o obliku funkcije.

O¢ito je, da se ponavljanjem broja mjerenja veli¢ina sistematske pogreske
ne smanjuje, pa tako utjete u punom iznosu na raéunanje veli¢ine x ratuna-
juéi istu kao:

=@ (0)

Kako je p u praksi ve¢inom konaéan broj, [6—] ne ée biti nula, pa ée velid¢ina
O’ sadrzavati osim sistematske i neku pogresku kao rezultat sluajnih pogre-
Saka.

Kod posrednih mjerenja je opaZena velitina funkcija viSe traZenih veli-
¢ina opéenito oblika:

=x v z..)

gdje neka je broj nepoznanica X, y z... jednak r. Radi njihovog srafuna-
vanja, potrebno je postaviti bar toliko raznih funkcija f koliko imamo i nepo-
znanica i za njih izvrditi mjerenja. Da bi dobili kontrolu i smanjili utjecaje
pogreSaka mjerenja nastojimo postaviti vile takovih funkcionalnih odnosa
na pr.: :

O, =fkxyz.)

0, =1 (xy2...) (8)

On = fa(x,y,2...)

n=n ‘
U ovim jednadZbama bit ée O; rezultat veteg broja na pr. p direktnih
mjerenja, pa jednadibe 8 moZemo obzirom na izraze 3 obiljezivsi
{3
[%* 713 -[-;2- =1,
pisati: ;
O;=01+mto=1%4 (x,y5,2..)
0'2—0)+??a+00—fa (X,y, ...)

m=0+m+%—hmw,ud
gdje su O';direktno izmjerene veli¢ine svake funkcije u p mjerenja (aritmetske
sredine), a O; zamiSljene bezpogredne veliéine.
Analizirat éemo najprije karasteristitne osebine pogreSaka #; i o;. Veli-

: e T e N S
¢ine # kao rezultat [— bit ¢e neke nepoznate male veli¢ine, razli¢ite po veli¢ini

i preznaku, a imajuéi pred ofima veti broj n mozemo reéi, da ¢ée se sa istom
vjerojatnoS¢u pojavljivat pozitivni kao i negativni # i da je vjerojatnost po-
jave manjeg 7 veéa od vjerojatnosti pojave veceg 7. Sa povetanjem broja p
mogu se napraviti dovoljno malenim, tako da za p = oo budu veli¢ine 5 = o.
Za njih vrijedi sve Sto je refeno za slu¢ajne pogredke, pa o&ito za njih moZemo
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primjeniti sve takove metode (metodu najmanjih kvadrata), koje prema teo-
riji vjerojatnoée vaZe za slutajne pogreSke. Pojedine veliine ¢ bit ¢e isto
male veli¢ine vjerojatno razli¢ite po predznaku. Sa poveéanjem broja p nji-
hove se vrijednosti smanjuju. Sto je veéi broj mjerenja n to ¢e pojavljivanje
razli¢itih predznaka biti veée, ali ne mozemo tvrditi da ¢e vjerojatnost pojave
manjih pogre$aka biti veéa od vjerojatnosti pojave ve¢ih pogresaka.

Veliiéne O, 7, o su nepoznate, a ratunanje nepoznanica X, y, z mozemo
provest samo pomo¢u izmjerenih veli¢ina 0.

Prekobrojna mjerenja (viSestruki rezultati n >>7) emoguéuju ipak, da se
vodi raéuna o pogreSkama u mjerenjima postavljanjem:

Oy+wvi=1f (x,y,2"- -)
O+ ve=15 (x,y,2" ") (10)

O‘n + vp = fn(x;y: Z-: )
Ovdje ¢, prema naSem, olito nadomjestavaju zbirove y + v; Cije prave

vrijednosti ne znamo i ne mozemo doznati. (Kad je n = r prisiljeni smo po-
staviti da su v = o i ne moZemo suditi o veli¢inama pogreSaka mjerenja).

Kod rjeSavanja sistema 10 koristimo metodu najmanjih kvadrata postav-
ljanjem da [vv] bude minimum. Iz tih rijeSenja dobivamo jednozna¢ne odredene
nepoznanice, a i najvjerojatnije vrijednosti za veli¢ine v. Kad bi velitine o
imale sve osobine sluéajnih pogre3aka, onda bi velitine v bile zbilja i najvje-
rojatnije velitine za 5 + 6. Za velitine o smo rekli, da ¢e biti razlitite po veli-
&ni i vjerojatno po predznaku, ali da ne moZemo usvojiti da su manje po-
gredke vijerojatnije od veéih pogre3aka. Obzirom na ovo metoda najmanjih
kvadrata ne ée dati najvjerojatnije vrijednosti za pogreske 7 + o, a to ¢e utje-
cati svakako i na veli¢ine srafunatih nepoznanica, pa tu metoda najmanjih
kvadrata ne moZe pruziti ono 3to od nje ofekujemo.

Sistem (10) razvojem na linearni oblik i uvodenjem pribliznih vrijednosti
daje vrijednosti za nepoznanice:

x=—e l;—0lp- - - —anl,
v=—FlL—p:1: : -—fnla (11)
z=—9L4—71l - —¥la

u kojima sad 1y, ls ... 1, predstavljaju mjerene veli¢ine (ranije O’), koje sadrze

pogreske 5 + o ili v. Kad sistem (10) rjeSavamo po metodi najmanjih kvadrata,
koeficienti a, f, y biti ¢e:
@; = Q3181 + Qu2by + Quzcy
@ = Qia: + Q2 ba + Q3 (12)
@, = Q1180 + Q2 bn + Qg2 Cn
Sliéni izrazi postavljaju se za koeficiente f i y. U izrazu 12 su a. b. c. par-
cijalne derivacije funkcija (10) po X, y, z a Q neki koeficienti teZina, koji se
mogu na poznati nadin odrediti. Opéenito mozemo zakljuciti, da ¢e sratunate

‘brojne vrijednosti koeficienata a biti razli¢ite po veli¢ini i predznaku. To isto
vrijedi i za koeficiente f§ i y.
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Smatrajuéi u izrazima (11) veli¢ine 5 + o diferencijalnim veli¢inama od 1
dobivamo izraze za utjecaje tih pogreSaka na nepoznanice:

dx=“—a1("1+01}_a2(ﬂ2+02]_‘ '“n(ﬂn‘*‘on)
dy =—B1(m + 01) —Ba (M2 + 0) — - Bu(nn + 0,)
dz=—y1(0 +06)— 22N + G)— - Ya(7a + 00)

Na to¢nost nepoznanica djelovat ée po istom funkcionalnom odnosu veli-
¢ine 7, kao i veli¢ine ¢, sa razlikom koju smo ustanovili o predznacima 7 i o.
S istom vjerojatno3¢u pojavljivat ¢e se pozitivni kao i negativni #, pa dalje
obzirom i na razne predznake koeficienata ¢ odnosno # i y i njihovu veli¢inu
(koja je ovisna i od metode izjednatenja) oekivati je, da ée se utjecaji u glav-
nom iznosu medusobno ponidtavat i svodit na minimum. Kod velié¢ine o te
vjerojatnosti o¢ito nema, ali ipak moZemo sa' prili¢no sigurnosti tvrditi, da ée
se pojavljivati kako pozitivni tako i negativni predznaci, pa obzirom i na raz-
li¢ite predznake koeficienata moZemo oéekivati i ovdje da ée se utjecaj istih
pogreSaka u glavnom iznosu poniStavati i to ipak tim viSe &m imamo veéi
broj n.

Mi smo do sada predpostavljali da se sva mjerenja sistema (8) sastoje iz
istog broja pojedinaénih mjerenja p, odnosno da svaka od jednadzbi (8) ima istu
teZinu, pa uz tu predpostavku vrijede i prednji zakljuéci. Ako se teZine i nesto
malo medusobno razlikuju moZemo primjeniti iste zakljuéke. No ako se teZine
medusobno jako razlikuju, na pr. jedna jednadzba moZe imati tezinu i 10 puta
veéu od ostalih, $to zna¢i da to mjerenje O’ smatramo naroéito toénim, da smo
za istu izvrSili 10 puta viSe pojedinaénih mjerenja, nego za svako od ostalih
mjerenja, onda ne moZemo viSe smatrati, da ¢e se utjecaj sistematskih pogre-
Saka medusobno ponistavati.

TeZine pojedinim mjerenjima ¢esto odredujemo i unapred, prije izvrienja
mjerenja na osnovu zakona, koji vrijedi za sluéajne pogreske. Cesto su neke
tezine i po nekoliko, pa i do deset puta vete od drugih. Neke se funkcije
i ne uzimaju u obzir, pa se mjerenja O tih funkcionalnih odnosa i ne mijere,
da bi se na ratun toga pojatala mjerenja odnosno teZine drugih funkcionalnih
odnosa. To se dogada onda, kad oblik funkcije zahtjeva da se to mjerenje na-
rotito toéno izvrsi (na pr. mjerenja kutova u bazisnim mrezama).

Mi medutim povec¢anjem broja pojedinaénih mjerenja za tu funkciju sma-
njujemo utjecaj slutajne pogreske, pa se moZe desiti, da je ba§ u tom mije-
renju iznos sistematske pogreSke prevelik. Uzevsi ovakovo mjerenje sa naro-
&ito velikom teZzinom smatramo ga naro¢ito tofnim, skoro bezpogre$nim, $to u
stvari nije. Ovdje se sistematska pogreska ne ée poniStavati. Odgovarajuée
mjerenje O’ dobit ¢e, u usporedbi sa drugima, neznatnu popravku, a rezultat
¢e biti razmjerno pogre$no odredivanje nepoznanica X, y, z.

Mozemo dakle zakljuéiti, da ée se kod posrednih mjerenja iste ili priblizno
iste totnosti utjecaji sistematskih pogrefaka u mjerenjima na odredivanje
nepoznanica X, y, z... ponistavati, odnosno da ée sradunate nepoznanice sa
vetim brojem n mjerenja O’ biti tim viSe oslobodene i sistematskih pogre-
Saka. Nadalje da u tom cilju nije preporudivo davati pojedinim mjerenjima
bitno razliéite teZine.



