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Ing. Gjurgjan Zvonimir — Zagreb
Indirekini pravci u triangulaciji

Prigodom razvijanja trigonometrijske mreZe, ¢esto se deSava da nismo
u stanju posti¢i pojedine neophodne pravce uslijed konfiguracije terena. Tada
se sluZimo indirektnom vezom. Odredivanje pravea u triangulaciji na ovaj
na¢in prakticirao se i ranije, te o tome postoji brojna literatura. Na proslo-
godiSnjim radovima na triangulaciji imali smo nekoliko takovih slu¢aja. Izno-

simo dva, na kojima Zelimo dati uvida u to¢nost ovakovog rjeSenja analizira-
juéi njihove pogreske.

T slicg

Izmedu to¢aka A i B isprijefio se je goli greben na kom se postavljene
toéke P i Q na blizini, 30 m jedna od druge, tako da se medusobno dogledaju.
Obavljena su slijedeca mjerenja: u 20 girusa su izmjereni kutevi: a;, ag, #y, i
72, a u 10 girusa kutevi: By fs, y; i yo. Nadalje je u 10 girusa mjereno sa to-
¢aka A i B na totku P sa tri orjentacije na tocke L. ili dane toéke II. reda.

Rezultati mjerenja su slijedeci:

ap = 0022°30.736

M= +0."15
as = 0011'39.” 37 M= +0."18
9y = 1790 52°29.” 76 M= +0."31
ne = 1790 33’ 20.” 02 M= +0."56

f1 = 89935 16.” 02
“ Bo = 89050°06.” 32
9y = 90002 23.” 28
8y = 89058 04.” 00
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StajaliSte: A
C— 0900°00.” 00
D— 87036'52.” 37 5
P—193025'37.733 ( M= £ 0."37
- E—266044"31.” 21 ]
Stajaliste: B
D— 0°00°00.” 00
G— 97026'24.” 71 3
H—199057'39.796 ( M= * 0.”55
P —284043"37.” 34 :
Budu¢i da je omjer stanicag—g = 295, a%: 153, vidimo, da kutevi, ¢&iji je

krak kratka strana PQ, ne mogu uéi u izjednagenje istodobno kad i kutevi ay,
ag, 11 i 19, te stoga moramo prvo zadovoljiti uslov ¢etverokuta APBQ, a tek
nakon toga uslove trokuta APQ i BQP, a da kod popravljanja kuteva trokuta
ne diramo u veé popravljene kuteve ay, as, 4y i 7o. ;
Tako imamo: "
a; = 00—22"—30.” 36 +0.”17= 00—22'—30.”53

as= 00—11"—39.”37 +0."16 = 00—11"—39.” 53
7 = 1799 — 52" — 29.” 60 +0.”16 = 1799 — 52’ —29.” 76
7e = 1790 — 33’ — 20.” 02 +0.” 16 = 179 — 33" —20.” 18
2 = 3590 — 59" —59.” 35 + 0.” 65 = 1800 — 00" — 00.” 00

Ako sada zatvorimo trokute imamo:

ay = 90002 23.” 28 = 0022'30.”53
B1 = 89035 16.” 02 — 4”92 — 8993511 10
y1= 0022°30.” 53 —4.2 91 = 90002 18.” 37
3, = 1800007 09.” 83 =ATE — 1809 00 00.” 00
as = 0011°39.” 53 = 0000°00.” 00
Bo = 89050 06.” 32 + 5707 = 89050 11.” 39
ye = 89058 04.” 00 + 5”08 = 89058 09.” 08
S,= 179959 49.” 85 + 10.” 15 — 1800 00° 00.” 00

Sa ovim rezultatima udemo u raun, koji se radi po obrascu br. 2 V.
Prema tome formularu, koji je priloZen, izraéunali smo kuteve: @iy

Sada nam jo$ preostaje da izvr§imo analizu srednje gregke kuteva @iy
i pravaca AB. i BA. Za to ¢e nam biti najzgodnije slijedeée rjedenje:

Cc2 + m
ey (1)
Iz trokuta BPR imamo:
m = b, cos (1800—#,) = b, cos 7;;
n =b,sin (180° —%,) = by sin 74,
te uvrstivsi to u (1) dobijemo:
ctg ¥ = —02—-—ctgm (2)

b; sin 7y
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kako iz trokuta APQ i BQP imamo slijedeée odnose:

sin B, sin ys
sina, ! @ 3gin a,
te uvrstivsi ih u jednadzbu (2) dobijemo:

1

_ __ siny; sing, o

etg ¥ sin 8, sina, sin7, ctg 3)
Ako eksplicitni oblik jednadzbe (3) pretvorimo u implicitni, onda ta funkcija
glasi:

sin@, siny, o
sine, sinf, sin#,

F=ctgy + ctg 7, — (4)

Deriviranjem gornje funkcije F = F (y, 3, a1, as, B1, y2) = O, po njenim vari-
jablama w, %y, a;, as, f; i ;- dobijemo:

JF JF 6 oF
d —dyy, = 5
EE T e d“*a,d“2+ap it ay=0 1)
ili u naSem sluéaju:
e siny, sine, cosm; 1 _____ cosy,sing, P
sin® ¢ sin@, sinf, sin*y, sin®7, n sin@, sinf, sinm, %
siny, cosa, sm}';, sin@; cosa, da
== : : 1 2 TR e TR
sine;, sinf, sin, sin’a, sinf, sinz,
siny, sine, cosf, ap, = o (6)

sina, sin*f, sin#,
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U zelji pojednostavljenja gornjeg izraza moZemo izvrSiti slijedeéu sup-
stituciju:

T siny \? A sinys sina,; cosqq
: sin®, sina, sinf;

cos7, sin @, sin*y

sin@, sin#; sin?,

siny, cos &, sin?¥y

5. s € l
& sin@, sinf; sin#, (7

siny, sin @; cos &, sin, ¥
sin® @, sinf; sin 7,

siny, ain @, cosfy sin® ¥
sine, sin®#, sin,

Ako izraze supstitucije iz (7) uvrstimo u (6), odbijemo:
—dy =—k;dn—kodys—kgde, + kyda; + k;d g, (8)

Predemo li sada na srednje greske imamo:

My = + (ks My)? + (ko Myo)® F (ks May)® + (s Maa)® + (K Mpp)? )

Uvrstimo li vrijednosti izratunate u obrascu 2. V. u izraze za supsti-
tuciju dane pod (7) dobijemo:
ke = 0.343, ko = 0.143 X 10—5ks = 0.075, k,, = 0.144 i k; = 0.351 X 10-5
te odmah vidimo da u nadem slu¢aju greske kuteva y, i §; neée praktiéki utje-
cati na kut ¢, buduéi da bi te greSke, da praktitki dodu do izraZaja morale

biti veée barem 10.000 puta od greSaka kuteva a;, as i 7, $to nije ni u kom
sluéaju. Izraz (9) moZemo za na$ sluéaj pisati:

My = * V(ks Myy)® + (ks May)® + (kg Mao)? ‘ (10)
Buduc¢i da smo prvotno zatvarali ¢etverokut, APBQ to imamo:

V3 = 0.65

Mp; = May =May= + ‘: + 23 = £ 028, a izraz (10) glasi:

My =+ Mo ViZ + K3+ K3 = + 0.28,/0.144 = + 0”11
srednja greSka direktnog pravca A B je tada:

Mg = £ M2 + M2 = £V(0.37° +(0.11)* = + 0."39
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Analogno, kao za kut i, dobiju se i i za kut ¢ slijede¢i izrazi:

e sin @ \* l_sin,-‘?l sin@, cos?,
2 sin?”, sin@, sinys
K, = 08 B1 sine, sin’gp
“ 7 sina, siny, sing,
_ sinf, cosa, sin’g
® ~ sin ay siny, sin#, (11)
K _ sinf; sine, cose, sin’g
s sin’@; siny, sin#y
T sinf, sina, cosy, sin’p
% sin @, sin® )’23111]’2'?1 l
Me = = Vike My0)® + (k7 Mpy)® + (ks Mar)® +F (k) Map)* + (yo Moyo)? (12)

Ako sada uvrstimo u formule (12) vrijednosti dobivene u obrascu 2
imamo:

kg = 0,660, k; = 0,351 x 10—5
kg = 0,144, kg = 0,075 i k9 = 0,143 x 10—
odnosno analogno ranijem:

M, = tMul\"&""kg'*'kE
M. = +0"19
A srednja greSka pravca BA
Msa = £\ Mg +M; = +(055) + (0.19)° Mga = + 0."58.
Dakle vidimo iz gornjih srednjih greSaka indirektno dobivenih pravaca

Msg = + 0.739 i Mgax = + 0.”58, da su rezultati dobri, i da u cijelosti zadovo-

ljavaju, budué¢i da je po sadasnjim propisima dozvoljeno za II. 0. red M;.,«
= + 1.700,, te se indirektni pravac u oba smjera moZe uvrstiti sa istom tezi-
nom, kao i mjereni pravci.

II. sluéaj:

Izmedu totaka A i B isprijetio se je poSumljeni greben bliZze -to¢ki B, i
konfiguracija terena nije dozvlojavala drugi, povoljniji naéin postavljanja
totaka P i Q. Na terenu su izmjereni kutevi ay, fy, f2, y1 i y» u 10 girusa, a
kut a; u 16 girusa. Isto tako je izmjeren u 10 girusa sa totaka A i B pravac
na P sa 3 orjentacije na dane totke sa srednjim greSkama Mjzp — + 0.”51 i
Mgp = + 0.”41 Ovdje se obzirom na figuru nije moglo pristupiti prvo izjedna-
¢enju Ctetverokuta APBQ, pa tek onda izjednatenju trokuta APQ i BQP, jer
bi nam kutevi yy, y» By i f previSe kvarili kuteve ¢ i i, nego su odmah
izjednageni trokuti APQ i APQ, samo su pojedinim kutevima dane teZine pro-
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iy R /c"g/'

procionalne broju girusa u kom je kut mjeren i kvadratnom korjenu duzine
krace strane kraka kuta: &
te su dobivene slijedete teZine: pgy = pge =py1 = Prv2 = 101 = 10

p = nyduin Doy = 16425 = 35 Pag = 10y5,7 = 24

te su s tim tezinama izjednaceni trokuti:

I.trokut
r :
1015 P

mjereni kut M o [ [1_] definitivni kut M

p'l
@y = 7050’ 0830+ 0°26/0.29 — 024 = 7° 59’ 08 06 | 0 61
B, = 1520 07’ 23.” 46|+ 0.63 |1.00,—0."81| = 152° 07’ 22.” 65 |+ 0.” 92
d, = 16° 53' 30.” 10|+ 1.35(1.00—0."81| = 19° 53' 29.” 29 |+ 0.” 92
>, = 180° 00’ 01.”86 [2.290/—1."86| = 180° 00" 00.” 00

7S VS T 1) LE8h e =
Mo = % 71 v—u (——- + —-) =% 0.29 X 2.00'= + 0.”61
[i-l pa;\pby PN 2.29 v
p

Mg =M :+i\/—1-(l+_~1a):j:l"—'—sﬁq1oo><129=+0"92
g —[L pBi\pay ' pyy 220 "™ i il s
p
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II. Trokut
1
L5 e
Mjereni kut M p m definitivni kut M M
P
@, = 2° 33 36”178/ + 0.”24/0.34|—0."68| = 2° 33" 36."° 10 |+ 1.” 67
p% = 158° 15’ 44.” 58|+ 1.” 29 1.00‘—2."03 = 158° 15’ 42.” 55 [+ 2.” 35
22 = 19° 10’ 43.” 38/ % 1.”00/{1.00 —2.08| = 19% 10" 41,7 350|427 35
S, = 180° 00" 04.” 74 2.34!—4."74| =180, 00’ 00.” 00
R s ¥
Mep = + 5o V0.34 X 2.00 = + 1."67
Mgo = Myo = ii—'ﬂ v1.00 X 1.34 = + 2."35,

Radi jednostavnijeg. ra¢una uvrSteno je
Ny = B3 + y1 i =0, + 7, a srednja greSka tih kuteva je

M,; = My = + y(0.92)% + (3.35)° = + 2.52

Sa izjednatenim kutevima na gornji natin pristupilo se ratunu u obrascu
br. 2.\ . i dobiveni su slijede¢i rezultati:
@ = 1016°01." 05
y=0034"47." 11

Po formulama (7) i (11) dobivene su slijede¢e vrijednosti: k; = 0.316,
ks = kjo = 0.020, kg = kg 0.049, ky; = kg = 0.155, ks = k; = 0.013 i
ks = 0.684; te uvrstivsi te vrijednosti u formule (10 i (12) imamo:

My = +\(0.316 X 2.52)% + 0.020 X 2.35)° + (0.049 X 0.61)* + (0.156 X 1.67)2+
v+ (0.013 X 0.92)* =

My = + 0."84, i

M, = +\/_0684><252)’+(0013><092)’ + (0,155 X 1.67)% + (0.049 X 0.61)*+

v+ 0.020 X 2.35)2 =
M, =t 1"74

Ako sada izratunamo srednju gresSku indirektnih pravaca AB i BA dobi-

jemo:
£ M5 + M = £ (051)° + (0.84) = £ 0.98, i

Msa = + \(Msp 4+ M2 = * Y(0.41)* + (1.74) = + 1."79
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Osnovna mreza If. 0. reda Trigonom. obrazac br. 2 V. -
Racunanije indirekino merenih pravaca
Tadka A: Taéka B: : :
atka A . & Tro- Uglowi MEvrent ke
i Primedba
UEAO | ot vglovwl uglovi
@ | O 22 30.53
4 B |89 35 Addo
7 |90 02 44.37
Formule : Fnrtmme s kon- 3
trolno } > =
tg, :M rulih: u;?c::‘;fw Afo  eo @o.co
sin vy, - sina, snB, ;
Ht=o— (51 o=l @ [0 A1 39.5
p _sny,
ﬂ!(?) =t¢(5‘—:'-"-')-ctgus'+_..} € = o, . o ¥9 so M. 39
+v  g— 1 (‘-—‘ . B

St A ) v |89 S8 09.q8

RO e, B, ) -t (ﬁ_v)
g - ek 2 ¥ (480 oo oo.00

B:tvi= 79 s2297b sina . |7 s3d3geb| sin B, . 9. 999988%F| (ci—by) .. [2. 452 yoge]

s 89 sbibes| sin .. |9.999988F sina .. [2.43392h4| 5 |7 349422
w;" i 27 .o.g hs.aa| sin . . 9;-.. esed by .. | 2. 483 928 leq’—:—" - | J- @3¢ 983
gl _u.-l"H Vein a, - |2.488 92kt sin . 9?.9..‘!92'9999’ i3 - |€:539 a0
v=| 0ohstbil  tgu..|9 7ah2933| sin e .| 2409 €9l f:i:t = |o g1 '4,'_’49
v=| o0 o133k w=|27 22 s5.89 c. |2 hbg 619s]
Tt - |7 0ot 988t b =| szl
ctelds>+i) - |9. S04 8270 2 gt L ’-94- gbal;
WESE - b sag mis7| b= |+ dhaaagy
- 0% oi'ulls| ciib, -+ by sglef
Vizurna Ie?éha Praset su ;::::” o:::; Vizurna t‘?u‘:ha Fravel s :f:i::)dp:;‘l
Uglovi uzeti: imtkn:“m Uglovi uzeli 1-:;:;-;1:
Stanica A: Stanica B : _
P. -20'y7[198 25 a3 Q
+ M-t0'a | 0 0 33.Ls +lao —9)
B N-to's|193 __:.s' 109 A:
Q p
— (=) , —9
3 = e (0
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Uz istu pretpostavku_, kao i ranije pravac AB zadovoljava uslove za II.

p. red, medutim pravac BA ne zadovoljava uslov za II. p. red buduéi da je
(Mg5) > 1.750, stoga ¢e trebati uvesti teZinu za taj pravac.

Miax _ (1./50 \?
PR —_—3 — (WQ_) =<7

i s tom teZinom treba uéi u izjednaenje za pravac BA.

Udaljenost toc¢aka AB je kratka za II. p. red, i iznosi svega oko 3,5 km, a
udaljenost BP iznosi oko 1,0 km, 5to je manje od prosjetne udaljenosti toéke
IV. reda, te uslijed toga dolazi do slabog zatvaranja trokuta, usprkos paznje
kod opaZanja i velikog broja girusa. Trebalo je svakako upotrebiit kod gor-
njeg sluéaja pribor za preciznu poligonometriju sa prisilnim centriranjem, pa
bi i rezultati bili daleko bolji.

GEODETSKA DRUSTVA:
obnovite svoje redakcione odbore da
se pojaéa Vasa suradnja u Geodet-

skom listu




