37

Prijevods iz strane strucne literature

Ocjena to¢nosti jednog nivelmana

prihvaéeno od nivelmanske sekcije medunarodne Asocijacije za Geodeziju
25. VIII. 1948,
a predlozeno od kemisije sastavljene od:
G. G. Braaten-a, Dore-a, Kukkamiki-a, Rune-a i Vignal-a
(Naslov originala: »Note sur l'évaluation de la précision d’'un nivellemente
Bulletin Géodésique No 18 1950)

Uvod

Ocjena to¢nosti jednog nivelmana je teZak problem.
SloZenost tog problema sadrZana je u €injenici, da se pogreke nivelmana ne
pokoravaju Gaussovom zakonu o razdiobi slu¢ajnih pogreiaka. Njegovo rje-
Senje je ipak vrlo vaZno za geodete, jer doista jedino ono daje toéno nume-
ricko sredstvo za uporedivanje instrumenata i radnih postupaka, i prema tome
njihovo poboljanje.

Medunarodna Asocijacija za Geodeziju nije prestala voditi ratuna o ovom
problemu. Da to rijei prihvatila je 1948. na Glavnom zasjedanju u Oslu, sku-
pinu formula sadrzanih u novom tekstu svojih Medunarodnih zakl ju-
taka, koji se odnose na precizni nivelman.

Medutim, obzirom na brzi razvoj ideja tokom zadnjih desetljeéa, dokaz
ovih formula je djelomitan i razbacan po raznim publikacijama, koje je tesko
sakupiti; upotrebljena je opéenita terminologija i stare oznake, koje je tefko
tumaditi.

Nivelmanska sekcija Medunarodne Asocijacije za geodeziju vjeruje dakle
da ¢ini korisno djelo, ako spomenutim formulama daje jedan kratki i jasni
dokaz. Ona koristi ovu priliku da ga dopuni za sludaj boljeg koristenja mno-
gobrojnih starijih ocjena tonosti nivelmana.

_ A) VRSTE POGRESAKA NIVELMANA
Pregled posljedica sluéajnih pogresaka

VJEROJATNA VRIJEDNOST I SREDNJA KVADRATICNA VRIJED-

NOST. — Razmotrimo veliki broj malenih elemenata x, koji osciliraju oko
nule, slijede¢i Gaussov zakon o raspodjeli slucajnih pogredaka.
Takve bi bile pogreske mjerenja, nesuglasice izmedu dvaju mjerenja jedne
iste veli¢ine, odstupanja u zatvorenoj figuri. ..

Prema definiciji vjerojatna vrijednost e ovih elemenata x je ona,
koja bi imala istu vjerojatnost, ili isti odnos, elemenata manjih ili veéih od
e po apsolutnoj vrijednosti.

* Dozvolom redakcije Bulletin géodésique sa francuskog teksta preveo prof.
Ing. M. Jankovié.



Njena srednja kvadratiéna vrijednost e, jee’ = sred x*.

. 2 o 8 . : s
Moze se dokazati da je == 0,6745...., tj. veoma blisko */s.
q
Prema tome ¢éemo definirati vjerojatnu vrijednost da je
jednaka *s srednje kvadrati¢ne vrijednosti

VJEROJATNA POGRESKA FUNKCIJE VISE NEZAVISNIH VELICINA.
Neka je X funkcija viSe nezavisnih veli¢ina X, Xo,...
Xi=1(Xy, Xoii:)

Predpostavimo da su veli¢ine X,, Xo,... podvrgnute pogreSkama x; X
... Svaka od njih slijedi zakon o raspodjeli sluajnih pogreSaka, i neza-
visne su jedna od druge. MoZe se dokazati da rezultirajuca pogreska X, koja
pripada funkeciji X takoder slijedi zakon o raspodjeli slu¢ajnih pogreSaka.

Nadalje, konaéna vjerojatna pogreSka e velitine X data je kao funkcija

komponenata vjerojatnih pogreSaka e; ey... veli¢ina X; X,... prema jed-
nadzbi:
af 2
- e H e 2
e ( m) e
gdje je: i
K=
Prva primjena. Suma vide velitina
Ako je:
X = 23Xk
onda je:
e? = Seg
gdje je:
Ko 1k

Ako su velid¢ine od kojih je funkcija sastavljena mjerene istom tofnosdcu
t. j. istom vjerojatnom pogreSkom e, i ako je njihov broj n, onda je:

e =g Jl;.l
Primjena na nivelmanu. — Visinska razlika X dobivena u- jed-
nom vlaku je suma visinskih razlika X;, X, ... dobivenih na svakom kilo-

metru vlaka.
Predpostavimo da na nivelman djeluju samo slutajne pogreske. Neka je
e; = u vjerojatna pogreska na 1 kilometar. Vjerojatna pogreska e u vlaku
duZine L = n kilometara, ¢e biti:
e=uyL

Druga primjena Srednja vrijednost dvaju mjerenja
iste veliéine.

Ako je:
X+ X
X=—
2
onda je:
L

eg—‘ 4
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Treéa primjena. Odstupanja izmedu dvaju mjerenja
iste veliéine.

Ako je: X=X —X

onda je: e? =e?; + e

L X e : B v

Prema tome vjerojatna pogreSka sredine = je polovina vjerojatne
pogredke rzalike X, — X, 'ili vjerojatna nesuglasica.

Primjena na nivelmanu. — Predpostavimo da je nivelman, kako
to Cesto:biva, sredina dvaju niveliranja tamo i natrag. Predpostavimo osim
toga da su ova dva nivelmana potpuno nezavisna.

Dakle, prema ranijem, vjerojatna pogre$kakonaéne vri-
jednosti je polovina vjerojatne nesuglasice izmedu ni-
veliranja tamo i natrag.

Elementi ocjene tofnosti nivelmana

Oznake. Mi éemo nazvati:

R, udaljenost izmedu dvaju susjednih repera;

L, duZina jednog od odsjetaka, na koji se moZe rastaviti mreza.

Ovi se odsjefci mogu praviti na razne nadine, grupiraju¢i ili dijeleci
(élanke, karike) koji spajaju dva &vora mreZe. Jedan isti odsjetak moze
sadrzavati nekoliko odjeljenih elemenata na zemljiftu, spojenih kod ra-
¢unanja.

F, opseg jednog zatvorenog poligona;

Zatvoreni poligoni mogu se praviti na razne naéine, sastavljajuéi viSe po-
jedinaénih elementarnih zatvorenih poligona mreZze.

Rm, L, Fn, srednje vrijednosti elemenata R, L, F,

ng, ny, nf brojevi elemenata R, L, F;

o, 4, nesuglasice izmedu rezultata dvaju niveliranja tamo i natrag na udalje-
nostima R, L, ako je nivelman koji se razmatra sredina dvaju takovih ni-
velmana;

u, razlika, za neprekinuti odsjetak duzine L, izmedu krajnih ordinata
strednjeg pravca povuéenog kroz diagram ukupnih nesu-
glasica, a koji se od njega odklanja 3to je mogute manje, prema defi-
niciji koju dajemo dalje,

@, odstupanje u zatvorenom poligonu opsega F, poslije primjene korekture,
koja su odnosi na neparalelnost zemaljskih nivoskih povrdina;

7, korekcija na odsje¢ku L izvedena iz racionalnog izjednaenja mreZe;

Ovdje odsjetak L treba da bude formiran jedino od elemenata koji pri-
padaju jednom istom dijelu (¢lanku, karici) i uzet u istom
smjeru uzduz tog dijela.

2 2

o RS I E'-g—, . . . sume elemenata R, L, F... 92,%
2 12 2 - 92
sred ; sred ke - sredine elemenata %, i’—.

2 12 2 22
sredm%, sredmi‘—, ... spomenute sredine, ratunate obzirom na elemente%, T
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s jednakim tezinama, odnosno tezinama 1, L... i t. d.
‘Jedinice veli¢ina. — R, L, F mraiem su u kilometrima, dok o,

4 g, 0, y u milimetrima.
Razne V] erojatne pogredke u, 7, £, 7, o, koje ¢e biti razmatrane
kasnije bit ¢e izraZene u milimetrima po kilometru.

Ratunanje vierojatne pogreske po kilometru smatrane kao iskljutivo slutajne

Kad u nivelmanu ne bi postojale nego samo ¢isto slu¢ajne pogreske, koje
slijede Gaussov zakon o raspodjeli slu¢ajnih pogreSaka, njegova to¢nest bi se
izrazila, kako smo pokazali, jednostavnim jedinstvenim koeficijentom, v je-
rojatnom slutajnom pogreSkom po kilometru wu, tako da
bi vjerojatna pogreska na duzini L kilometra bila u yL.

Ovaj koeficijenat u mogao bi se izvesti, kako slijedi, od elemenata za
ocjenu toénosti g, 4, ¢, 7-

RACUNANJE NA OSNOVU NESUGLASICA o IZMEBU SUSJEDNIH

REPERA, na udaljenosti R.
Vjerojatna vrijednost pogreSke razlike visina izmedu repera u rezultira-

juéem nivelmanu je u y R.
Vjerojatna vrijednost nesuglasice g iz dva niveliranja tamo i natrag iz-
medu dva repera, pod predpostavkom da su podpuno nezavisna, je

dakle 2 u \JR
Srednja kvadratna vrijednost od p je prema tome:

-2w><2u\-R=3uJF£

==

Tako je u srednja kvadratitna vrijednost koli¢ine 3 ;fﬁ za skupinu inter-

vala iste duZine R. Kako prema na$oj predpostavci o &isto slu¢ajnim pogres-
kama, u ne zavisi od R, ono je ipak isto za bilo koje duZine intervala R.
Dobit éemo dakle za slijedeéi izraz ug:

RACUNANJE NA OSNOVU NESUGLASICA /i IZMEDU KRAJNIH TO-
CAKA ODSJECAKA, duZine L.

Isti zakljuéak kao ranije za u daje za dva potpuno nezavisna ni-
veliranja tamo i natrag slijede¢i izraz up:

2!
uf = “1_ sred

RACUNANJE NA OSNOVU ODSTUPANJA U ZATVORENOM POLI-

GONU ¢, opsega F.
V]ert)]atna vrijednost ¢ odstupanja u zatvorenom poligonu opsega F je-

u\lF S
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Srednja kvadratiéna vrijednost od ¢ je dakle J?_’_ u/F

B
VF

ligona istog opsega F, a dosljedno dalje naSoj predpostavci o &isto slu¢ajnim
pogreSkama i za bilo koje opsege F, gdje je u neovisno od F.
Na taj natin ée se za u izvesti slijedeéi izraz ug:

: 2 :
Tako je u srednja kvadrati¢na vrijednost koli¢ine 3 za skupinu po-

4 [
(71 S 2
¥ sred F

RACUNANJE NA OSNOVU POPRAVAKA IZJEDNACENJA y NA OD-
SJECCIMA duzine L.

Po naSoj predpostavci o €isto sluajnim pogreSkama, prema poznatoj ose-
bini izjednagenja mreZe, popraveci izjednatenja y dobiveni za svaki odsjetak
L od odstupanja u zatvorenom poligonu ¢, povezani su niZze navedenom for-
mulom sa vjerojatnom sluéa]nam pogre¥kom po kilometru u, $to daje na taj
nadin jedan novi izraz ug,:

¥

St
SOt
E 9 ne

%

U ovoj formuli treba uvesti s ve odsjecke L koji dolaze u obzir za izjed-
naéenje, a n je ukupni broj pojedinalnih poligona tj. nezavisnih uslovnih
jednadzbi.

Ali ovdje, ¢ak i prema naSoj predpostavei o €isto sluéajnim pogreskama

A2 2 ‘
i suprotno elementima -?—1::, % % koji su grupirani oko sredina nezavisnih od
?2

duzZina R, L, F, elementi Lse ne grupiraju oko jedne sredine nezavisne od

yz

duzine L. Sredina oko koje se grupiraju elementi fza istu duzinu L, raste

proporcionalno sa L i zavisi od opsega F pojedina¢nih poligona.

Na taj nadin za razliku od predhodnih triju formula, sa nesuglasicama g
i / i sa nesuglasicama u zatvaranju poligona ¢, formula koja koristi korekcije
izjednatenja y ne moZe -se ni u kojem slutaju svesti na jednu srednju.

TEZINE USVOJENE KOD RACUNANJA SREDNJIH VRIJEDNOSTI.

Zadrzimo jo§ uvijek za sada naSu pretpostavku o &isto sludajnim pogres-
kama.

Tri osnovne formule, izmedu ¢Cetiri naprijed navedene, u kojima se pojav-
ljuju srednje vrijednosti, mogu se sracunati primjenjujuéi elemente, razli¢itih

2 12 o2

tezina %, T’ ‘;' od kojih se uzima srednja, a njihove ¢emo odgovarajuce
prednosti sada ispitati, naime:
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Tezine mogu biti medusobno jednake, na pr. sve jednake
jedinici;

Te?ine mogu biti jednake duZinama R, L, F, prema slu-
&aju.

Svaka od osnovnih formula razdvaja se u dvije kako slijedi:

Osnovne formule TeZina 1 Tezine R, L, F
ug = 49- sred q}; u'i = Q%; 22‘2 u’sd = %2;;‘?
Wiy = Q:.T.- o ?f ne dijeli se u dvoje.

Upotrebom formula u’ postize se teoretski samo malo bolje pribliZzenje,
ali ako su elementi ocjenjivanja dosta brojni, prakti¢ki je dovoljno upotrije-
biti formule u”, koje su ne$to jednostavnije za ratunanje.

Napomena uz formule u”g. — Ako se uvedu svi intervali izmedu
repera mreze, onda je £ R = I L, ¢itava duZina mreZe, koli¢ina koja se nalazi
takoder u jednadzbi u";, ako se uvedu svi odsjetci mrezZe.

Napomena uz jednadZbu u’p — Ako se ratunaju izrazi u'r i
u”F uvodeéi sve pojedinafne poligone mreZe, uvodi se vrlo Cesto takoder,
logi¢no, vanjski poligon, ¢ije je odstupanje u zatvorenom poligonu ¢, a opseg
F., u svrhu da bi se uveli dva puta periferni dijelovi kao unutradnji.

Tada imamo:

unz L) 4 E¢2+9’22 = _2_ Eqa + ‘pe_!_

79 3F+F. = 9 3L
jer je ZF + F, = 2L buduéi da je YL opetukupnaduZinamreze,
izuzevsi ovoga puta izolirane linije.
Cesto je ¢ .2 sadrzano u @2, tako da se moze pisati:

unz = _2__ _Etp'
F—= i
9 JL

Medutim ova se jednostavna formula u”p ne preporuca, jer ona daje u
vanjskom poligonu relativno suviSe visoku tezinu. Bolje je pisati:

" 4 2¢2 'Pez
u = o i b == o
F™ 9@mr + 1)(““ 2F+Fe)

Eksperimentalni rezultati ozbirom na vjerojatnu pogresku po kilometru,
rafunatu pomoéu predhodnih formula

JEDNAKOST RAZNIH IZRAZA ZA u” RACUNATIH ZA ISTE DUZINE.
Oblici v i u’. — Cal_c ako pogreske nivelmana i nisu é&isto slu¢ajnog
karaktera, dva oblika u’ i u”" od svakog izraza ug, ur, ur racunatih za grupu
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elemenata R, L, F, medusobno jednakih duZina (ili dovoljno bliskih) otito daju
dvije iste vrijednosti, buduéi da se medusobno zamjenjuju. Na taj ¢emo ih
naéin u buduée ra&unati. .

Izrazi ug, ur, Ur, Upy- — Izmedu ostalog, ¢ak ako pogreSke nivelmana
nisu podpuno slutajne, lako je vidjeti da za podpuno nezavisne nivel-
mane tamo i natrag, i kad su prihva¢ene duZine za svaku grupu elemenata
R, L, F, iste, dobiveni izrazi ug, uz, ug, urv, daju istu vrijednost, sto
je iskustvo potvrdilo.

Doista, razmotrimo najprije tri glavna izraza ug, or, ur. - Za
zajedniéku duzinu svih koriStenih elemenata R, L, F, sve ukupne

pogredke svakog nivelmana tamo i natrag pokoravaju se nuzno Gausso-
vom zakonu raspodjele za slufajne pogreske, ¢ak i ako ove ukupne pogreske
ne proizlaze iz potpuno slu¢ajnih pogreSaka. Budué¢i da se nivelmani tamo i
natrag smatraju potpuno nezavisni imamo:
vjerojatna nesuglasica (p ili 4) =2 X vjerojatna rezultiraju¢a pogreska (¢)
ili:
sred ¢° = sred 4* = 4 sred @2
ili na koncu, buduéi da su svi elementi R, L, F, jednaki:
u’r = u’L = u’F

Sto se tie izraza uf., on zavisi ne od duZina L dijelova iz kojih se raduna,
nego samo od duZina F opsega pojedinih poligona upotrebljenih u
izjednadenju, a koji odgovaraju nezavisnim uslovnim jednadZbama. Ako ove
duzine F uzmemo da su medusobno jednake (ili dovoljno bliske) izraz ur, imat
ée olito istu vrijednost kao izraz ur, koji je izveden iz istih pojedi-
natnih elementarnih poligona (zato 5to se moZe bez mjenjanja ury, L pove-
¢ati do F).

Ako su svi elementi R, L, F jednaki, onda je:

UR = UL = UF=Urvy
Sto je trebalo dokazati.

Prema tome ¢emo od sada radi pojednostavljenja oznaéivati ¢esto jedinim
slovom L zajedniéku duZinu od svake grupe elemenata R, L, F, me-
dusobno jednakih, koje su koriStene za ratunanje izraza ug. UL UF Ufry ; a
jedinom oznakom u; zajedni¢ku dobivenu vrijednost, koja zavisi samo od L.

PROMJENE u; SA DUZINOM L.

Vrijednost u; kako pokazuje iskustvo zavisi bitno od duZine L upotreb-
ljenih elemenata (R, L, F). To pokazuje da pogreske niveliranja nisu ¢&isto
sluéajnog karaktera.

Ako predstavimo promjene koli¢ine u;? kao funkciju duZine L (izvedene
za svaku vrijednost L iz dovoljno velikog broja mjerenja) dobit éemo jednu
krivulju koja ima izgled kako je niZe pokazano.

Veli¢ina u;® raste sa L, od vrijednosti 2 za L = O, do neke granice
12 = 92 + {2, koju dostiZze kada duzina L prede jednu prili¢no neodredenu gra-
nicu Z, reda veli¢ina nekoliko desetaka kilometara. Krivulja je prema dolje
konkavna i njen nagib ima u poéetku konatnu vrijednost ¢,2. Jasno je, na

krivulji, da ovaj nagib u potetku 0,2 je veéi od razmjera —i: Prema izgledu
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krivulje on je u pravilu dva ili tri puta veéi od ovog razmjera tako da se
kadkad postavlja:

ﬂ;‘;———Ki—,saK:2 ili 3
u =T /
A '
‘0(9; (g}’/
& /09'\9/
<55 o nURAES Il e 0

Dvostruka kategorija pogreSaka u nivelmanu

SLUCAJNE I SISTEMATSKE POGRESKE.

Da se objasni izgled predadnje krivulje skoro je prihvaéeno, a Lallemand
je definitivno precizirao ovu hipotezu, da u nivelmanu postoje dvije pot-
puno odvojene kategorije pogresSaka, koje nazivamo slu-
¢ajne i sistematske, za koje se predpostavlja da su medusobno neza-
visne: : '

Slucajne pogresSke, — Njihova karakteristika je konstantni koefi-
cijenat (stalnost tog koeficijenta prikazuje njihov &isto sluéajni karakter):

7, to je vjerojatna slu€ajna pogreS8ka po kilometru,
tako da vjerojatna slutajna pogreSka na udaljenosti L je % VI...

Sistematske pogreSke. — Karakterizirane su promjenljivim
koeficijentom (€ija promjenljivost pokazuje da njihovo svojstvo nije ¢isto slu-
¢ajno):

I, toje vjerojatna sluédajna vrijednost sistematske
pogreike po kilometru za duzinu L, koja raste sa L, poéam od
nule za L = O, tako da vjerojatna sistematska pogre§ka za duZinu L je ¢ yL

Ovaj koeficijent ima granicu, za L > Z:

£, to je vjerojatna slutajna vrijednost odredena po
kilometru sistematske pogreske, tako da vjerojatna sistematska
pogredka na duzini L > Z je { WL
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Stalnost { pokazuje da se za L. > Z sistematske pogreSke ponaSaju kao
¢isto slutajne.

Totalna pogres k a. — Ove pogreéke, na udaljenosti L, prave za-
jednoc jednu totalnu pogredku, koja ima za vjerojatnu wvrijednost
uz YL koju éemo oznaéiti takoder u daljnjem izlaganju sa 7, L. Ova totalna
pogre$ka karakterizirana je jednim promjenljivim koeficijentom: -

7(ili uz) to je vierojatna sluéajna vrijednost po kilo-
metru totalne pogreske za duZinu L,

a koja raste sa L pofam od # za L = O, tako da totalna vjerojatna po-

greska za udaljenost L je 7zyL.

Ovaj koeficijenat ima granicu, za L > Z:

7,to je vjerojatna sluc¢ajna vrijednost totalne po-
gre$ke odredene po kilometru, ili vjerojatna totalna
pogredka po kilemetru, tako da vjerojatna totalna pogreSka na uda-
ljenost L>Z je wL

Stalnost 7 pokazuje da se za L >Z, totalna pogreSka ponasSa kao ¢isto
slu¢ajna.

Dobro se potvrduje, da dok se slu¢ajne i sistematske pogreske zbrajaju na
stanoviti naéin nezavisno jedna od druge imamo na duZini L:

" [#L ili uy yL1? = (a YL + (G \VL)?
o o=Ule=1? 4 [

=4
KARAKTERISTICNI KOEFICIJENTI ZA PRECIZNOST NIVELMANA.
Prema tome preciznost jednog nivelmana moZe biti karakterizirana nu-

meric¢ki slijede¢im koeficijentima:
Glavni koeficijenti

7,toje vjerojatna sludajna vrijednost totalne pogreske
odredene po kilometru,
ilitotalna vjerojatna pogreSkaodredenapo kilometru.
Za velike udaljenosti L. (vete od Z) ovaj je koeficijenat sam dovoljan da
oznaéi preciznost nivelmana: totalna vjerojatna pogreska je % JL

7, to je vjerojatna slu¢ajna pogredka po kilometru.

[, to je vjerojatna slu¢ajna vrijednost sistematske po-
gredfke odredene po kilometru
Pomoéni koeficijenti. — Slijedeéa dva elementa pruZaju jed-

nako neku korist:

Z, odredena udaljenost, od koje dalje se sistematske pogreSke ponaSaju kao
¢isto slucajne, (praktitki nekoliko desetina kilometara).

oo, kvadratni korijen nagiba u potetku predhodne krivulje, koja predstavlja
712 (ili u®) kao funkeiju od L; mi ¢éemo naskoro nazvati ovu veli¢inu 0,
vjerojatna sistematska pogresSka pe kilometru za
kratke udaljenosti Prema hodu krivulje, o kojoj se govori, po-
stavlja se kadkad, kako smo to oznacili:

2

0’02—-:1{%, sa K=2ili 3

ili:

i za L>2Z:
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TOCNOST MODERNIH NIVELMANA.

Kod modernih veoma brizljivih radova koeficijenat #, koji karakterizira
slu¢ajne pogreske, moZe se sniziti do /s ili '/+ mm po kilometru.

Ali koeficijenat , koji karakterizira sistematske pogreSke ne moZe se
smanjiti u istom obimu na velikim nivelmanima, usprkos ve¢ postignutog na-
pretka.

Prema tome, kraj najpovoljnijih uslova, ukupni koeficijenat 7, koji ozna-
tuje ukupnu pogreku, postaje u biti koeficijenat {. Glavni nedostatak mo-
dernih nivelmana ostaju prema tome sistematske pogreske.

Karakter sistematskih pogreSaka

1) SVOJSTVA CISTO SLUCAJNA ZA VELIKE UDALJENOSTI.

Stalnost koeficijenta (, za udaljenost L > Z, dokazuje kako smo ve¢ napo-
menuli, da se sistematske pogreike ponaSaju kao ¢isto slutajne.

2) PROPORCIONALNOST VJEROJATNIH SISTEMATSKIH POGRE-
SAKA SA UDALJENOSCU, NA KRATKOJ UDALJENOSTL

Na udaljenosti L vjerojatna sistematska pogreska je { VL; razmotrimo
njegov koli¢nik prema udaljenosti: _
0, je vierojatna sistematska pogre3ka po kilometru za
udaljenost L.
Imamo:

1 5% 2
r=-—¢(iyL=— = L
oL= ELy 3+

VL

Tako je na krivulji koja predstavlja 7,2 (ili uz?) kao funkciju od L, kva-
drat ;2 nagib praveca, koji spaja potetak krivulje sa totkom krivulje aps-
cise L.

Na kratkim udaljenostima prema izgledu krivulje, oL se malo mijenja sa
L, $to pokazuje utvrdenu proporcijalnost. Koeficijent proporcialnosti je vri-
jednost oy u potetku, a to je gore razmatrani koeficijent:

g, t jvierojatna sistematska pogred8ka po kilometru na
kratkim udaljenostima.

3) HOD DIAGRAMA UKUPNIH NESUGLASICA.

Obadva predhodna svojstva sistematskih pogreSaka potvrduju se, na oti-
gledan naéin, prema hodu dobro poznatog diagrama nagomilanih
nesuglasica izmedu rezultata dvaju niveliranja tamo i natrag, ako po-
stoje dva ista nivelmana i ako su oni dovoljno nezavisni

Naéin konstrukcije ovog uobitajenog diagrama je slijede¢i: za bilo koji
neprekinuti odsjetak na terenu nanesu se, kao apscise, udaljenosti L repera
potam od poéetka odsjetka, a na ordinatama zbroj nesuglasica A dvaju nivel-
mana tamo i natrag.

Ako bi se pogreske, i prema tome nesuglasice, pokoravale Gaussovom za-
konu o raspodjeli ¢isto slufajnih pogreSaka, dobivena bi krivulja oscilirala
nepravilno oko apscisne osi. Ona bi mijenjala nagib nasumce, od jednog do
drugog intervala izmedu repera, koliko god bi ovi intervali bili mali, €esto
blizu kilometra ili dapafe manji.
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Sada opéenito poprima krivulja na ve¢im duZinama, reda nekoliko dese-
tina kilometara, potpuno odredeni sistematski hod, koji pokazuje prisutnost
pogre$aka, koje nisu &isto slu¢ajne. Za vrlo velike duZine rastuéi i padajucti
dijelovi krivulje su rasporedeni nasumce, jer se smjer svakog nivelmana tamo"

Ubupne
nesyglasice

Vdlajenos?
e anos] L

—0dsjacok 0d nekoliko desdloka Km —m

i natrag bilo kako mijenja na veoma dugoj pruzi prema smjeru, koji se usvoji
za duzinu odsjecka.

Osim toga ustanovljeno je, da su duZine, na kojima je sistematski hod
dijagrama o kojima je rije¢ stalan, istog reda veli¢ina kao one Z, od kojih
dalje se sistematske pogreSke pona3aju kao ¢&isto slucajne.

Uzroci sistematskih pogresaka

Pogreske koje se odnose na smjer napredovanja.

Tri predasnje osebine sistematskih pogreSaka objasnjavaju se sada, pri-
pisujuéi ih pogre$kama, koje se odnose na smjer hoda (niveliranja). Kilome-
tricki iznos ovih pogreSaka mogao bi polagano i ¢ak vrlo nepravilno varirati
s vremenom, ali bi se malo mijenjao za cijelu seriju uzastopnih niveliranja.

Zapravo, veoma brojni napori izvrSeni tokom zadnjeg stolje¢a da se spri-
jete pogreske, koje leze u smjeruhoda, smanjili su osjetno potetnu vrijednost
koeficijenta {, koji oznaduje sistematske pogreSke (vjerojatna slutajna vri-
jednost sistematske pogreske odredene po kilometru). U Francuskoj zahvalju-
juéi napretku, koji je postigao Lallemand na Bourdaloné, ovaj je koeficijent
pao od 8 na 1,4 mm po kilometru. !

Danas se izgleda moZe smatrati kao da su pogreske, koje se odnose na
smjer hoda (niveliranja), eliminirane iz modernog nivelmana pomoéu podrob-
nih mjera predostroznosti, koje se zato poduzimlju, naroéito periodié¢nim mi-
jenjanjem smjera svakog nivelmana tamo i natrag na kratkim linijama.
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Medutim kako smo napomenuli, moderni nivelmani ostaju optereéeni pre-
ostalim sistematskim pogreskama, koje Cine njegovo glavno nesavrsenstvo.

SEZONALNE OSCILACIJE ZEMALJSKE POVRSINE.

_Koji. bi sada bio uzrok ovih preostalih sistematskih pogreSaka u moder-
nom nivelmanu? Ako dozvolimo postojanje polaganih oscilacija oko srednjih
polozaja, neke vrste »disanja« zemljine povriine, mogla bi se dokazati tri ra-
nije nabrojena karaktera. Obzirom na svojstva koja im moZemo pripisati, a
koja éemo precizirati, dogovoreno je da ih oznaéimo imenom sezonalne
oscilacije zemlje.

Ove sezonalne oscilacije zemljine povrSine, jo§ kao hi-
poteti¢éne, potpuno bi se razlikovale od dvije slijedeée kategorije polaganih
davno poznatih pokreta (kao Sto i od naglih pokreta prouzrouéenih zemljo-
tresom) i osim toga bi predpostavili:

na jednoj strani dnevne oscilacije vertikale, astronomskog
porijekla, prouzrofene privlatnom silom Mjeseca i Sunca, koja je bez sumnje
testo pratena dnevnim oscilacijama zemlje, termitkog porijekla;

na drugoj strani sekularni pomaci povriine, dizanje i spu-
tanje, kontinuirano ili polukontinuirano, kao nastavak geoloSkih pokreta u
nekim krajevima.

Veli¢ina hipoteti¢kih sezonalnih oscilacija zemlji-
ne povrdine. U cilju da se koli¢inski izloZe preostale sistematske pogreske,
o kojima je rijeg, bit ée hipoteti¢ne sezonalne oscilacije zemljine povrSine ne-
ophodno ovako poredane:

a)Ondulacije, zone koje su podpuno pod utjecajem jednog samog po-
kreta, bit ¢e reda veli¢ina nekoliko desetina kilometara, tj. onih udaljenosti
Z, od kojih se dalje sistematske pogreSke ponasaju kao ¢&isto sluéajne.

b) Vjerojatna vertikalna amplituda oscilacija bila bi reda
velitina polucentimetarskih. (Da bi to utvrdili postavimo da je { =1 mm, a
7 — 25 km, tada je £ yZ = 5 mm.), Dosljedno tome vjerojatna kutna ampli-
tuda oscilacija bila bi reda veli¢ina desetine centezimalne sekunde (5 mm/25
km = !/5-1089),

¢) Na koncu, trajanje oscilacija bilo bi znatajno u odnosu na normalno
vrijeme izvrienja nivelmana duZine Z, recimo manje od nekoliko tjedana ili
nekoliko mjeseci, odakle se kvalifikacija »sezonalne« pripisuje oscilacijama o
kojima je rijeé.

Mozda bi ove veoma male oscilacije bile samo jedna sezonalna pojava
termitkog” porijekla.

Metodska studija sezonalnih oscilacija zemljine po-
vr§ine.

Geodetski problem od velikog interesa, sastojao bi se u metodskom studiju
moguéeg postojanja i svojstava ovih hipoteti¢nih sezonalnih oscilacija zemljine
povrsine.

U tu svrhu moglo bi se predioditki obnoviti veoma precizni i brzi nivel-
mani, postavljani unakrst na raznim mjestima i na kratkim potezima 6d dese-
tak kilometara. U viSe navrata (193, 1936, 1948,) medunarodna Asocijacija za
geodeziju preporutila je ovakva istraZivanja.

Eliminacija sistematskih pogreSaka, koje su u vezi
sasezonalnim oscilacijama zemljine povr8ine. — Ako pre-
ostale sistematske pogreske modernog nivelmana proizlaze od ovakovih sezo-



69

nalnih oscilacija zemljine povriine, one bi se skoro potpuno eliminirale, izu-
zevEi sekularne pokrete, koji predstavljaju jedan drugi problem, na osnovu
slijedeée metode nazvane metoda niveliranja po dijelovima
(nivellement fractionné):

MreZa za niveliranje bi se podijelila u veoma kratke intervale, najviSe
nekoliko kilometara, a to bi bili na pr. intervali izmedu susjednih repera (600
do 700 m u Francuskoj). Program operacija bio bi takav, da bi se dodirni ili
susjedni intervali, udaljeni manje od 20 do 30 kilometara, nivelirali u vre-
menu odijeljenom nekoliko tjedana ili nekoliko mjeseci. Nikakove preinake ne
bi trebalo pravili u instrumentima i operativnoj tehnici, koja se upotrebljava
kod najboljih modernih nivelmana.

Prema ovim uslovima utjecaj sezonalnih oscilacija zemljine povrSine po-
stao bi &isto sluéajan za veoma kratke izabrane intervale Z’. Jasno se vidi da

=

bi se u prvom pribliZenju karakteristi¢ni koeficijent [ sistematskih pogresaka
proporcionalno smanjio sa \/Z‘ (jer je vjerojatna kutna amplituda oscilacija
nepromijenjena, a ima vrijednost \Jf 7z =4 \1’2_‘); on bi se reducirao u od-
nosu \JE;“Z’ i mogao bi dakle izgleda postati &etiri ili pet puta manji. Radi
toga, vodeéi-ratuna o medusobnom znacéenju slu¢ajnih i sistematskih pogre-
$aka mogli bi se nadati da bi se postigla trostruka to¢nost, od one koja se
danas op¢enito postize.

B) OCJENA TOCNOSTI NIVELMANA

Potrebno je sada da se za odredeni nivelman odrede karakteristi¢ni koe-
ficijenti to¢nosti, na osnovu naSeg predaSnjeg razmatranja.

Koeficijent 7

VJEROJATNA SLUCAJNA VRIJEDNOST TOTALNE POGRESKE OD-
REDENE PO KILOMETRU, ILI TOTALNA VJEROJATNA POGRESKA PO
KILOMETRU IZVEDENA OD NEGLASICA j ILI OD ODSTUPANJA U ZA-
TVORENOM POLIGONU ¢ (NEPOSREDNO ILI POMOCU KOREKCIJA IZ-
JEDNACENJA 5).

Kako smo to pokazali, koeficijent 7 je zajednitka granica veli¢ina (pra-
vilno sratunatih) ug, ur, upy kada srednje duzine L,, ili F,, upotrebljenih ele-
menata L, F (uz predpostavku da su medusobno dovoljno bliski) narastu preko
granice Z. Tada se moZe napisati:

lt:U

sa U= lim uL, ur, Uy, 2a L Frn > Z.

MozZemo se uvjeriti da je granica Z dostignuta sa L, ili F,, ako se pro-
vjeri da se na jedno pribliZzno razumno priblizenjeuy, ur, ury, ne mijenja kad
se povetéava L, ili F,, (ako odsjetke ili poligone grupiramo). :

Ocjena granice Z. — Napominjemo da je na ovaj nadin postig-
nuta ukupna ocjena granice Z, koja je za praktiéne potrebe dovoljna.
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Koeficijent 7

VJEROJATNA SLUCAJNA POGRESKA PO KILOMETRU IZVEDENA
OD NESUGLASICA o IZMEDU UZASTOPNIH REPERA.

Podsjetimo se kako se mijenja koli¢ina uy, koja je jednaka svakoj od ve-
li¢ina ug, uz, uf, ury za istu duzinu L elemenata R, L, F. Ona raste od p
do 7, kada L raste od 0 do granice Z. Prema tome je ona blizu 5 za kratke
elemente. To se dogada za veli¢inu uz, ratunatu za interval R izmedu uza-
stopnih repera; ovi su elementi kratki, u Francuskoj unutar kilometra.

Prirodno je dakle da se 7 ratuna na osnovu velicina ug, nakon Sto se
odbije jedan korekcioni izraz.

u'-7*

/‘

Tyt 5

R

Prema ranijim zabiljeSkama imamo oéito veoma pribliZno:

7?=u} —o3 R

3

Napominjemo da se moZe Eesto postaviti: trf’ =KZ sa K =2 ili 3, tako

N

da je:
K
,i,z_.uzk_gz ER

Prema ovome za intervale istih duZina R imamo:

72 = %—sred%—gz %—sred R
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Ova jednadzba, &iji je prvi ¢lan nezavisan od R, ostaje valjan za nejed-
nake intervale R pod uslovom, da se elementima dvaju sredina druge
strane daju iste tezine, teZine jednake 1 ili R. Tako ¢éemo konaéno imati:

q’=u;.._;1j3'
1 @ 5 K.
gl o = e
zauR_eredR i ZsredR
; : g 2 K
iuzevdi za ugij ili ,2=__1 Eg_ i 2= — Rm
ili u'g R Z
. : R B .~ _ K 2R
. u isto vrijeme: iliu"g= 238 YI=Zz3R
Priblizni karakter korekcionog &lana. — U ovoj je for-

muli netoénost kolidina K i Z, koje dolaze u faktoru j2, od male vaZnosti. Ono
optere¢uje samo korekcioni izraz, koji je veoma mali.

Koeficijenat [

VJEROJATNA SLUCAJNA VRIJEDNOST SISTEMATSKE POGRESKE
PO KILOMETRU, :

IZVEDENA IZ NESUGLASICA 1 IZMEDU KRAJNIH TOCAKA OD-
SJECKA ILI ODSTUPANJA U ZATVORENOM POLIGONU ¢ (NEPOSRED-
NO ILI POMOCU KOREKCIJA IZJEDNACENJA 7).

Imamo: (2 = 72 — 9?2, i na osnovu gornjeg izraza za 7%:

’ 2 =u2—n? -
IZVEDENE FORMULE, KOJE DAJU KOEFICIJENTE 5 I (.
Dvije prethodne formule 7 kao korekcioni izraz u ¢,
izraZzavaju ¢ kao funkciju od 7.

Na osnovu toga mogu se izvesti odmah slijede¢e formule, koje daju ne-
posredno % i {:

w—j® U

s = u2-—-u2R_
—7

g2 = l_jz

Koeficijenat [
VJEROJATNA SLUCAJNA VRIJEDNOST SISTEMATSKE POGRESKE
PO KILOMETRU IZVEDENA IZ METODE SREDNJIH PRAVACA.

Pretpostavimo da je razmatrani nivelman sredina iz niveliranja
tamo i natrag, i da su ovi nivelmani potpuno nezavisni. Tada se koefi-
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cijenat [, karakteristi¢an za sistematske pogreske, nalazi na novi natin u dija-
gramu ukupnih nesuglasica, koji je definiran ranije. Ovaj naéin, koji je po-
znat i koridten mnogo ranije (premda dugo vremena nepravilno), nosi ime
postupak srednjih pravaca.

Oznake. — Razmotrimo jedan bilo koji odsjetak duZine L, ali nepre-
kidan na terenu. Povucimo kroz dijagam ukupnih nesuglasica, konstruiran
za ovaj odsjetak, srednji pravac, koji se Sto je moguce manje udaljuje od
krivulje. Nazovimo sada sa: ;

a, ukupnu sluéajnu nesuglasicu dvaju nivelmana tamo i natrag, uzetu na
na krajevima odsjecka;
B, njilovu ukupnu sistematsku nesuglasicu, uzetu na istim krajevima;

Prema tome je a + f = /1 ukupna nesuglasica koja proizlazi iz dijagrama;
a i f su nepoznate, ali 1 je eksperimentalno poznata veli¢ina.

u, razlika krajnih ordinata srednjeg pravca, povuéenog preko krivulje tako,
da 3¥to manje od nje odstupa..

Ukupne nesuglasice Pl g
A=l +/3 ;

|
|
|
& Y vdalenos! z o

" i
I
7 P, i DI A s Ry TN IS,
] I
1 -
w— Odzyyecak oa ngymanye nakoliko Kim.—a=
Izrazi zanil;, kaofunkcije koli¢ina a« i f. — Na osnovu

navedenog je vjerojatno ‘vrijednost slutajne totalne pogreske (ili totalne siste-
matske) izmedu krajeva odsjetka L prema definiciji koeficijenta # (ili

&) : VL (ili & VE).

Vjerojatna vrijedngst slutajne totalne nesuglasice « (ili sistematske p)
dvaju nivelmana tamo i natrag, pod pretpostavkom da su potpuno nezavisni,
je dakle: 29 YL (ili 2{; yL).

Srednja kvadrati¢na vrijednost ove nesuglasice je sada:

3/2 X 2qyL =3qyL (ili 3/2 X 28 VL =38 \L).
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(ﬂli-——) za skupinu odsjetaka iste duzine L. Ovo vrijedi isto

Tako je % (ili {1) srednja kvadrati¢na vrijednost koli¢ina

tako za 7 neovisno od L. i za nejednake odsjetke. Imamo dakle:

e —;4 sred t—;: i = —;- sredﬁf za nejednake L.

Izraz ;1 kao funkecija razlika u. — Razmotrimo ovaj izraz
od {; kao funkciju sistematskih nesuglasica f, koje su nepoznate. Prirodno ¢e
biti, da ih uporedimo prosjeéno, kako je to &inio nekad Lallemand i brojni
geodeti, sa poznatim razlikama g, krajnih ordinata srednjih pra-
vaca. Moglo bi se doista misliti da nagib srednjih pravaca dolazi bitno od
sistematskih nesuglasica, i da ¢e se njihovim odsustvom osjetno smanjiti. U
tom bi slu¢aju bilo: sred f? — sred u?.

Ali ovaj zakljuak, premda duZe vremena prihvaéen, nije pravilan. MoZe
se odmah ustvrditi napominju¢i da, ¢ak u odsutnosti sistematskih pogreSaka
(f = 0), nagib srednjih pravaca ne ée biti op¢enito nula. Kolitina sred u?
razlikovala bi se od nule; ona ée biti otevidno mnogo veéa nego sluéajno od-
stupanje a s time i sred a2. .

Toéno ratunanje pokazuje da je
sred f* = sred p® — % sred @®> za jednake L

Za [ je izveden slijedeci izraz:

= ;sred—l:-——q’ za jednake L.

[

Konaé¢ni izraz za [ kao funkcije razlika u — Ako duZina
L odsjetaka prekoratuje granicu Z, preko koje se sistematske pogreSke pona-

Saju kao ¢isto slutajne, onda je poznato da je ﬁ = {2 neovisno od L. Tada

2

za odsjetke vecte od Z, koli¢ina sred % postaje neovisna od duZina odsje-

¢aka L, ¢tak ako su duZine nejednake, i isto tako od tezina (1 ili L) koje dolaze
2

u elementima —E, Tada ¢emo konacéno imati:
| 3 6
z=ve— S p
| 5
sa V= lim v; za L > Z, postavljajuci: : \
1 u? pod dva 1 B 1 Zu?
v = — sred — ; 2= 3 "2 =
L L |oblika gt LT BL
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IZVEDENE FORMULE, KOJE DAJU KOEFICIJENTE 7 i {.

Pridruzimo ovoj formuli opéenitu formulu koja daje #:
P?=uy—8§

Iz ove se formule odmah izvode slijedece, koje daju neposredno % i {:

u? — v | vz__s_ 2 |
P = FYE i 5u
=2 p & 5

IZVEDENE FORMULE, KOJE DAJU KOEFICIJENT 1, OZNAKU ZA
TOTALNU POGRESKU.

Podsjetimo se da je:

2 = '}2 + ."2
Ako zamijenimo {2, a zatim %% s n]lhovxm gornjim vrijednostima, dobi-
jamo 2 izraza:

(1-—;‘2)v=—%u§

1
Soo g 0E ges
2 =V2 =

Kratak pregled formula za ocjenu to€nosti nivelmana

KOEFICIJENAT 7, VJEROJATNA SLUCAJNA VRIJEDNOST TOTALNE
POGRESKE PO KILOMETRU,
ILI VJEROJATNA TOTALNA POGRESKA PO KILOMETRU.

:= Ul > . U = lim ug, us, Uy, zZa Lm, Fn 22 postavlja-
wSV—5# V=limv. za La > Z juéi:
1 A2 1 u 4 ¢° 4 y:
B 2 b e aomret SRR " B e LS I
uf 9 sred N sred L U 9 sr?d FUEr Tl
Veli¢ine uy, vz, uf’ mogu se pisati u slijedecoj formi:
e * § ok e e 4 v¢°
V=5 3T [T m 2L [ maTF
= L o TRUNIE & o
ili ili 1ili Up, = ‘WE I
= F
uu2--1_z_1_ vu2_L2“. u,,g__4__z¢2
T B e iRy A




75

Graniéna vrijednost Z je postignuta kad se u, v, ne mijenjaju osjetno sa
Lm, Fm U tom se sluéaju dakle postizava zadovoljavaju¢e pribliZenje.

KOEFICIJENT 7, VJEROJATNA SLUCAJNA POGRESKA PO KILO-

METRU. =
2
r=w—0" a u,zi:-ém sred _0_ i = —sred R (za K=2ili 3)
2
_ bilo u =1 3 £ 4 p=2r,
postavljajuéi za ug i j 9ng R Z
u isto Vrijeme s e l _{o_?_ . -ng___li 232
5B Tiaals o5 5 ha KR 5

KOEFICLJENT ¢, VJEROJATNA SLUCAJNA VRIJEDNOST SISTEMAT—
SKE POGRESKE PO KILOMETRU.,

[
E=Ueg=V-agy

IZVEDENA FORMULA, KOJA DAIJE 1, 3, {

2 @—pu wi—j* Vs
1—§ 6

1 o
1—@)V2——ud 5
o % 6 ., g iy
el e LA Ty
1—j° 1__g_jz

C) NEGDASNJA OCJENA TOCNOSTI NIVELMANA

Da bi upotpunili gornje izlaganje, navest éemo sada, s naSim novim ozna-
kama, tri formule za ocjenu tofnosti nivelmana, koje je predloZio Lalle-
mand, a bile medunarodno prihvaéene od 1912. do 1936. One su dosta bile
primijenjene u mnogim publikacijama, pa je korisno da se rezultati, koji su
se s njima postigli, opet ué¢ine upotrebljivim, istrazujué¢i njihov odnos sa sa-
da$njim pravilnijim naéinom internacionalne ocjene.

KOEFICIJENT o; VJEROJATNA SISTEMATSKA POGRESKA PO KI-
LOMETRU NA DUZINI L.

Mi smo veé definirali ovaj koeficijent: za udaljenost L, to je koli¢nik
od vjerojatne sistematske pogreSke za tu udaljenost i L. On ima dakle vri-

jednost:
; J_ CI. «;2 1
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Tako je na krivulji, koja prikazuje z']{ (ili ui) kao funkciju od L, kva-
drat o;’-_ nagib pravca koji spaja potetak krivulje sa tofkorn na krivulji

apsise L.

T

U f'ﬁ*
: ;
0 g Z

Prema izgledu navedene krivulje, koeficijent o7, opada ako L raste, nje-
gove graniéne vrijednosti su slijedece: -

za L=0, 0, —=0p vjerojatna sistematska pogre$ka po
kilemetru na kratke udaljenosti;

za. Li='00, 05 =0.

Lallemand i s njime brojni geodeti smatrali su (pogre$no) da je ovaj
koeficijent 0; neovisan od L, pa su njegovu vrijednost ¢ izabrali kao koefi-
cijenat karakteristitan za sistematske pogreske.

Koeficijenat 7, definiran kako smo to uéinili, oznaéu]e i kod njih isto kao

i kod nas slutajne pogreske.

Druga Lallemand-ova formula

Izraz 07, iz 0, izveden iz postupka srednjih pravaca
IZVOD FORMULE.
Prema ranijoj definiciji:
» = &
e
MozZe se s druge strane vidjeti da je:

& = % sred %‘i za jednake L.
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tako da je

¢ = —9— sred g; za jednake L.
Lallemand je u ovoj formuli (pogre$no) zamijenio f2 sa u? i prosirio
2
sredinu na nejednake- odsjecke L, dajué¢i u elementima p

L2 tezine jednake L.

Tako je dobio za ¢; niZe navedeni izraz oy, koji €ini drugu Lallemandovu
formulu:

1
o}, =+ sredu,\

|

9 L2
ili
2 1 ‘ “2
——— —_
ML =55L 2T |
ODNOS IZMEDU { I o1,
Ovaj se odnos piSe:
5 1 1 w8 1 1 u*
Oiw = 25 =

e S = &1 (T 9 “sreday -
Sada vidimo da je:
& = -51)— sred ‘:—12-—- % 72 za jednake L
Dakle:

(I14) sredy & =0}, L — g n?

Ako je L,, > Z, imamo dakle [, poznavajuéi 7, kao funkciju od a;_,.{l Lm,)
jer je {2 =sred ,, L)

Ako je L,, <<Z, ne dobijemo {, nego srednju vrijednost {;

S

Treéa Lallemandova formula
Izraz 0;. od 0, izveden iz odstupanja u zatvorenoj figuri

IZVOD FORMULE.
Prema definiciji je or:

EA

a

[l
.

Vidjeli smo da je s druge strane:

y 2
&= %_ sred 7-za jednake L
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tako da je kao u predadnjem slucaju:
1 g2

0= — — j
e sred Lz jednake L
Lallemand je prodirio ovu sredinu na skupinu nejednakih odsje¢aka,

na koje je mreza podijeljena (izuzevsi izolirane linije) daju¢i elementima
2
I% teZine jednake L2. Na taj nadin of poprima oblik:

s T >
of = 5 sredqy 5—2 = = 28 ; sredq &F

n-x1k" SIF D Th- L2

Na osnovu toga, da bi koristio odstupanja u zatvaranju poligona ¢, Lalle-
mand je formulirao predpostavku, koja je sadrzana u ovom izrazu:

sred 1) & = sred) {7 tako da je :o0fp = %LI"; sred(ry E2

Kako znamo ova se predpostavka potvrduje samo ako imamo da je L,,~> Z
i F,, > Z (ili drugatije ako je L, = F,)

Konaéno da bi izrazio [?f, Lallemand je upotrebio formulu izvedenu
ranije:
] 2 2 2 4 9* 2 :
G=uwv—n= ) redi,——-—q za jednake F.

On je primijenio ovu formulu za grupu nejednakih osnovnih poligona,
kojima je dodao iz gore navedenih razloga obuhvatni poligon, i dao je elemen-

tima %2 tezine jednake F (oblik u”y od uf). Kako je 2 F =221L, on je

napisao:

2 E{P —

i
sred(r) gp 9 EL

Konaéno je dobio za o; slijedeé¢i izraz oj,, koji ¢ini tre¢u Lallemandovu
formulu:

> 3L (2 z¢? ;

Iie= vL=(9 7§ ’72)
ili

s B e

ODNOS IZMEDU ([ I op,
Ovaj se izraz piSe: i

2 3L 14 Z¢p? 2L (4 2
=31 (3 3 — ) = 3 (g et ¥ = 7)
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2
Sada smo vidjeli da je[} = ui—#% = %sred %—qz

za jednako F.
Dakle:

SL?
2L

(1114) sred (r)gﬁ. = 0?‘_'

2
Ako je F,, > Z, onda imamo [ kao funkciju od op.(i od ETIL.-‘) jer je

2 = sredg B2

Ako je F,, <Z, onda se ne dobija { nego jedna srednja vrijednost [r
~, Napomena. — Promjena koeficijenta o1 sa L, — Lako
se moZe pojaviti, u samoj tre¢oj Lallemandovoj formuli, da koeficient o,

nije dobro definiran za datu mreZu. On doista varira sa duzinom L proizvoljno
izabranom, i ne moze se dakle smatrati kao karakteristika toénosti.

Ukratko mnozimo sa n broj odsjetka na koje je mreza podijeljena,
a taj je broj proizvoljan, dijele¢i svaki odsje¢ak na n jednakih djelova, tako
da se L,, dijeli sa n.

Koli¢ina unutar zagrada na drurgoj strani tre¢e Lallemandove formule
se ne mijenja; koli¢ina X L2 je podijeljena sa n, a na taj naéin je c:l"'[’_‘= pomno-
zeno sa n $to je trebalo dokazati.

Prva Lallemandova formula
Izraz 1), od 7, izveden iz odstupanja izmedu uzastopnih repera

1ZVOD FORMULE.

Mi smo izveli formulu:

1 @ ol .
—sred — — 05 R za jednake R

7}2=u2‘?—o‘%R= 9 R

Primijenimo je na realne nejednake intervale R. Ona-ostaje pravilna uz
uslove primjene istih teZina, koje éemo uzeti jednake R za dva ¢&lana druge
strane formule. Dobijamo dakle izraz:

S0? R
SR 0 >R

1
g ipih
Aot ot

Lallemand je u korekcionom ¢lanu zamijenio koeficijent 6o sa oL
koji se od njega razlikuju, i upotrebio je za or izraz op, svoje druge formule,
koja nije totna. Konaéno on je zamijenio 2 R sa ekvivalentnom duZinom 2 L.
Dobio je tako za # slijedeéi izraz #, koji &ni prvu Lallemandovu formulu:



o Tt Loy N e R __1___2_0'-_’_2R2 2 |
%= 9 SL T 9sk2 L L M {I) i L (zL)22

ODNOS IZMEDU 5 I 7,
Ova formula nije potpuno ispravna, ali pogreska je mmlmalna, jer se ona

odnosi samo na korekcioni ¢lan. Na osnovu toga imamo:
3R?

- RS S B 2y il : ]
7 M 59 (o, 0;) ili sa naSim oznakama Z, K:

| AT o e SR K\
(1) 2 —o = S (UL,,—? E) ‘

Imamo tako 7, poznavajuéi jednu pribliznu vrijednost od { kao funkciju
od 7, 01 (i od 2 R2, X L, isto tako kao i od pribliZznih vrijednosti K, Z).

Koeficijenti il izvedeni iz koeficijenata Lalleman-
dovih 7, i OLw — Iz formula (II4) i (I4), koje smo mi spojili u Lallemand-
ove formule (II) i (I), izvode se odmah, ako je L, > Z, to¢ni koeficijenti 5 i ,
kao funkcija Lallemand-ovih koeficijenata 7, i 0, (i od 2R? X L, L, isto
tako kao i od priblizne vrijednosti K, Z).



