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Rudolf Mlinar geom. — Kikinda

Vektori u ravni
njihov znaéaj, njihova simbolika i njihova primena u geodeziji

Imajuéi u vidu, da se u naSoj stru¢noj literaturi vrlo retko ili skoro
nikako ne primenjuju vektori kao sredstvo za reSavanje raznih problema
na polju geodezije, pokuSa¢u da ukratko prikaZem prednosti, koje pruza
ova metoda pri reSavanju raznih zadataka u nasoj struci.

Pri tome nije mi namera da ovde detaljno izlazem neku teoriju vektora
jer zato ima drugih izvora (n. pr. Dr. Zeljko Markovié, Uvod u viSu ana-
lizu, Teorija vektora od Dr. Tatomira Andeli¢a ili Osnovi teorije vektora
od Ing. Dragie Ivanoviéa, i t. d.) iz kojih se ova moZe crpsti.

Ali — i pored toga, biéu gdegde, a naroéito u vezi sa simbolikom
primoran, da bar u glavnim crtama izloZim najvaZnije identitete, koji
oomoguéavaju operacije sa vektorima i njihov prelaz na skalarne veli¢ine.

Veé u samoj algebri mogli smo opaziti, da nije svejedno, kakve smo
oznake upotrebili, da bi izrazili izvesne veli¢ine. Naprotiv — potrebno je
i nuzno da ove oznake po moguénosti karakteriSu neku izvesnu veli¢inu,
jer od toga u mnogome zavisi prakti¢no reSenje izvesnog zadatka i brzo
snalaZenje u istom. I nije mnogo reéeno, ako se kaZe, da reSavanje mnogih
problema zavisi u glavnom od izbora odgovarajuéih oznaka. ;

Ovo narocito vazi za vektore. Pokretna snaga vektorskog obraseca,
kao rezultat jedne izrazene vetorske misli, lezi u glavnom u zgodno iza-
branoj simbolici, t. j. u dobro i zgodno izabranim znacima za vektorske
misli, znacima, koji ocrtavaju i u celosti izrazavaju tu misao.

U nastavku naveSéu oznake, koje poti¢u od K. Friedricha i koje se
donekle priblizuju tom idealu. Ove oznake nisu. navedene ni u jednom od
uvodno citiranih udzbenika — no njima ¢éu se sluziti u svojim izlaganjima.

U primenama, koje su mahom originalne prirode, mogla se lako pot-
krasti po koja gresSka i zato molim svakoga, koji bi to mogao opaziti da
me na to upozori. Ja éu mu biti veoma zahvaltan.

[" T su u glavnom oznake, kojima se
sluZimo u nasim racunima sa vekto-

rima u ravni.
Koliko su one plodonosne videéemo
na nekoliko primera u primenama.

Primene
Poznate su koordinate:

1 ==
gz{x,3}=(A+ Ry =R,)
Y Mereni su upisani elementi.
TraZe se koordinate tadke 3. :
ReSenje:

R; =Ry + 200,35, + 15,6°t%
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Vektori u ravni, njihovi simboli i identiteti.

Oznaka Analiti¢ki identiteti Objaénjenje
Vektori u opste. Kao oznake za
13, 5o __ | ove vektore mozZemo upotrebiti sva
A= aa Vet ¥ kel i +_] sin @) — | uspravno polozena velika slova la-
B=5 = (Xp—Xp—)+ i (¥y—Yn—1)= | tinice.
=B = AX +iAy = | Mala, ista s]ova: ozr_;a_z'uju absolutnu
V=v, - Ao+ A Yoo i :::Slost, intenzitet ili modulus vek-
= a+ib = | Gréka mala slova oznaduju nagib
= v el vektora i obi¢no se biraju tako, da
vektor A sadrzava nagib «, vektor B
nagib f#, vektor V nagib #i t. d.
Vi = Za razlikovanje raznih vektora,
=Vl = Kao aore oznadenih istim slovom, upotreblja-
=viy = g vamo i odgovarajuée indekse, kao
@y Sto je ovde navedeno.
o ; _ | Sa R oznatavamo radius-vektore, za
R=n=1(cosg +1sing) = | Oty o ot chidhih welciors;
R=r =X =1y = | Veli¢inu R nazivamo i vektorom po-
8 = Xo + Yoo = | lozaja izvesne talke, jer kraj vekto-
=r Xe ra R nedvosmisleno odreduje polo-
i zaj odgovarajuce tacke,
Ap=a[cos(a+p)+isin(a+d)]=
= DX+ AYpia = | Vektor Af je vektor intenziteta a i
Ag=a,.p = Ax(cosg+ Aysing) + | argumenta (e + f), dakle vektor aa
+ Ay(—sing+ icosg) =| zakrenut za B.
— ael@+h .
A_g=a [cos (e—p)*isin(a—@)]=
d =A X_g + A yw_ﬂ =
A_pg=a, 5 = (/Axcos @ + Aysing)+ | A-p je vektor aa zakrenut za (—PF).
+ i(Aycosg— Axsing) =
= ae i(a—B)
A —=a(cos —isina) =
= = Ax—A¥n = LR
= ektor kt A,
A=a_, - AT A Vi = Konjugirani v r vektoru
= ae_i“
v iA=a[cos(a+90)+ isin(a+90)]
- _'a”"' — AXeo+ AV = i A je vektor aa zakrenut za 90°.
= Aa+950

—Ay+iAx
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Oznaka Analitiéki identiteti Objasnjenje
A= —A | Proizlazi iz napred navedenog
A_,=a=|A| b Abosolutna vrednost vektora A,
Pravac vektora A.
Al =« Pri tome a, t. j. absolutna vrednost,
moze biti pozitivna ilj negativna.
Ugao (@), (A), (¢)... za razl'ku od
pravea «, f, ¢,... Uglovi (a), (f)...
(a), (8), (v) odabiru se obi¢no tako, da oni leze
naspram odgovarajuéih vektora, no
time to ne mora uvek biti,
¥ L BXREAY
1q, 18, 1¢ R v T3 Jediniéni vektori
=cosg +ising
AB = ab AB = ab [cos (e + ) + Algebarski proizvod vektora bez me-
“+8 | + isin(a + @) duznaka.
e [ e Skalarni prozvod vektora u ovom
AXB=c¢ | AXB ab_f G et e slu¢aju skalar c.
ICl = ab [sin (8 — @) = a3 | = | yektorski proizvod vektora (izn.mno
A B=0C= AX, AV, vektor u prostoru) nas ¢e kod pri-
— Cogo = aps. = Al mena interesirati uglavnom samo
AYp AV njegova absolutna vrednost.
I
B
B—HA- 7
& Izlazi iz napred navedenog Delenje vektora vektorom u ravni.
-(5)..,
A,f‘ -a.-,.g — Af— a sin (e —8) -1 Komponente.
AT v~ sin(8—pg 3 Citamo: Komponenta za A od f na ¢.
Absolutna vrednost komponente, ko-
Cl=a= ja se skraéeno pise kao C? umesto
% Izlazi iz napred navedenog
B cé
= Cop . ; “a
1a

Primer: Ako je A=B + C onda su B i C komponentne vektora A.

Pritome je: B= A}, C = Af paje A= A} +AL
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Oznake Analiticki identiteti Objagnjenje I
g =13 Izlazi iz napred navedenog Jediniéna komponenta
Komponenta wvektorskog poligona i
to:
tu:l = komponenta vektoraEod d nag,
[ P
E!vz. >R et L " et:: gl = o 5 Eg__ P
dab 8y
etG:Fﬂ Lo o E":‘lodﬂ i
a — dakle A = aa.
K:£= C > Konjugirana komponenta
n. pr.
U (x) sinusoida: x + i sin x = U(x)
Vektorska funkeija po x — u
' Tangenta na gore oznatenu vektor-
0 | sku funkeciju, odnosno na njen ho-
| dograf — prvi izvod vektora po nje-
[ | govom skalornom argumentu
U Normala na tangentu
U=u +io ‘ Uslov za ekstrem

ObjasSnjenje: ReSenje je ofigledno. Prema uvodno navedenim
identitetima imamo
odmah: a) xs = xi1+200,35 cos a+15,6 cos (a+90)
y3=—=y1+200,35 sin a+156 sin («+90)

ili
_ . .20035Ax , —156Ay
b) x5 = x1+ 550 950.0
o 20035 Ay | 156/ x
Ys=¥1*+ %500 2500

Sto sledj iz identiteta:

s 20 2 E)
R;;=x:;+1_y3=(x1+ih)+( 0:5A)+(156aA90).

Prema tome se u izrazu: R,R; + an. + byat+o  nalazi iserpno
i ofigledno objaSnjenje za ceo rafun malih tadaka.
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2. Primer :
Poznate su koordinate tacaka (01, ®2, ®3
Traze se ortoganalni elementi (m, n) u svrhu iskol€enja.

S J
-
Fhdh
;2
Ny
_—
25
1, 2 3
. -~
% 2
’ = T
'/ .9).
’ b
’ /'/"
el
4
5 ¥
SR
N
s B v
N
~
Lt
Slika 1.

1. ReSenje
Pomaknimo prethodno na$ koordinatnij sistem (x, y) u tatku ©1

3|yn—N

koordinatne razlike. Sada dolazi u pitanje samo &ista vrtnja prvobitnog
koordinatnog sistemsa

(%, y) za ugao ¢. sa tg ¢ = ﬁ—i u novi koordinatni sistem (x’, y').

1 1 A
U tom sluéaju éemo umesto Z‘x, y} imati 2{:(,, xl} dakle —
3

Na osnovu toga reSenje glasi:
sR' = ;R—;

(Uporedi ovo reSenje sa »Uvodom u viSu analizu od Dr. Zeljka Marko-
viéa. str. 175, 176, pa ¢e se moéi oceniti znaéaj dobre simbolike.)

ObjasSnjenje:
ReSenje je otigledno. Mi iz toga odmah &itamo i piSemo:
sR' = x's+i ys=n3 [cos (p—¢p) +i sin (¢—¢)]

odnosno skalarno, cepanjem desne strane i to:
X'3=r;c0s (0—@®) =r;cos@cos @ + rysin@sin® = X3 cOsP +y;sing =m
i
y's = g sin (¢ — @) =Ty sin @cos ¢ — r;cos @Sin@P = yz3 COSP—xX;3sin g =n
gde su (xs, ys) uzeti u koordinatnom sistemu (%, y), pomaknutom za Ru.
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2. Resenje
Koordinatni sistem (x, y) pomaknut je, kao u prvom sluéaju sa svo-
jim iskodiStem u to¢ku (1.
Sistem (%', y') odreden je svojim ortovima 1. te 1¢+qo
Posto su x', y’ skalarne komponente vektora R’, to moZzemo upotrebiti
skalarni proizvod vektora, dakle:

=Ry X 1, +Re><1v+90——M+ B o

i to je drugo reéen]e naseg zadatka

ObjaSnjenje:
Proéitajmo 1. stav i piS§imo ono, §to moZemo direktno &itati:
R'a - R3 X 17;""" R3 >< 1V+90

znaci:
Ry X 1; =3x’ = (6%X0 + s¥00) X 1s = 3% X 1¢ + 3¥90 X 1¢ = x30s(¢—0)+
+ y3 cos (@ — 90)
dakle odmah Xs—2Xs cos @ + ¥s sinp —=m analogno dobivamo iz

Ry X 14400 = g3y'00 0dmah skalarno: ys—ys cos ¢ —Xs sin ¢ =n
Pro¢itajmo sada 2. stav (ispustiéemo indekse, jer smetaju pre-
glednosti)

RXU , RXUs

3. e
On glasi: R'= = S

dakle:
0 v v e
=x-Axcos(0—-0)+nycos(90—0 +yAxcos(90-——0)+
v
+3L/_\_ycos(90—90]:xAx - 0 - 0 + yAY
v v

odnosno skalarno

i analogno




20

gdje je
¥, y) = (¥s ¥3) . - . s
u sistemu (x, y) sa ishodiStem u tocki (9 1.
(A%, AY) = (52 72) . 7
Sve $to je navedeno u 2. reSenju sledi i iz 1. reSenja. Tako je prema
1. reSenju: R =r cos (p—¢) +isin (p—¢), te iz

rcos (p—¢) sledi:rcos (0—¢)=R.1¢, aiz
rsin (p—¢ sledi: r sin (o—¢) =r.cos [(o—¢) +90]=R.1..0

dok iz RX1, sledi: RX.IF = -R:f—U te iz
R X 15400 sledi: RX lo4 = %"5&

Prema tome se izraz R'—R_, moZe smatrati kao osnovno,
dovoljno i precizno reSenje problema za transformaciju koordi-
nata, gde je u pitanju samo vrtnja. Osim toga on vaZi za oba prelaza,
" jer iz R'=R_; rezultira R =R.. :

Ako je u pitanju i pomak koordinatnog sistema za veli¢inu A, dakle
direktan prelaz iz jednog sistema u drugi, onda reSenje glasi:

R = R—A) -

A
| X
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i to je opSti obrazac za transformaciju koordinata u ravni. On vazi isto
tako za oba prelaza, jer iz R'= (R— A)_, izlazi R, — R — A odnosno

R_—-R'\: +A

Naravno, dap moze biti pozitivan ili negativan, ve¢ prema tome, u
kome je smislu usledilo obrtanje jednog sistema u odnosu na drugi
sistem.

Ako ponovno uporedimo »Uvod u viSu analizu« od Dr, Zeljka Marko-
viéa, onda moZemo opaziti, da se sa onom simbolikom, koja je ovom
autoru stajala na raspoloZenju ovaj problem nije mogao obuhvatiti u
celini, nego se on morao razmatrati odvojeno, dakle rastrgano. A to samo
potvrduje ono Sto je uvodno navedeno, a to je da reSavanje mnogih pro-
blema zavisi u velikom delu od izbora odgovarajuéih oznaka.

Drugovi pisite nam sa terena
o Vasim struénim zapazanjima
i radu.




