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Dr. ing. Baturié Josip — Zagreb

Grafitko izjednaéenje &évoriita sa orijentacijom

Teoretsko obrazloZenije.
Odredenje pribliznih koordinata.

Mjerena su tri poligena A, B, C (vidi str. }LO). Poligoni polaze iz po-
znatih tocaka i sastaju se u ¢voristu. U ¢voristu je provedena orljentaoua-
astronomski ili vizurom na daleku trigonometrijsku to¢ku, a tim je odre-
den smjernik jedne stranice na évoriStu. Ako pocetnom smjerniku svakog
poligona dodamo lomne kutove g dobiéemo smjernike stranice uz &vo-
riste, koji se razlikuju od smjernika odredencg oruentaci]om za, kutna
odstupa.n]a fga, f;n, f,g., §

U svakom pohgonu popravimo lomne kutove za iznos - kod cega
n

je n broj kutova u doti¢nom poligonu. Sa take popravljenim kutovima
izraéunamo poligone i dobijemo tri vrijednosti koordinata é&vorista. Kao
priblizne koordinate cévoriSta y' i X’ uzmemo prostu aritmeticku sredinu
iz tih vrijednosti.

Jednadzbe pogresaka i normalne jedmadibe.

Razlika izmedu izabranih pribliznih koordinata i izracunatih daje
odstupanje W, 1 0. Potrebno je uzeti u obzir jo§ popravke koordinata
évorista dy i dx. Prema jednadZzbama koje vaZe za izjednalenje poligona
ako se uvede teziSte biti ée u ovom sluéaju za svaki poligon jednadZbe
pogresaka:1)

vl =1

ﬁ.sinc\:-—--l‘--'"Ir S cos ]:w + dy = Wy
[ ] e Y _ y ) (1)

[Acosa]l + Z S siny ] = w, + dx = Wi

pri éemu je v pogreska lomnog kuta, i pogreSka stranice, a smjernik
stranice, 8§ spojnica teZista na pojedinu todku poligona a y njezin smjernik.
Grafickim, 1z3edna.cen;|em dobili bi za svaki poligon izravnavajuéu
elipsu sa velikom osi g i malom osi k.?)
Uvedimo pomocne koordinatne osi za svaki poligon tako da se po-
klapaju sa osima izravnavajuée elipse. Transformacijom koordinata po-

Y Ing. Jankovié: Izjednacenje poligona; Geodetski list, god. III. str. 27.
?) Ing. Baturi¢: Rudarska mjerenja odsjek 124, 125, 126.
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trebno je zamjeniti u jednadzbama (1) w, + dy i w. + dx sa odstupa-
njima o, + dk i o, + dg.

Iz slike 1 se vidi da je

dk = dy coss — dx sine
dg =dy sine 4+ dx cose

pri ¢emu su dk i dg popravei koordinata évoriSta u smjeru male i velike
osi odnosno u smjeru pomoé¢nih koordinatnih osi.

X
dg 2
K ds
D\ ay
k.
Ye
Slika 1

UvrStenjem navedenih vrijednosti u jednadZbu (1) glasiti ée jed-
nadZbe pogreSaka:

lV] = g
[4sin '] — [ : S cos y’] —dy cos &€ + dx sin e = wy
: (2)

[4 cos @’] + I ; Ssin}'"l—dysiné‘—dx COs &€ = @,

pri ¢emu je « smjernik stranica poligona, ;' smjernik spojnica S od te-
ziSta na pojedinu to¢ku poligona u novom zaokrenutom koordinatnom
sistemu, ¢ kut zaokrenuéa koordinatnih osi a @, i w, odstupanja koja
odgovaraju pomoénim koordinatnim osima.
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A) | (v)|x |V

17,8 |-520( 11 |-7
18,0 |-352| 11 |-5
16,0 |- 62| 10 |-1
23,0| 123 | 1| 2
28,0| 223|118 | 3
%0, 245\ 9 | 3
36,5 Sy
74,0 | 2=06211) )
18,5 | v =015(v)

S
IV & 0w iy




CRTEZI GRAFICKOG IZJEDNACENJA CVORISTA

a £

Bl tA) | (v)

7| 158| 695| 11| 10
8| 30| 595 2| 8
9|-141| 302|-10| %
10(-245| 61 |-17| 1
11|-26,2| -26.0[-18 |- 4
12|-14,1 |-56,2 |-10 | -8
] -81,6 -11
OF| 86.5 | A= 0,68(\)
oT 1268 | v = 0,14 (v)

dy=-~-8mm.
dx==12mm /
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A | v A v
21| #17]-12] 9
=i *llf 442 - 4 ’
=236 |=24,3| 24| -5
-400|-252|-41(-5
‘34;9 o &,6 -36(-2
=195 73|-20| 2
31,1 | A= 102(2)
1283 | v=021(v)
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Za svaki -poﬁgon dobijemo iz jednataba pogresaka (2) normalne

" jednadzbe za slu¢aj uvjetnih jednacaba sa nepoznanicama.

daa
[__I_)] kl . = g

lbpb] ko + Bi d} + Ci dx = @ (3)
[?Ikﬂ + B.dy + Codx = w,

i k tome jos

BE=E e
[Ckl=10 pri ¢emu je By=-—cos§ Cyx= + siné&
- B, — —sing Cy=—rcos &
a,0znake ay=— do = Az —:v. =1
by = sin &’ b= i cos ¥
r s . ’
C, = COs @ Gy . sin ¥

Zbog izabranog teziSta biti ¢e
[ab] = ac] e .
P P_

Zbog orijentacije pomoénih koordinats biti ée

be lbb] k
— | = 0, — = —

i i il

lff ] — g_’ pri ¢emu je r' pomoéna veli¢ina poznata iz grafiCkog izjedna-
p r

éenja poligona, dok su k i g mala i velika os izravnavajuce elipse pojedinog
poligona.

Uvedimo oznake za kvalitete

ple_p

15 | AR P, 4 (5) azady =dssing i dx = ds cosyg
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U jednadZbama (3) odredimo korelate ki, ke, ks i uvrstimo ih u jednadzbe
(4), te upotrebimo uvedene oznake, dobiéemo:

[PBB] ds sin ¢ + [PBC] ds cos ¢ = [PB w]
[PBC] ds sin ¢ + [PCC] ds cos ¢ = [PC o] ’ (6)

Ove jednadZzbe su po svojem obliku jednake normalnim jednac¢bama
za presijecanje naprijed, i vrijede za sva tri poligona zajedno.

Grafi¢ko rjesavanje’)
Za grafitko rjeSavanje uvodimo oznake

0 -~
zy = li ds’ T == Z— ds’ U= k Wy i U= g @,

pri éemu je ds’ proizvoljno odabrana vrijednost.

Da se u normalnim jednadZbama oslobodimo kod produkata PBC ne-
gativnog predznaka predoéditi éemo koeficijente B, i Cy ovako

By = sin (270° + &) Cx = cos (270° + &)
JednadZzbe (6) dobiju sada oblik podesan za grafidko rjeSavanje:

{[zi sin? (270" + &)] + [z, sin® €]} sin g + \
oy {[zx sin (270" + &) cos (270° + &)] + [z, sin € cos €]{ cos ¢ =
== Uy sin (270" + &) — U, sin ¢ = — Uy sin (90° + &) — U, sin ¢
3 (6a)
{1z« sin (270° + ) cos (270° + €)) + [zysinécosé)| sing +
+ {lz cos? (270° + €)] + [z cos? €[} cos ¢ = U; cos (270° + &) — U, cos & =

=-— Ugcos (90" 4 &) — U, cos &

Uputa i primjer:

1) Mjerena su tri poligona A, B,C. U &évoriStu je provedena orijen-
tacija i ustanovljen smjernik stranice 18 D i to 0=276'218". Odredimo
kutna odstupanja f, (= dano— mjereno) za svaki poligon. Popravimo

svaki lomni kut za vrijednost I y
n

Za ratunanje poligona imamo slijedeée zadane i mjerene podatke:

y, — 2499581 y, = 2997,368 y,. =2090.879
X, = 4147.976 X, = 3370,082 X,, = 3860,360

‘) Slitan postupak vidi: Baturié: Rudarska mijerenia odsiek 118 i 119,
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Poligon A Poligon B
a, = 25201911" 12 a, = 26%5642" 3
n n
10914 49 —5” 1741450 +1
1060650 5. ' {zeer s 1272847 +1 62599 m
170 06 08 —5 31369 1445033 +1 g};%
155 14 20 —5 34’589 172 34 37 +1 L
159 10 49 —5 05218 177 0504 +1 135,166
218 00 06 —5 62788 190 47 00 +1 133,074
276 4141 —6 : 16254 38 +1 98,248
1536 52 54 1176 52 11
= 276 52 18 o= 2765218
f,g = —36 fg = 49
Poligon C
@, = 271%4707" i‘:
725132 +7”
80484 i EL T
991017 +7 76793
158 0112 +8 148 414
208 56 22 +8 65,468
1176 51 32
o= 276 52 18
fz = + 46

Izradunamo sada poligonske vlakove i dobijemo tri vrijednosti koordinata
évorista:

yp = 2534713

yp = 2 534,667 xp == 3 656,410

yp = 2 534,875 xp = 3 656,458
Iz toga prosta aritmetiéka sredina iznosi

¥, = 2534,752

xn = 3 656,516 za poligon A
za poligon B

za poligon C

xp = 3 656,461 a koordinatna odstupanja

o; = 4+ 39mm @; = — 55 mm za poligon A
©; = + 85mm o= + 51 mm za poligon B
©, == — 123 mm w, = + 3mm za poligon C

Ucrtamo u povoljnom mjerilu poligone (ovdje 1:5000) i odredimo teZiSta,
uz'majuéi u obzir one lomne kutove na totkama koje smo upotrebili za
ra¢unanje poligona.
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2,3,4) Konstruiramo izravnavajuce ¢lipse svakog pojedinog poligona.
Predpostavljena srednja pogreSka za lomne kutove je m, = 13", straniéna

je my = 2V1§80 mm ar = 250.

5) U posebnom diagramu rijefimo z, — ;g- ds' i z=--ds'. Od

totke O prema dolje nanosimo velike osi g i male osi k izravnavajuéih
elipsa, a na lijevo o. Od ¢ prema dolje nanosimo proizvoljnu vrijednost
ds’, okomica postavljena na ¢ ds’ presjeCena je spojnicama g i k u udalje-
nostima z, i zx a to su trazene vrijednosti.

6) Dobivene vrijednosti z, nanosimo usporedno sa glavnom osi g
izravnavajuce elipse odgovarajuéeg poligona, a z, sa kracom osi elipse,
nadodavajuéi jednu na drugu. Poligon koji tako nastaje zovemo z-poligon.
Projekcije njegovih stranica na os Y daju z,, a projekcije na os X daju
vrijednosti z_ .

7) Nanosimo li vrijednosti z| zapocevsi iz totke O usporedno sa
odgovarajuéim smjerovima nadodavajuéi jednu na drugu, pri ¢emu pa-
zimo, da nam projekeije na os Y uvijek rastu, dobiéemo z-poligon, kojega
krajnja to¢ka spojena sa pocetkom O odreduje veliéinu konjugiranog po-
lumjera elipse. Sliéno ovome postupamo sa vrijednosti z” , pazeéi da nam
projekcije rastu na os X. Spojnica krajnje totke z”-poligona sa to¢kom
O predo¢uje drugi konjugirani polumjer elipse. Iz ovih polumjera kon-
struiramo elipsu.

8) Ucrtajmo posebno koordinatna odstupanja , i @, u povoljnom
mjerilu (ovdje 10 : 15) i dobijemo totke F,; Fz, Fc kojih udaljenosti
od ishodiSta nam daju projekeije w; i ®, na pomoéne koordinatne osi,
koje se poklapaju sa malom i velikom osi elipse. '

U pomo¢nom diagramu konstruiramo vrijednosti U nomografi¢ki po :
jednadzbama

9) Ovako odredene vrijedndsti U, i U, nanosimo iz ishodiSta izrav-
navajuce elipse nadodavajuéi jednu na drugu uvijek u suprotnom pravcu
od onog u kojem se nalaze w;,i ®,. w; smatra se pozitivnim kada. se
nalazi pod kutom 90°+ ¢, a w, kaa se nalazi ped kutom e.

Kako je u jednadzbama (6a) predznak negativan uz U, treba ga na-
nositi u suprotnom smjeru od w. .
Krajnja toc¢ka toga poligona U,: spojena sa pofetkom O daje rezultantu
sa smjernikom ©. PresjeciSte elipse sa rezulltantom pada u tocku T.
Spojnica’ OT je radiusvektor elipse, kojemu odgovara radius kruga pod
smjernim kutom ¢ odnosno izravnavajuéi pravac ¢.
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1z duzina OT i OU,c na praveu 6 odredimo ds na praveu ¢ iz razmjera
OT:0U,c =ds :ds

ds dobijemo u mjerilu u kojem je nanesen » (10 : 15). Njegove projek-
cije na temeljne koordinatne osi su popravei dy i dx pribliZznih koordinata

dy = —8mm i dx = — 12 mm

Vrijednostima w, i @, dodamo popravke dy i dx i dobijemo W, i W,
pomoéu kojih izjednaéimo poligon svaki za-sebe kao da je ukljuéen medu
dvije poznate totke sa zadanim pocéetnim i zavrSnim smjernikom.

Odredimo odstupanja W, i W,

za poligon A

Wy, = oy + dy= + 39 —8 =231 Wy = @y + dx = — 55 — 12 = — 67
za poligon B

w‘:w‘+dy=85—8=77 W e +dx=51—12=39

za poligon C

Wy =wy +dy=—123 —8 =—131 Wy=wy +dx=3—12=—9

Projekcije poligonskih stranica S,na dobivene izravnavajuée pravee g
svakog poligona daju vrijednosti (4,) koje je potrebno mnoZiti sa raz-
mjerom OF : OT da se dobiju pogreSke stranica. Projekcije spojnica
tezista S sa pojedinim totkama S, na pravac ¢ + 90° daju nam vrijed-
nosti (V,) koje moramo mnoziti sa
OF r _ OF 250-169 _ OF
— e = = =10,205
OT pv¢ OT 206265 OT
da dobijemo pogreSke lomnih kutova.

Mjerene stranice popravimo za i, a kutove koje smo veé popravili za s

popravimo jo§ za v iz grafi¢kog izjedpacenja i raunamo poligone po-
novno. Koordinate évoriSta moraju za svaki poligon imati iste vrijed-
nosti i to:

aritmeti¢ka sredina Yp = 2534,752 xp = 3 656,461
popravei dy == == dx = =12
Zbroj: yp = 2 534,744 xp = 3 656,449




Mjerene vrijednosti po izjednaéenju:
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Poligon: A B C
(] ’ " m 0 ’ " m 0 ' " m
a, — 2521911 @, = 265642 a, = 2714707
109 14 37 174 15 01 72 51 48
1960540 53,560 1272856 62,610 1894351 133,408
170 06 02 113,797 1445038 97,195 991019 96,355
1551417 81,379 1723439 93,317 1580115 19,699
1591047 84603 1770501 135,149 176 21 26 143,373
2180004 90,236 190 46 53 133'3353 2085632 127,940
276 41 40 A 162 54 28 k o= 965218 4
o = 2765218 o = 2765218
Odredenje srednjih pogresaka.
Za svaki poligon mozemo postaviti fingirane jednadZbe pogreSaka sa
kvalitetama prema jednadzbama (5) koje glase ovako .
o e = L
gy . nmd
Vi=—Bxdy + Ckdx — w; Ph";% (7)
Vi = —Bgdy + Cydx — w, P.——g-

Iz ovih jednacdaba
(6), prema tome su fi

Prema jednadZbama (7) i (2) bit ée:

Zamijenimo pogreske sa
priori i kvadriramo jednadzbe

Zanja a priori:

Vg

Ny o — lv]

v J— 2
mvﬂ—mvn

, m? :
mg, = [m? sin? a'] + [_p‘: S?cos? y’J

2

Vk = — [2sina’] + [—;— S cos :V']

— [Acosa’] — [ ; S sin y’]

pogreSaka dadu se postaviti normalne jednadzbe
ngirane pogreSke dobro izabrane.

predpostavljenim srednjim pogre§kama a
dobi¢emo srednje pogreske fingiranih opa-

(8

fin®
myy = [m? cos? @] + [ 92"- S?sin? 7’]
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Kako se kvalitete odnose reciprotno kvadratima srednjih pogresaka to je

2 ;
m® _ Po gdje je u, srednja pogresSka za jedini¢nu kvalitetu p, . Odabrati
S u J P

%
éemo srednju pogresku za jedinicu kvalitete g, = 1, pa imamo
e
p

Uvrstimo 1i to u jednadzbe (8), te jo§ upotrebimo oznake b i ¢ i
oznake za malu i veliku os elipse k i g, dobi¢emo

e e
mvﬂ-—m.n

o _ [sintey S ] [Ph] k
= [T feer] = [G]= >

5. S COBT O DR R S S IEE
o, =[] [5 ] = [5) - ¢

MnoZimo ove jednadzbe jo§ sa odgovarajuéim kvalitetama za fingirana
opazanja

PR R gt
Foshn = pwty 0T T
A S 1.
P!—i m\"k = _k:' _I.If - 1_:
p ¢ g g
P mg-‘ e :‘—_:-
g Vg g r r

1z toga slijedi da ¢e kvadrat srednje pogreske za jediniénu kvalitetu a
priori biti

M2 = 9,- — 825
=

Srednja pogrefka fingiranih opaZanja a posteriori

pri demu je n = 9 broj fingiranih opaZanja, a 2 = broj nepoznanica.
Uvrstimo u jednadZbe (7) odgovarajuée vrijednosti i dobijemo

Vi = ds sin (270° + &) sin ¢ + ds cos (270° + & cos p — o

Ve= —dssinésinp —dscos & coOs p — @y
odnosno
Vi = ds cos (270° + ¢ — @) — @, = — dscos (90° + & — @) — @ =
= —dk — o

Ve=—dscos (£ —¢) — 0, = — dg — &g
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Prema ovim posljednjim jednadZbama je dk projekcija ds na pomoénu
os Y koja se poklapa sa malom osi elipse k, dok je dg projekcija na po-
moénu os X koja se poklapa sa velikom osi elipse g. Projekeije — Vi i V,
odredimo na nacrtu u mjerilu u kojemu je dan f, i f, (10:15)

Iz nacrta odredimo k i g u mjerilu koordinata (ovdje 1:5000), pak raéu-
namo [PVV] prema donjoj tablici: '

Tablica 1
v _ P PVV
g | !
i — 36 | 0,70 905 | %
Al k[ + 28| 24 0,85 715 | My = \/r, =987
‘ g| — 68 | 468 0,44 2035 |
| [ | 070 35
| |
B k| — 59 369 | 056 1950 |
g| + 64 s25 | o038 | 1600 |
| + 46 0,81 1715 [PVV
| | | M, — ¢/ EVYV] — 495
c | — 58 ‘ 337 0,61 1715 P n—2
' | — 120 | 456 | 045 6480 |

17 250 ’

Odnos srednje pogreSke a priori prema srednjoj pogreski a posteriori
fingiranih opaZanja je srednja pogreSka faktiénih opazanja a posteriori
za kvalitetu jednaku jedinici.

Mpo [PVV] r’
== = 1.7
My, (n—2)e¢

Srednju pogresku faktiénih opaZanja za kvalitetu jednaku jedinici a po-
steori racunamo takoder iz pogreSaka v i. prema ovoj tablici:

[

Tablica 2

| 2 | v |pw [pa2] | 2 v | pvv | pad A | v | pw | pdd|
| |

A+ 11|—1zl 085 | 036 |B + 11/+11 0.72_‘ 048 |c — 12[+16 1,52 | 0,2y |
+ 11/ —10} 059 | 027 | |+ 2|+ 9 048 | 001 — 4 + 9| 048 | 0,04 |
+10/—6f[ 021 | 03| [—10/+5| 015|027| —24!l+ 2| 002 180 |
'+ 14(—3| 005 | 058| |—17/4 2| 002 | 053] — 41|+ 3| 005 293
|+ 18/ —2| 002 | 085| | —18/— 3 005 | 8L 1= %614 8| malil 255 |
|+ 9/—2| 002| 032] |—10|— 7| 029 025] — 20|-+10| 059 | 154

| — 1 001 | i —10| 0,59 |
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[pvv] = 6,92 | SEAL Tt 10 e
[pAd] = 13,87 §= v.[F’.".‘i]_’L_[P‘_‘“ — 307’7-9- = 1,72
20,79 ¥ :

gdje je r = 7 = broj suvisnih opazanja.

Pogreska a posteriori moze biti najviSe tri puta veca od pogreske
a priori, dakle je u ovom sluéaju mjerenje bilo razmjerno dobro i odgo-
vara donekle to¢nosti koja je bila predpostavljena a priori.

Prema ovome je srednja pogresSka a posteriori mjerenja kutova
my =13 - 1,12 —224"
a pogreSka mjerenja stranica

= 344 \[ g0 ™

Graficko odredenje srednje pogreske tocke évori-
$ta u kojemu je izvrSena orijentacija').
Za graficku konstrukeiju vrijedi ovaj razmjer
) 3E: IYI;’_ i g —.M?" s
. P ds’  kpe
Dana je izravnavajuéa elipsa to¢ke ¢voriSta D sa velikom i malom
osi g i k i veli¢ina ds’. Iz ishodiSta (sl. 2) nanesemo ds’ u smjeru velike

fas'
Mjerilo za M? . (imm = 10mm?)
100 0 200 400 600 800 1000 mm?

—t——t———t——y

Slika 2

') Teoretsko obrazlozenje vidi Baturié¢: Rudarska mjerenja, odsjek 135.
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osi i spojimo sa krajnjom to¢kom male poluosi k. Nanosimo iz ishodista
__Pvy]

u smjeru male osi veli¢inu M;’-‘r u nekom proizvoljnom mjerilu.

Paralelno sa spojnicom k-ds' povuéemo iz M~ pravac,.i gdje sijeCe
taj pravac veliku os biti ée totka g, . Da se omoguéi &tanje kvadrata
pogreSaka direktno kao projekcije radius vektora elipse na radius kruga,
potrebno je zaokrenuti elipsu kvadrata pogreSaka prema izravnavajuéoj
elipsi za 90°. Udaljenost od ishodista do todke g,r daje veliéinu velike
poluosi elipse kvadrata pogreSaka. Da odredimo veliéinu male poluosi
elipse kvadrata pogreSaka povufemo paralelu iz gpr Sa spojnicom kg;
gdje ta paralela sijee malu os dobijemo toéku kK, .

Mjerilo za kvadrat pogreSke je isto u kojem je uzeta i veli¢ina M, .
Vrijednosti osi elipse kvadrata pogreSaka proéditane u mjerilu M;,

upotrebimo za ra¢un osi elipse pogreSaka a priori. Pomoéu elipse pogre-
Saka a priori odredimo elipsu a posteriori ako mnoZimo osj sa faktorom .

Dr. Ing. Josip Baturi¢ — Zagreb

LA COMPENSATION GRAPHIQUE DU POINT NODAL AVEC
L’ORIENTATION

Auteur deécrit le procédé de la compensation graphique du point nodal o
Torientation est obtenue d la maniéré astronomique ou a Paide du viséc sur
un certain point trigonométrique. En- méme temps est donné Vexemple numé-
rique sur lequel cette méthode est illustrée.





