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Dr. ing. Baturic Josip - Zagreb

Grafičko izjednačenje čvorišta sa orijentacijom

T e o r e t s k o o b r a z 1 ·o ž e n je.
O d r e d e n j e p r i b l i ž n i h k o o r d i n a t a.

Mjerena su tri poligona A, B, C (vidi str. ~20). Poligoni polaze iz po
znatih točaka i sastaju se u čvorištu. U čvorištu je provedena orijentacija'
astronomski ili vizurom na daleku trigonometrijsku točku, a tim je odre
đen smjernik jedne stranice na čvorištu. Ako početnom smjerniku svakog
poligona dodamo lomne kutove fJ dobićemo smjernike stranice uz čvo
rište, koji se razlikuju od smjernika određenog orijentacijom Zla kutna
odstupanja fp,, fpd, fpc. •

U svakom poligonu popravimo lomne kutove za iznos � kod čega
n

je n broj kutova u dotičnom poligonu. Sa tako popravljenim kutovima
izračunamo poligone i dobijemo tri vrijednosti koordinata, čvorišta. Kao
približne koordinate čvorišta y· i x· uzmemo prostu aritmetičku sredinu
iz tih vrijednosti.

Jednadžbe pogrešaka, i aorm~ue jednadžbe..
Razlika između izabranih približnih koordinata i izračunatih daje

odstupanje q = i q= a Potrebno je uzeti u obzir još popravke koordinata
čvorišta dy i dx. Prema jednadžbama koje važe za izjednačenje poligona
ako se uvede težište biti će u ovom slučaju za svaki poligon jednadžbe
pogrešaka: 1)

[v] = f/J

[2 sin a]-[-; S cos y] = w + dy = Wy
(1)

[2 cosa] + _v S s.ny -, = q aN + dx = Wx
(! J

pri čemu je v pogreška lomnog kuta, i. pogreška stranice, a smjernik
stranice, S spojnica težišta na pojedinu točku poligona a č njezin smjernik.

Grafičkim. .izjednačenjem dobili bi za svaki poligon izravnavajuću
elipsu sa velikom osi g i malom osi, k.2)

Uvedimo pomoćne koordinatne osi za svaki poligon tako da se po
klapaju sa osima izravnavajuće elipse. Transformacijom koordinata po-

') Ing. Janković: Izjednačenje poligona; Geodetski list. god. III. str. 27.
2) Ing. Baturić: Rudarska mjerenja odsjek 124. 125, 126.
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trebno je zamjeniti u jednadžbama (1) w_1. + dy i q =J aaa>7 dx sa odstupa
njima q u + dk i q ž + dg.

Iz slike 1 se vidi da je

dk = dy cos e - dx sin e
dg = dy sin E + dx cos e

pri čemu su dk i dg popravci koordinata čvorišta u smjeru male i velike
osi odnosno u smjeru pomoćnih koordinatnih osi.
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žXP 
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ć VH d.s--
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Uvrštenjem navedenih vrijednosti u jednadžbu (1) glasiti će jed
nadžbe pogrešaka:

[v] =v toe

• [I sin a'] - [;-S cos y']- dy cos ! + dx sin c = W1:

[..< cos a'] + [; S sin y']- dy sin r - dx cos • = q= 
(2)

pri čemu je Ar smjernih stranica poligona, čr smjernik spojnica S od te
žišta na pojedinu točku poligona u novom zaokrenutom koordinatnom
sistemu, e kut zaokrenuća koordinatnih osi a wk i q �' odstupanja koja
odgovaraju pomoćnim koordinatnim osima.
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CRTEžI GRAFICKOG IZJEDNACENJA CVORišTA
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Za svaki poligon dobijemo iz jednačaba pogrešaka {2) normalne
jednadžbe za slučaj uvjetnih jednačaba sa nepoznanicama.

=we

+ B.: dy + C:, dx == w"

l -~c l k:1 + B~ dy + C:: dx = wi

(3)

i k tome još

[Bk]= O
[Ck] =0

(4)
pri čemu je B1, = - cos E, ck = + sin E

B~ = - sin E, Cg = - cos E

a oznake a1 = a2 = a:, = . . . 1

b, =sina' b\'=
s
Q

cos y

ex= cos a'
s sin y'c\' =
Q

Zbog izabranog težišta biti će

[apb] = ~c] = O

Zb • • t • • , .h k d. t biti , I bc 1 lbbl kog orijen acije pornocru oor ma a J 1. ce - p- = o, p = r
[ ~c] = ;. , pri čemu je r' pomoćna veličina poznata iz grafičkog izjedna

čenja poligona, dok su ki g mala i velika os izravnavajuće elipse pojedinog
poligona.

Uvedimo oznake za kvalitete

(!= P11= , 2r m, n

(5) a za dy = ds sin q i dx = ds cos q,
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U jednadžbama (3) odredimo korelate k1, ki, ka i uvrstimo ih u jednadžbe
( 4), te upotrebimo uvedene oznake, dobićemo :

[PBBl ds sin q + [PBCl ds cos ep = [PB w l
[PBCJ ds sin <f' + [PCCl ds cos q = [PC w l (6)

Ove jednadžbe su po svojem obliku jednake normalnim jednačbama
za presijecanje naprijed, i vrijede za sva tri poligona zajedno.

G r a f i č k o r j e š a v a n j e")

Za grafičko rješavanje uvodimo oznake

() d IZk = - - Sk
() d IZg = - Sg

pri čemu je ds' proizvoljno odabrana vrijednost.

Da se u normalnim jednadžbama oslobodimo kod produkata PBC ne
gativnog predznaka predočiti ćemo koeficijente· B~ i C k ovako

Bk = 'sin (270° + e) C; = COS (270° + E)

Jednadžbe (6) dobiju sada oblik podesan za grafičko rješavanje:

1[zk sin2 (270° + e)] + [z11 sin2 e]} sin <p +
+· j[zk sin (270P + e) cos (270° + e)] + [zg sine ees • 2- cos <p =
= U, sin (270° + e) - u~ sin E = - U1; sin (90° + E) - U1- sin F

(6a)
1 [z1; sin (270° + t) cos (270° + t)] + [z1,: sin E cos • > l sin ep +

+ {[zk cos2 (270° + E)] + [z.: cos2 t[l cos <p = U,, cos (270" + t) - U!! cos • ==
= - uk cos (90° + 1:) - u~ cos ! 

Uputa i primjer:

1) Mjerena su tri poligona A, B, C. U čvorištu je provedena orijen
tacija i ustanovljen smjernik stranice 18 D i to 0=276°52'18". Odredimo
kutna odstupanja fp ( = dano - mjereno) za svaki poligon. Popravimo

svaki lomni kut za vrijednost _f13
n

Za računanje poligona imamo slijedeće zadane i mjerene podatke:

Y I = 2499,581
x1 = 4147.976

y 7 = 2997 ,368
x, = 3370,082

Yi:: =2090,879
X 1 :; = 3800 ,360

") SUčan postupak vidi: Baturić: Rudarska mjer enja odsjek 118 i 119.
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Poligon A

a P = 252°19'11" _Ip_n
10914 49 --5"
196 05 50--5
170 06 08--5
15514 20--5
15910 49--5
218 00 06--5
2764141-6

1536 52 54
o= 276 5218

fp = -36

83,549 m
113,786
81,369
84,589
95,218
62,788

Poligon B

A6 = 26°56"42" .!_p_n
17414 50 +1
127 28 47 +1
144 50 33 +1
172 34 37 +1
177 05 04 +1
190 47 00 +1
162 54 38 +1

1176 5211
o= 276 5218

fp = + 7

62,599 m
97,193
93,327

135;166
133,074
98,248

Poligon C

a = 271°47'07" _fp_
P n

72 5132 +7"
189 43 42 +8
991017 +7

158 0112 +8
176 2120 +8
208 56 22 +8

1176 5132
o= 276 5218

fp = + 46
Izračunamo sada poligonske vlakove i dobijemo tri vrijednosti koordinata
čvorišta:

133,420 m
96,359
79,723

143,414
127,976

65,468

yo = 2 534,713
YD = 2 534,667
yo = 2 534,875

X::>= 3 656,516
xo = 3 656,410
XD = 3 656,458

za poligon A
za poligon B
za poligon C

Iz toga prosta aritmetička sredina iznosi

y~ = 2 534,752 x~ = 3 656,461 a koordinatna odstupanja

wy = + 39 mm w" = - 55 mm za poligon A
Wy = + 85 mm w.. = + 51 mm za poligon B
wy =-123 mm q aN = + 3 mm za poligon C

Ucrtamo u povoljnom mjerilu poligone (ovdje 1:5000) i odredimo težišta,
uz'majući u obzir- one lomne kutove na točkama koje smo upotrebili za
računanje poligona.

•
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~, 3, 4) Konstruiramo izravnavajuće elipse svakog pojedinog poligona.
Predpostavljena srednja pogreška za lomne kutove je m, = 13", stranična

je m" = 2 ✓1;~0 mm a r' = 250.

5) U posebnom diagramu riješimo zg = : ds' i zk = ! ds' . Od

točke O prema dolje nanosimo velike osi g i male osi k izravnavajućih
elipsa, a na lijevo • J Od • prema dolje nanosimo proizvoljnu vrijednost
ds', okomica postavljena na e ds' presječena je spojnicama g i k u udalje
nostima zg i Zk a to su tražene vrijednosti.

6) Dobivene vrijednosti z, nanosimo usporedno sa glavnom osi g
izravnavajuće elipse odgovarajućeg poligona, a zk sa kracom osi elipse,
nadodavajući jednu na drugu. Poligon koji tako nastaje zovemo z-poligon.
Projekcije njegovih stranica na os Y daju z~, a projekcije na os X daju
vrijednosti z~ .

7) Nanosimo li vrijednosti. z' započevši iz točke O usporedno san
odgovarajućim smjerovima nadodavajući jednu na drugu, pri čemu pa-
zimo, da nam projekcije na os Y uvijek rastu, dobićemo z'-poligon, kojega
krajnja točka spojena sa početkom O određuje veličinu konjugiranog po
lumjera elipse. Slično ovome postupamo sa vrijednosti z;; , pazeći da nam
projekcije rastu na os X. Spojnica krajnje točke z"-poligona sa točkom
O predočuje drugi konjugiran; polumjer elipse. Iz ovih polumjera kon
struiramo elipsu.

8) Ucrtajmo posebno koordinatna odstupanja w, i wx u povoljnom
mjerilu (ovdje 10 : 15) i dobijemo točke Fa; Fs , Fc kojih udaljenosti
od ishodišta nam daju projekcije wk i wg na pomoćne ,koordinatne osi,
koje se poklapaju sa malom i velikom osi elipse. '
U pomoćnom diagramu konstruiramo vrijednosti U nomografički po
jednadžbama

i u, = aa'w Wg g

9) Ovako određene vrijednosti Uk i U!! nanosimo iz ishodišta izrav
navajuće elipse nadodavajući jednu na drugu uvijek u suprotnom pravcu
od onog u kojem se nalaze wk •i Wg. wk smatra se pozitivnim kada. se
nalazi pod kutom 90° + e, a wg kad se nalazi pod kutom e. .

Kako je u jednadžbama (6a) predznak negativan uz U, treba ga na
nositi u suprotnom smjeru od q a 

Krajnja točka toga poligona Ugc spojena sa početkom O daje rezultantu
sa smjernikom 8. Presjecište elipse sa rezult.antom pada u točku T.
Spojnica OT je radiusvektor elipse, kojemu odgovara radius kruga pod
.smjernim kutom N? odnosno izravnavajućf pravac ep:
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Iz dužina O'I' i OUgc na pravcu 8 odredimo ds na pravcu ep iz razmjera.

CYI': OU11c = ds' : ds

ds dobijemo u mjerilu u kojem je nanesen w (10 : 15). Njegove projek
cije na temeljne koordinatne osi su popravci dy i dx približnih koordinata

dy = -8mm .i, dx = -12mm

Vrijednostima wy i wx dodamo popravke dy i dx i dobijemo W y i Wx
pomoću kojih izjednačimo poligon svaki za- sebe kao da je uključen medu
dvije poznate točke sa zadanim početnim i završnim si_njernikom.

Odredimo odstupanja Wi i Wx

za poligon A
Wy = Wy + dy = + 39 - 8 = 31

za poligon B
Wy = Wy + dy = 85 - 8 = 77

za poligon C
w)' = wy + dy =-123 - 8 = - 131

Wx = Wx + dx =- 55- 12 = -67

Wx = w_, + dx = 51 - 12 = 39

W x = Wx + dx = 3 - 12 = - 9

Projekcije poligonskih stranica 80 na dobivene izravnavajuće pravce q>
svakog poligona daju vrijednosti (111) koje je potrebno množiti sa raz
mjerom OF: 0T da se dobiju pogreške stranica. Projekcije spojnica
težišta S sa pojedinim točkama S0 na pravac ep + 90> daju nam vrijed
nosti (V11 ) koje moramo množiti sa

OF r' OF
-- -- --- .
OT Pv ~ - OT

250 • 169 = OF = 01205
206 265 OT

da dobijemo pogreške lomnih kutova.
fp

Mjerene stranice ,popravimo za Ji, a kutove koje smo već popravili za n
popravimo još za v iz grafičkog izjednačenja i računamo poligone po
novno. Koordinate čvorišta moraju za svaki poligon imati iste vrijed-
nosti 1 to:

aritmetička sredina
popravci

Zbroj:

y~ = 2 534,752
dy= -8

YD = 2 534,744

X~ ==:: 3 656,461
dx = -12

XD = 3 656,449
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Mjerene vrijednosti po izjednačenju:

Poligon: A B C
o ' " m . o ' " m o ' " m

Gp = 2521911 a = 2656 42 A? = 27147 07p

10914 37 17415 01 72 5148
196 05 40 83,560 127 28 56 62,610 18943 51 133,408
17006 02 113,797 14450 38 97,195 991019 96,355
1551417 81,379 172 34 39 93,317 158 0115 79,699
1591047 84,.603 177 0501 135,149 176 2126 143,373
218 00 04 95,236 190 4653 133,056 208 56 ·32 127,940
2764140 62,797 162 54 28 98,238

9.6 5218
65,448

o=
o= 276 5218 o= 276 5218

O d r e đ e n j e s r e d n j i h p o g r e š a k a.

Za svaki poligon možemo postaviti fingirane jednadžbe pogrešaka sa
kvalitetama prema jednadžbama (5) koje glase ovako

Vp = - K ? ~p = ' ')nr m~

V k = - Bk dy + ck dx - Wk (7)

Vf!.=-B;!dy + o �'aVćJq H 6 �'aS7,i 7 
g

Iz ovih jednačaba pogrešaka dadu se postaviti normalne jednadžbe
(6), prema tome su fingirane pogreške dobro izabrane.

Prema jednadžbama (7) i (2) bit će:

Vp=-[v]

v, = - [A Sin a'] + [; S COS y'] 

v, = - [2cosa'] - [; S sin r']
Zamijenimo pogreške sa predpostavljenim srednjim pogreškama a

priori i kvadriramo jednadžbe dobićemo srednje pogreške fingiranih opa
žanja a priori:

m2 = m2 nD«s V

mtk = [m~ sin2 a'] + [ ;; S2 cos? r']
mvf!. = [m~ cos2 a'] + [~~- S2sin21']

(8)
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Kako se kvalitete odnose recipročno kvadratima srednjih pogrešaka to je
2m? = ~ gdje je µ0 srednja pogreška za jediničnu kvalitetu p0 • Odabrati

µ~ p 
ćemo srednju pogrešku za jedinicu kvalitete µ0 = 1, pa imamo

1m2=-
p

Uvrstimo li to u jednadžbe (8), te još upotrebimo oznake b c i
oznake za malu i veliku os elipse k i g, dobićemo

mt.e = m~n

[ sin2 Ar2 [S
2

]m2 . = -- + - cos2 čr 
Vk p 2p

= [bb] = ~p r'

2 [cos2 a'] [S
2

• ., '] [cc] gmvg = -p- + 2p sin- č = p- = -r,

Množimo ove jednadžbe još sa odgovarajućim kvalitetama za fingirana
opažanja

P 2 _ (! 2
.B IDv,e - --,- 2- mv n

r mv n
Q
r'

P '>
k IDvk = ()_ k

k r'
Q
r'

p 2 _ 7''7 g Q
g mvg - g r' r'

Iz toga slijedi da će kvadrat srednje pogreške za jediničnu kvalitetu a
priori biti

M2 = _!]__ = 825
pr r'

,. Srednja pogreška fingiranih opažanja a posteriori

Mro = \ /[PVV]
"n---,-- 2

pri čemu je n = 9 broj fingiranih opažanja, a 2 = broj nepoznanica.
Uvrstimo u jednadžbe (7) odgovarajuće vrijednosti i dobijemo

Vk = ds sin (270° + • - sin ep + ds cos (270° + • - cos ep - w,,
Vg = - ds sin e sin •? J ds cos e cos "? J wg

odnosno
vk = ds cos (270° + • J "?- J q y> = - ds cos (90° + • J =?- JJ wk =

= -dk- illk

Vg = - ds cos ,• J ep) - w/.( = - dg - wg



129

Prema ovim posljednjim jednadžbama je dk projekcija ds na pomoćnu
os Y koja se poklapa sa malom osi elipse k, dok je dg projekcija na po
moćnu os X koja se poklapa sa velikom osi elipse g. Projekcije - Vk i V~
odredimo na nacrtu u mjerilu u kojemu je dan fx i fy (10: 15)
Iz nacrta odredimo k i g u mjerilu koordinata (ovdje 1 :5000), pak raču
namo [PVV] prema donjoj tablici:

Tablica 1

A

B

C

I 1

k

I p • 1V PVVg

- 36 0,7.0 905
k + 29 241 0,85 715
g - 68 468 0,44 2 035

+ 7 ·0,10

I
35

k - 59 369 0,56 1 950
g + 64 525 0,39 1 600

+ 46 0,81 l 715
k - 53 337 0,61 1 715
g - 120 456 0,45 6 480--

17 250

Mpr = • ±•S 28 7\J7 ~

M -✓[PVV] =495po - ,
n-2 

Odnos srednje pogreške a priori prema srednjoj pogreški a posteriori
fingiranih opažanja je srednja pogreška faktičnih opažanja a posteriori
za kvalitetu }ednaku jedinici.

µ = Mpo = t j[PVV] r' = 172
Mpr "(n-2)e '

Srednju pogrešku faktičnih opažanja za kvalitetu jednaku jedinici a po
steori računamo također iz pogrešaka v U prema ovoj tablici:

Tablica 2

pvv

A + 11 -12
+ 11 -10
+ 10 - 6
+ 14 - 3
+ 18 - 2
+ 9 - 2

0,85
0,59
0,21
0,05
0,02
0'02

- 1 0,01

p,U

0,36
0,27
0,31
0,58
0,85
0,32

V

+11

+ 9
- 10 + S
- 17 + 2
- 18 - 3
- 10 - 7

pvv

0,72
0,48
0,15
0,02
0,05
0,29

-10 0,59

p,U

0,48
0,01
0,27
0,53
0,61
0,25

I ,i I V I
ci_ 12 +16

- 4 + 9
-'24 -1- 2

I
- 41 + 3
- 36 + 6
- 20 +10

pvv I p,U

I l

1,52 0,21
0,48 0,04
0,02 1,80
o.os 2,93
0,21 2,55
0,59 1,54
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[pvv] = 6,92
[p.U) = 13,87

20,79
µ, = y(pvv): [p.U] = ✓20/9 = 1172

gdje je r = 7 = broj suvišnih opažanja.
Pogreška a posteriori može biti najviše tri puta veća od pogreške

a priori, dakle je u ovom slučaju mjerenje bilo razmjerno dobro i odgo
vara donekle točnosti koja je bila predpostavljena, a priori.

Prema ovome je srednja pogreška a posteriori mjerenja kutova
m, = 13 1,72 = 22,4"

a pogreška mjerenja stranica

fin= 3,44 v 1;~0 mm

Grafičko određenje srednje pogreške točke čvor i
šta u kojem u je izvršena ori je nt a ci j a4).

Za grafičku konstrukciju vrijedi ovaj razmjer

k M~r i g Mtr
ds' gpr ds' =~

Dana je izravnavajuća elipsa točke čvorišta D sa velikom i malom
osi g i ki veličina ds', Iz ishodišta (sl. 2) nanesemo ds' u smjeru velike

M f'• M:: ~ 1.12

M:r- f, ~ 825
M2pr

.x
y9y 

M2 M"'lm
,s?" HJ 23.J
j =a=J 485 21,9
q,.,, M2
kpo 37.8

Z• "Wk] UA  2
: ( � } } -1omm2)

ypp » {p p '� » » tpp I pp y,-,-p } } c 

Slika 2

•> Teoretsko obrazloženje vidi Baturić: Rudarska mjerenja, odsjek 135.
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osi i spojimo sa !krajnjom točkom male poluosi k. Nanosimo iz ishodišta
• aJ • liči 2 [PVV) k . 1· . rilu smjeru m e osi ve emu M = --- u ne' om proizvo jnom mqe u.

pr n-2
Paralelno sa spojnicom k-ds: povučemo iz M~r pravac,. i gdje siječe
taj pravac veliku os biti će točka gpr. Da se omogući) čitanje kvadrata
pogrešaka direktno kao projekcije radius vektora elipse na radius kruga,
potrebno je zaokrenuti elipsu kvadrata pogrešaka prema izravnavajućoj
elipsi za 900. Udaljenost od ishodišta do točke gpr daje veličinu velike
poluosi elipse kvadrata pogrešaka. Da odredimo veličinu male poluosi
elipse 'kvadrata pogrešaka povučemo paralelu iz gpr sa. spojnicom- kg;
gdje ta paralela siječe malu os dobijemo točku kpr .

Mjerilo za kvadrat pogreške je isto u kojem je uzeta i veličina Mir.

Vrijednosti osi elipse kvadrata pogrešaka pročitane u mjerilu M~,
upotrebimo za račun osi elipse pogrešaka a priori, Pomoću elipse pogre
šaka a priori odredimo elipsu a posteriori ako množimo osj sa faktorom µ.

Dr. Jng. Josip Baturić - Zagreb

LA COMPENSATION GRAPHIQUE DU POINT NODAL AVEC
L'ORIENTATION

Auteur decrit le procčdč de la compensation graphique du point nodal ou
1'orientation est obtenue d la maniere astronomique ou a l'aide du vise< sur
un certain point trigonometrique. En- meme temps est donne l'exemple nume
-rique sur lequel cette methode est illustree.




