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lr,g. A. S_. Milošev.ic, geod. inž. G.1.J.A. - Beograd

Ispitivanje jedne metode

U stručnim časopisima publikovani su katšto predlozi metoda me­
renja bez ispitivanja srednjih grešaka onih veličina, koje valja odrediti
iz opažanih podataka. Na taj način nema se uvid u tačnost određivanja
traženih veličina. Osim toga, postoji opasnost da, iako geometrijski
is.pravna, predložena metoda može biti praktično neupotrebljiva: mogu
srednje greške traženih veličina biti veće od onih, koje su praktično uslov­
.ljene. Jedan takav, upravo školski očigledan slučaj, imamo u sledećem
primeru. •

Pri traženju na terenu belega datih ( određenih) trigonometrijskih ta­
čaka dešava se ponekiput da, ilti nedostaju potrebni, podaci (skica položaja
i odmeranja od okolnih lako uočljivih detaljnih tačaka) , ili su oni neupo­
trebljivi. U tom slučaju položaj belega (ili podzemnog centra, ako je nad­
zemna belega uništena) nalazimo primenom jedne od poznatih metoda:
prof. Mareka, inverznog trougla, presecanja kružnih lukova i dr. Za .pri­
menu svake od ovih metoda· uslov je, da se sa mesta, u čijoj se 'blizini
nalazi tražena belega, dogledaju bar tri date tačke. Iz koordinata tih
tačaka i one, čiji, se centar želi pronaći, izvesnim postupkom zatadak se
rešava. No, može se postaviti pitanje: ako se s toga mesta ne dogledaju
tri, već samo dve date tačke, da li je moguće zadatak rešiti? Rešavajući
zadatak samo geometrijski, dobije se potvrdan odgovor na postavljeno
pitanje. •

Neka je bačka T; , čiji se centar traži, data koordinatama (y; , x; ),
a dve date tačke, koje se dogledaju sa mesta u čijoj se blizini nalazi tra­
ženi centar, neka su obeležene sa Ta (Ya, xs ) i Tb (yb, Xb ). Ako bismo
na tome mestu obeležili dve tačke 'C i D tako, da se D nalazi na pravcu
C Ta, i ako bismo riiZm.erili bazu CD=b ii uglove y i ] mogli bismo izra­
čunati koordinate y' ix' tačke T; u odnosu na koordinatni sistem X' C Y',
u koga se pozitivan pravac ordinatne ose ( +Y') nalazi na suprotnoj
strani X'-ose u odnosu na tačku Tb. To računanje je jednostavno.

Izmereno je b, č i o, stoga je:

b • sin ] a -- sin ,] J č- (1)

Slika 1
Iz datih koordinata tačaka T; , Ta i Tb moguće je izračunati direkcione
uglove (nagibe) v~ i v~, strane T; Ta = d i Ta Tb = c, i ugao a:
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t i Yi - Y•g Va =
Xi -Xa

. y· -y
hž = are tg I

a
Xi -xa

(2)
tg V~= Yb -ya

Xb-Xa

b Yb - Ya
Va = are tg

Xb-Xa

l
j

d = Yi -ya
. Isin Va

Xi -xa
i

eOS Va

Yb- Ya
C = .• Isin Va

Xb-Xa
i

COS Va

b iA = Va - V.a

',

Danje se mogu izračunati uglovi a1 i a{ = i strana Ta C = e:

. a • sin ysm a1 = -;
C

. (a • sin Y)a1 = are sin -- --
e I 

(3)

(4)

(5)

(6)

e · sin (a1 + y)sin y

Najzad je mogućno izračunati stranu Ta E = f i tražene koordinate
(y' ix'):

f = d • cos a2

y' = d · sin ,A J a1)

(8}

(9)

x'

C

Ce - f = -. - · sin (a1 + č- J d · eos (a~ a1)sm y

(7)

(10)

Prenošenjem ovih koordinata od koord, početka C odredili bi položaj
tačke T;, u čijoj blizin] bi trebalo da se nalazi traženi centar (Ti ).

Izračunajmo sada pozicionu grešku tačke T;, određene iz koordinata.
y' ix'.

Obeležimo sa m1, , m,,, i mo srednje greške izmerenih veličina b, č i ] a 
Tada je, primenom formule za izračunavanje srednje greške funkcije i
formule (1), srednja greška ma strane a:
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+✓(~ )
2 ({;- )2 (aa )2ma= - f;lb • mb + • m-, + A ] • }] 

aa sin ] a
ab sin (o-y) - b

oa b . .1:-= · Sln uar 
cos ,] J y) a
sin2 ,] -y) = tg (o - . y)

aa =b. sin(o-y) • coso-sino cos(o_=-y) _
A] sin2(o-y)

cos y · ·sin o · cos o - sin y · cos2 o - cos y · sin o · cos o - sin y sin2 o
=b· -sin2 ( o - y)

b • sin -y (cos'' y + sin2 o)
sin2(o -y)--

Kako je strana Tb D = g:

b • sin č 
g = sin ,] J y) '

b • sin y
sin2(o-y)

to je:

aa
aif =

g
- sin ,] -y)

Zamenom vrednosti delimičnih izvoda dobije se:

Iz ove se formule vidi da je ma utoliko manje ukoliko su manje veli­
čine a, g, mb m-, i ma, i utoliko su veće veličine b i ,] Jč- 

Veličine srednjih grešaka mb, m-, i ma zavise od merenja, veličine
strana a i g zavisne su od udaljenosti tačke Tb od x' -ose, a veličina
razlike ( ] J č- pri konstantnim vrednostima a j, b, zavisi od oblika tro­
ugla C Tb D. Izračunajmo u kome je trouglu razlika F = o - y najveća.

Promenom uglova ] i y (pri a=konst. i h=kons't.) menja se istra­
na g. Stoga se maksimalna vrednost funkcije F računa po Ležand.rovom
načinu: imamo tri argumenta ,č= ] i g), znači moramo uzeti dve uslovne
jednačine (M = o i N = o) argmenata i sastaviti funkciju:

<p = F + J.1 M + J..2 N
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Za formiranje uslovnih jednačina možemo primeniti takovo pravilo,
kojim je izražena uzajamna veza prepromenlijiv'ih. Sastavimo obe uslovne
jednačine primenom npr. kosinusnog pravila:

M) a 2 + g2 - 2 ag cos ( ] J y) - b2 = O

N) a2 + b2 - 2 ab cos y - g2 = O

Zamenom dobijemo:

(6 = ] -y + 21 [a 2 + g2 - 2 ag cos (] J y) - b2] + 22 [a 2 + b2 - 2 ab cos č J g2J
.

Koeficienti (parametri) J.1 i i.2 određuju se, kada se delimični izvodi
funkcije <:p stave jednaki nuli:

i}_<p_ = 21 [2 g - 2a cos (O - y)) - 2 12 g = OA g .

a) /41 [g - a cos ,] J y)) - /42 g = 0

] <f!. = - 1 - 2 21 ag sin ,] J č- + 2 ,.2 ab sin č = O ili
A(f 

b) - 2 21 ag sin ,] J y) + 2 22 ab sin č J 1 = O

A •? 
A] 

1

1 + 2 ).1 ag sin ,] J y) = o

{ • 2 ag sin ,] JSJ 0

ili

ili

l = - 1 Zamenom u jednačim a):1 2agsin(o-y)

g - a cos ( ] J y)
12 = - -2 ag2 sin ,] 7 y) Najzad za.menom ).1 i Wa{ u jednačins b dobije se:

g -·acos (o-y)
·agsin(o-y)-2 . --absiny-1=0

2 ag2 sm ,] J č- 

g-acos(o Jč-a a 7 
0• (~ i sm č J sm B J č1

Pošto sin (o-y) ne može biti beskonačno veliki, to ostaje samo:

1) g-cos (c'l-y) = O i

2) sin " = O
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Iz jednačine 1) imamo:

P] b,]Jč- = -~ Znači, ekstremna vrednost za F = ] Jč je u onome trouglu,
a

CTb D, u kome je zadovoljena poslednja formula. Taj trougao je pravo-

ugli: u njemu je o = ~ . Ova ekstremna vrednost funkcije F = o - y
2

(za ] = ~ ) je maksimum.
2

Iz jednačine 2) sin y = O dobije se y = O ili t' = :n:. Za te vrednosti
ugla y je funkcija ,] -y) je minimum.

Proučavajmo nadalje slučaj najpovoljnijeg oblika trougla C Tb D.
Za taj slučaj, je ] = 90°, stoga:

b-COS y; tg ,p J y) = ctg y; sin ,p -y) = cos y ; g = a sin y,
a

Zamenom ovih vrednosti u form. (11) dobijemo:

ma = ± ,/( mb )
2 + (a tgy m-r)2 + (a tg y ms)"V COS-y

Uzmimo numetričke vrednosti (za b = 90>) : n. pr. da je baza b = 100
m. izmerena s relativnom srednjom greškom 10·4, tj. da je srednja greška.
baze:

mJJ = 100 • 10-4 = 0,01 m. Uglovi o i y neka su izmereni s istom sred­
njom greškom (npr. u tri girusa) :

± 6"m-, = m0 = ± 6" (prava sa sr. gr. D 
2
- c-v ± 4" ) . Najzad neka je

a = 1,5 km. Tada je:

cos y = ~~ = O 0667 • y = 86°111
• tg y = 14 991.500 ' ' ' •

ma=+✓( O,Ol \
2
+2(15001499. ~)~ = ±✓0,023 + 0,857 = +0,94m.

o,0667 g • r ] ( 
Vidimo da je uticaj srednje greške uglova znatno veći od uticaja

srednje greške baze.
Ako bismo zadržali vrednost svih veličina, a s-amo umesto 6" uzeli

da je srednja greška uglova 7", dobili bismo:

ma= + ✓0,023 + 2 ( 1500.14,99 (':,r= + ✓0,023+1,164 = ± 1.09 m.
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Koordinate datih tačaka Ta, Te i Ti izračunate su s nekim srednjim
greškama, ali one j,znose tek ?] koji centimetar, tj. znatno su manje od
ma ( = ± 0,94 m za nap:red izabrane vrednosti). Zato ih možemo zane­
mariti. Tim zanemarivanjem zadatak se jako uprošćava. Pod tom pret­
postavkom srednje greške strana c i d, i ugla u su nulla.

Pošto je srednja greška ma tako velika, mora i .srednja greška ugla
.a1 biti velika. Izračunajmo tu srednju grešku.

Iz form. (1) i (5) imamo:

. (b sin y sin o)al = are sin ---c-~--) .. C = korist.csm u-y

W-Ak 1
W-G -v1 -- sin? al

sin č • sin ] 
c · sin (l-y

oa1 1 b · sin y
acr- COS al. C

_1_. sin c ,
cos a1 b

tgal
b

] A· k 1 b+sin č sin(o-y)cosy + sinycos(o-y) b vsin đ sina
- - -- ·---· - -'---~---- - ----=----- -- -•Wsč -cosa1 c sin:.i(o-y) ccosa1sin2(o-y)-

a · sin ] sin ] sin a1 tg a 1 sin ] 
- C COS al sin ,] J č- J sin y COS al Sin ,] J č- J sin"/ sin ,] ž - 

sin ,] J č- cos ] J sin ] cos ,] J č- J 
sin? ,]Jč- 

b • sin y ( sin y ) a sini! y
C COS al sin2 ,]Jč- = C COS al Sin » sin ,» J č- =

sin a1 sin č tga1 sin č 
C_O_s_a_1_si_n_O sin ,N� Jč- J J sin » sin ,] J č- 

ma1 = ✓(mb)2
( sln ] ):1 ( sin č -

2
± ±HAy J + ---- • m + ----- · mob sinysin(o--y) 'Y sinosin(o-y)

Za najpovoljniji trougao ( ] = 90°) i vrednosti:

b = 100 m; mb= + 0,01 m; a= 1.5km; y = 86°111; m-, =mo= + 6"
c = 2,5 km. dobijemo:
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. a • sin y
sin a1 =

C
1,5 sin 86~1~ = O 599. = 35048'2.5 , , Ay (5)

m„1 = + tga1 ~ /(mb)2 + (~1 )2 + (sin~ m-y)2 =
'I b sm y ees y cos y

= + tg a1 ✓(~~)2 + I m-y )
2

(-.-1-, - + sin2 y) =
b \cosy sm2y

= + tgal✓'{O,Ol)
2+(~-6)

2
(1004+0996) · "=, 100 o,O667 e" , , e

= ± tgal \/10-8+38,1.10-8 · (!11= + 0,748 · 1O-4V39,1. f!"::: + 96.5"

I ovde vidimo da je uticaj srednjih grešaka uglova znatno veći od
uticaja srednje greške baze.

Pošto je srednja greška ugla a nula, to je po form. (6) za primer
koji računamo:

ma2 = m.a1 = ± 96."5

Srednja greška strane d takode je nula. Prema tome, po fonn. (9).
srednja greška ordinate y' je:

m/ = ±d · cosa2ma2 = + dcos(a-a1) tga1 ~ t(mb)
2 + ( m-y )

2
(·-__l_ + sin2y)

'I b cosy sm2y

Odavde zaključujemo da (kao za ·m01 i md na srednju grešku m ,
takođe znatno veći uticaj imaju srednje greške uglova nego srednja gre­
ška baze.

Osim toga, vidimo da će m/ biti manje ukoliko je d manje, tj. uko­
iiko je tačka Ta bliže tački T;. Ali, my' lbiće manje ukoliko je ugao a1 ma­
nji, a to znači ukoliko je Ta dallje od T;. Prema tome, pri datom položaju
tačaka T;, Tb, Ci D, postoji možda jedan položaj tačke Ta na produženju
prave CD, za koji je m/ najmanje u odnosu na d i a1. Istraživanje ovog
položaja, čak ;i pod pretpostavkom cos a2 = konst. rs? 1 (jer je Ark veoma
mali ugao i malo se menja, kada se Ta kreće na pravi CD), matemat'ički
je veoma zametna. Međutim, s praktičnog stanovišta, to istraživanje ne
bi imalo značaja. Naime, ako bismo se izuzetno (u nevolji) odlučili pri­
meniti ovaj način nadaženja centra, od dveju tačaka, ikoje se samo do­
gledaju sa mesta na kome treba da se nalazi traženi centar, bližu ·~. uzeli
za Ta, a dalju za Ta
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Neka su vrednosti direkcionih uglova ,,~ i ,,~ toliki da je:

a = ,,z - 'JI~ = 371 20', onda je:

a2 = a - a1 = 37° 20' - 36° 48' = o0 32'

Ako je d = 2,1 km. tada dobijemo za naš primer:

96 · 5my' = ± 2.100 • cos o0 32' -- = + 0,98 m.
«i 

{4}

(6}

Izračunajmo najzad srednju grešku apscise x'. Iz form. (1), (5) i
(10) imamo:

, c • { • ( b • sin č sin o) } { ( b sin ] sin č -š x = sin ysm are sin csin(o-y) + č -dcos a-arcsin csin(o-y)

(a , ) ra , ) (a , ) · e C = konst., d = konst., A = konst. m;, = 0~ mj, + \
0
; m-, + {) ~ rns -

Wsćr c ±HAy a ,J _tga1) __- = -.- · cos (a1 + y) • -- + d sm (a - a1) •ob smy • b . , b

= tg a1 [c cos ~a1 + č- 7 d sin ,AJ ai)]
b sm y

~ CCOSY • C ( tga1sinO ). = --.- sm'.at +y) +-.-- • cos Ic , + y) · -.- -.- - + 1 +
W-č sm2y • smy smysm(o-y)

+ d sin A 7 A - ,J 77 ±HAy si~) = c cos (a1 + č- (--tg Ay sin_o_ + i)-
( 1 sinysin(o-y) sin y sinysin(o-y)

csin (a1 + y)
sin y tgy

d sin ,A J Ay- tg Ay sin o
sin č sin ,]Jč-JJ 

Wsćr 
WWk 

C

sin y ( tg a1 sin č - a tga1 sin č 7 cos(a1 + č- • --.-.11. (.11 ) +dsm(a-a1) . .11 . (.11 )-sm o sm u-y sin o sm u-y

= . p žH ž>JJ- (d sin ,A J a1) sin č J c cos (a1 + y))sm sin u-y
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Za !) = 90° dobije se:

_ csin ,A1a±7 č- 7 2dsin ,A J a1~~}2m2 +
sin y tg y sin 2 y -v

+ {!g~1 (d sin ,A J a1) sin y - c cos (a1 + y))}
2

m~
cosy .

Zamenimo napred izabrane, odnosno izračunate vrednosti:

a1 = 36°48'; b = 100m; c = 2,5 km.; y = 86°11'; a1 + y = 122°59';

<l = 2,1 km.; a - a1 = 0°32'; 2 y = 172°22'; mb = 0,01 m; m-, =mo= + 6"

m;, = 0,21034 + (170902 --L 154902) • ( :,,r = 0,011 + 0,450 = 0,461 ili

m,: = + 0,68 m.

I ovde srednje greške uglova imaju znatno veći uticaj od srednje
greške baze.

Najzad smo u stanju .izračunati pozicionu grešku m, tačke Ti':

ms =±Vm;., + m!, = Vo,960 + 0,461 = + 1.19 m.

Razmatrali smo slučaj najpovoljnijeg oblika trougla C Tb D '(za
] = 90°). Osim toga, učinili smo još neke povoljne pretpostavke u. po­
gledu smanjenja srednjih grešaka onih veličina, koje se određuju iz opa­
žanja. Stoga će poziciona greška tačke Ti b'iti stvarno veća od j,zračunate.
Znači, kada prenesemo na teren izračunah: koordinate Y' i X' trebalo bi,
radi traženja centra T:, kopati rupu čiji Je IPrečnik veći od 2,5 m - što
je, očigledno, pra:ktična besmislica.

Iz sveg razmatranja zaključujemo da se ova metoda nalaženja cen­
tra ne može predložiti kao opšta.

Izuzetno, u nevolji, ako bi ,se odlučili primeniti ovaj način nalaženja
centra, trebalo bi ispitate u koliko girusa valja izmerrti uglove č i ] (sva­
kako najmanje u 6 girusa). Osim toga, trebalo bi izračunati pozicionu
grešku tačke 'l\ , da bi mali kolikim poluprečnikom unaokolo treba kopati.

Pitanja valja svestrano proučavati. Stanovište, sa koga neizostavno
treba pitanja razmatrati, jeste proveravanje kroz stvarnost eksperime-

•
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nat, praksu) zaključaka, do kojih se došlo teoretskim izvođenjem. Stvar­
nost je probni kamen svake teorije. Teorijski zaključci, koji se ne slažu
sa stvarnošću, nemaju vrednosti.

Dok sam bio na službi u srednjoj/ tehn, školli u nekoliko navrata za­
dao sam učenicima, kao teoretski zadatak, ovaj način nalaženja centra,
ranije određene trigonometrijske tačke. Centar (T .) stvarno je bio po­
znat, te je moglo biti izmereno rastojanje Ta Ti. Ovo rastojanje za sve
slučajeve bilo je veće od jednog metra.

Još uvek se naiđe katšto, da se poneko ne drži osnovne istine o pro,­
veravanju teorijskih proučavanja. Tako je npr. publikovan opis poligono­
metrijske metode kao opšte metode obeležavanja ose tunela, i dr. Ovakvi
članci ne znače doprinos unapređivanju struke. Naprotiv, izazivaju samo
zabunu i izlišne diskusije. U čemu je, dakle, stvar? - U pogrešnoj me­
todi - neproveravanja kroz stvarnost teorijskih zaključaka.

Izvršite s v oju obavezu prema listu

Doznačite du žn ujare tp l crt u.




