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Izvod formule za redukciju duzine objefene niti
na horinzotalu putem parabole umjesto lan¢anice

U geodetskoj literaturi se do sada redukecija duZine Zice na horizon-
talu kod mjerenja bazisa priborom Jederina izvodila iz teorije lancanice.
Taj je izvod priliéno kompliciran, dugadak i nepregledan, a njegova teo-
retska strogost je samo uvjetna, jer se u njemu uzima srednja vrijednost
napetosti Zice, Sto geometrijski odgovara srednjoj vrijednosti kvadratnog
korijena iz radiusa zakrivljenosti.

Dolazimo do prakti¢ki istih rezultata, ako uz izvjesne predpostavke,
koje éemo dalje navesti, izvedemo formulu za redukeiju Zice uzevsi da je
njezin ravnotezni oblik parabola. Takav izvod je daleko jednostavniji,
pregledniji, a u ¢itavom njegovom toku ne gubi se fizikalna predstava
pojedinih operacija i geometrijsko znadenje pojedinih ¢lanova redukcije,
Sto je vrlo vazno za razumjevanije.

1. Teorija lanéanice

Da se moze lakSe uvidjeti moguénost zamjene lanéanice parabolom,
dat ¢emo kratak uvid u teoriju lanéanice i parabole.
Lan¢anicom zovemo ravnoteZni oblik gipke materijalne niti kon-

stantne jedinitne teZine (y %g,—z konst.), koja je objeSena o dvije todke

I nalazi se pod djelovanjem samo vlastite tezine (slika 1. 1)
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Gipkanitmnéeprﬁmﬂtisamosﬂemtezanjaimmusmjemsvoje
tangente. Isjedemo li elemenat niti ab — ds, nalazit ée se on pod djelo-
osi, Dakle w svakom presjeku niti sila zatezanja u njoj mora imati smjer
vanjem sila zatezanja T, i Ty i teZine elementa ds, koja je jednaka vds,
gdje je y teZina jedinice duZine miti.

Te tri sile, koje djeluju na element
ds, nalaze se u ravnini niti (lanéa-
nice), a buduéi da se nalaze u rav-
noteZi moraju zatvaratj poligon sila,

| e 43 :
L. 4-2. "5 trokut sils (Sliks 1.2).

U tom trokutu stranica, koja prikazuje teZinu elementa yds mora biti
vertikalna, a iz toga slijedi da su projekcije zatezanja T, i Tp u toCkama
a i b na horizontalu medusobno jednake. Uzmemo li elemente a, a i by b,
istim éemo putem doéi do zakljucka da je horizontalna projekcija sile
zatezanja T, u a; jednaka horizontalnoj projekeiji sile zatezanja Ta. u
to¢ki a, pa prema tome u horizontalnoj projekeiji sile zatezanja Tbp u
toki b i Tp, u tocki by itd. Dakle horizontalne projekeije sila zatezanja
u svakoj tolki landanice medusobno su jednake i jednake su zatezanju
H u najdonjoj to¢ki lancanice C, jer tamo posto’i samo ta horizontalna
sila H, tj. :

Tan = Ton = H = konst. (1 - 1a)

Promatrajuéi ravnotezu dijela niti gb (Sl 1.3) iz uvjeta ravnoteZe
> Yi= |
(tj. zbroj vertikalnih komponenata svih sila mora biti jednak nuli) na-

lazimo da je

Tbv__ ?gds ]
(s)

i odatle
Toy = y{ds=17s
®
tj. vertikalna komponenta zatezanja A
u kojoj god tofki lanéanice jednaka sL. 4.3,
je teZini niti od najdolnje tofke C do promatrane tocke b.
Iz slike 1.2 se vidi da je

tg (a + da) — tga ==—=

a buduéi da je
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tga=%§

moZemo lijevu stranu prednje jednadZbe ovako prikazati:
tg (a + da) — tga = d (tga) =d(§§)
i dalje moZemo napisati

dy 2. 1
d d:::)“Hds
odnosno
d4%y y ds
@’ ~H dx (1-2)

Ovo je diferencijalna jednadZba lan¢anice. Ona se moZe dobiti i tako da
iz sl. 1.3 moZemo napisati

_ Tov
tga = H
a u vezi sa 1,1b moZemo napisati:
dy S

ax " H 43
Deriviranjem te jednadZbe dobivamo 1. 2. ‘
JednadZbu lan€anice moZemo dobiti integriranjem diferencijalne jed-
nadzbe 1.2 &to se vrSi zamjenom

i na kraju dobivamo

=aCh?_ ; (1-4

glp e a= 1-:, (1-5)
Nije teSko dokazati iz poznatog odnosa
Lips T
e (1+y?)s
da je
a= g,
tj. parametar a je radius zakrivljenosti landanice u njezinom tjemenu.
U vezi sa 1.1a, 1.1b i 1.5 moZemo napisati (v. sl. 1.1):
Al= A% o A3 =H2+?25§ = ?232,*,),255: ?2(a2 + 53)
B* = B+ B =H2? + y*s? = y%a® + »* s =72+ s)
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a odatle slijedi:
A=y ¥
B =yya® +s? (1-6)

tj. sile zatezanja u objesiStima jednake su teZinama niti duzine ya®+s2,
odnosno ya?+s2%,. To isto vrijedi za sve druge to¢ke niti, na primjer za
LiM (SL 14). U tim to¢kama duZine objeSenih niti, koje bi svojom
teZinom stvarale potrebna zatezanja, jednaka zatezanjima u objesiStima,
bile bi

ya® +s? iyaZ +s?

Moze se lako dokazati da funkcija odnosno krivulja

X
y—aCh;—

!

ima to svojstvo da je

y2 = a2 + s? (X7

SL. 4.4,

tj. sve duZine niti, koje su svojom teZinom ekvivalentne silama zatezanja
u pojedinim to¢kama landanice, dosezali bi do osi x (Sl 1.4). Dakle
zatezanje u kojoj god tocki je

Ta = 7V
To =9y
T =W ik
T = 7¥m

Dokaz jednadzbe (1.7) slijedi iz ovih odnosa:

(ds)2 = (dx)2 + (dy)?, ds = \/1 & (EX)zdx

dx

o =X X (=
dy _dfach)_d £ te )2 —e’ _shX
gx . oo S dx 2 & .

ds = \/1 + (Sh.z_)zdx = V(Ch% )fdx ¥Ch§ ~dx
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e
5=J Chde= aSh—x
a a

o

2 2 2
a’+s’=a’+a2(8h£) =a2[1+(5h£)]=a2(0h£) =y?
a a a

Lancanica ima jo§ jedno zamimljivo svojstvo, a to je velidina radiusa
zakrivljenosti. Iz gornjih odnosa vidimo da je
diy. 2
dx?  a

Uvrstavamo to u prije napisanu formulu za radius zakrivljenosti te do-
- bivamo:

Ch>
a

3 \
3 xA% 5 X
a4y [1 + (Sh;) ]z (Ch &) fo
A - s WDk G :a(ChE) |
. —Ch= = Ch>
a a a a
on3)
ili . el 1-9)
T S
a
a odatle slijedi y’=ao=%—? (1-10)
y=yag = \/Eyﬁ (1 - 11)

Prema tome, silu zatezanja u kojoj god tocki lanéanice moZemo izra-
ziti pomoéu radiusa zakrivljenosti u toj toéki. Dakle formule 1.8 moZemo
napisati i u ovom obliku:

Ta = ?JH——QH - yvl Qa

Y
To = yvya e
Ty = yyae
Tw=7Ya @m

Dakle u izvodima formule za redukciju, u kojima se operira sa sred-
njom vrijedno$éu napetosti landanice, zapravo se operira sa srednjom
vrijednoSéu korijena kvadratnog iz radiusa zakrivljenosti. Vazno je ovdje
to konstatirati, jer éemo se kasnije kod parabole sluZiti srednjim radiu-
som zakrivljenosti,
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2. Parabola
Ako u diferencijalnoj jednadzbi 1.2 stavimo da je
ds = dx (2.1)
; ooy otk 9
dobivamo ; e et (2.2)

Razumije se da gornju predpostavku mozemo uéiniti samo u onom
sluéaju, gdje je nit jako zategnuta i njezina tetiva ima malj nagib prema
horizontali. MoZemo se zapitati da li taj sluéaj nastaje kod Zce Jederi-
novog pribora prilikom mjerenja bazisa? .

Obidno se smatra da trasu bazisa treba polagati tako da visinska
razlika izmedu stativa, na kojima se vrSi ofitanje na skalama Zice od
24 m duzine, ne bude veéa od h = 2 m (SL 2.1). Redukcija takve Zice
kao krivulje na horizont iznosi okruglo 8 cm.

5. 3.4

Kako vidimo razlika je toliko mala da s pravom moZemo odekivati
da ée tu parabola biti vrlo dobra aproksimacija za lanéanicu.

Kako smo veé prije vidjeli parabola nastaje iz diferencijalne jednadz-
be lanéanice, ako u njoj stavimo ds = dx (v, 2.1), a u smislu optereéenja
zategnute Zice treba to razumjeti tako, da tu zamjenu mozemo uéiniti,
ako je teZina elementa yds vrlo blizu teZini projekcije tog elementa ydx.
Ako uzmemo maksimalnu redukeiju Zice od 24 m (kod h = 2,0 m) od cca
8 cm, onda u teZini izmedu lananice i njezine horizontalne projekceije
nastaje razlika

0,08 X 0,0173 = 0,00138 kg,

tj. na 24 m Zice nastaje razlika nedto manja od 1,5 grama. Skoro toliko
moZe bitj i ne biti za vrijeme mjerenja praSine na Zici. Dakle razlika
toliko minimalna da opet ulijeva nadu da ée parabola u svemu nadomje-
stiti lanéanicu.

Integriranjem jednadZzbe 2.2 dobivamo:

dy 1
d——'x—- x+Cy
%2
y=—+C1x+Cg (2.3)

Ako ishodiSte koordinatnog sustava odaberemo w tpmenu parabole
O (sl. 2. 2) iz podetnih uvjeta:
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’ Zax=0 y=0iy' =0
dobivamo:
C]_:O i C2=0
B

- te prema tome je y= %x’ (2.4)
“& 0 2

v
SL 2.2

Lako je ustamoviti da se zatezanja u pojedinim presjecima niti rav-
naju po istim zakonima, koji su bili ustanovljeni za lanéanicu, tj. hori-
zontalna komponenta zatezanja svuda je ista i jednaka je zatezanju u
tjemenu, a vertikalna komponenta jednaka je tezini Zice od tjemena do
promatrane tocke. Na primjer:

uAjeTAv=Sa L A
uBjeTgy =85+ ¥
Isto tako je lako ustanoviti da je
H
= =8 =00

Y
gdje je oo radius zakrivljenosti u tjemenu,

3. Redukcija zategnute Zice na horizontalu
a) Kod lanéanice

Zategnuta Zica je u opéem sluéaju neki dio lanéanice ili parabole, za
koji dio neznamo toéno gdje se on nalazj (sl. 3.1)

1
. Zica se obifno zateZe na krajevi-
. g ma utezima od 10 kg. Kod idealnog
N e stanja zatezanja u A i B ne mogu
a y  biti ista, jer vertikalna komponenta
¥ a b ll B Je
SL. 3.4
By > Ay
i to tako da je
Bv e Av = 'y s

(Promatramo Zicu sa h = 2,0 m, dakle negdje udaljenu od tjemena,
kako to prikazuje sl. 3.1)

Dakle tu se veé vidi da pri stvarnom mjerenju i pod stvarnim okol-
nostima i kod lanéamice odstupamo od strogo teoretskog stamja.
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Polazeéi od izraza 1.4 za lananicu, nakon dugog i nepreglednog
izvoda, koji se ovdje ispuSta, jer se moZe naéi u literaturi, dolazimo do
formule za projekciju Zice na horizontalu:

d=s—-—=-————.——=—.- {3'1)

pri ¢emu je faktor k u nazivniku zadnjeg ¢lana kod razliditih autora
razli¢it, na pr. pod prof. Abakumova je k = 16, kod Gigasa k = 12.
Redukeciju za temperaturu i rastezanje ovdje, ne promatramo, jer
one ¢e biti iste i kod lanéanice i kod parabole.
a je ovdje zatezanje izraZeno w broju metara Zce, Invarna Zica je
tezine 0,01732 kg/m pa prema tome je

10

a= m = 577,4 m
Za s — 24 m dobivamo:
S8 243 576
242 24 X5774 333391 R b g
h? 4 1 :
ah R, 333 — 83,333
2s 2X24 12 0,058 = g
ht R S E 3
T Mt T i 0,000144 m = 0,144 mm
1 h2s 1 4X24 6 "
" ondt grgd | Lo S hae
As=— (83333 + 0,144 + 1,728) + 0,018 = — 85,187 mm

b) Kod parabole
Ako zategnutu Zicu smatramo parabolom, a zato veé imamo nekih
prije izloZenih preduvjeta, onda redukeciju duZine Zice na horizontalu mo-
zemo izvrsiti jednostavnim ra¢unom, koji éemo ovdje izloZiti.
Predhodno ¢emo odrediti poloZaj zategnute Zice na paraboli (sl. 3. 2)
Za pocetak zice A i za njezin kraj B moZemo napisati jednadzbu 2. 4:

1

t o
B R

(3.2)
-l
TA o A

Diferencija tih jednadzbi daje:

ih

g i i Tnyh == (ad —xl) (3.3)

Xa l '
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i dalje imamo
1
y8—ya=h=5-(xs + Xa) (x5 — xa)

Stavimo

XB+ XA =2 x;

xs—xa=d
i uvrStavajuéi te za-n&jene u gornju jednadzbu dobivamo:
| =2°h
w

Xs (3 . 4)
Dakle za odredivanje apscise sredine x, trebalo bi veé poznavati
traZenu duzinu d. Umjesto d moZemo uvrstiti ili njezinu samo pribliznu
veli¢inu s ili neSto bolju aproksimaciju
FARS AN
d'=s r
Treba imati u vidu da ni H ne znamo toéno, jer je H sila zatezanja
u tjemenu, a Zica izmedu A i B zategnuta je obi¢no sa silom 10 kg. Dakle
H mora biti horizontalna komponenta tog zatezanja.
Ako promatramo ekstremni sluéaj sa h=20 m i s =24 m, onda
je priblizna, vrijednost
” a-h_ 10X20
s 0,01732X24

Vertikalna komponenta zatezanja u sredinj Zice je
yx's = 48,11 X 0,01732 = 0,833 kg
te prema tome horizontalna komponenta H, mora biti (sl. 3.3)

X'y = = 48,11 m.

<&
2 H, = Y10* —0,8332 = 9,965 kg (3. 5)
3 A0 Y J Za odredivanje netonosti srednje
H, apscise X; diferenciramo jednadzbu
3.4:
35

H-h-s—As-H- Ah - H -
Axs=%é h-s sszH h+4h-H-s (3.6)

Iz 3 - 6 vidimo da se pogreska u X, koja nastaje od netodnosti 4H i s
Ax's=;%(AH-s—As'H) (3.6a)
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zbog odredenosti predznaka 4H i 4s (njihovi predznaci su uvijek minus)
formira se kao razlika velid¢ina u zgradama. Za AH i 4s na temelju prije
izlozenog moZemo napisati vrijednosti, koje ée biti pribliZzne, ali dovoljno
{oéne za odredivamje AX,:

AH = _.uo_,/m%—uo—\/m’——(&hf]

s
T s3
g 2s 24a2

Da vidimo u kojim ée se granicama mijenjati 4%, s promjerom h od
Odoh = 20mikod s = 24 m. Iz gornjih formula lako dobivamo:

hm | AHkg | 4sm | 4x;m |
0 0 -0,0017 0
1 -0,0086 -0,0226 0,002
2 -0,0350 -0,0856 0,003

Netodnost u odredivanju xs koja potiée od neto¢nosti visinske
like h je 3

APk Ah’% (3. 6b)
Za A h = %+ 1 mm iznosi =
0,001x10 _
* 00173224 — + 0024m

Dakle ta pogreSka mnogo je veéa od pogreSke koja nastaje od ne-
toénosti 4H i 4s.

Treba imati u vidu da na toénost odredivanja poloZaja Zice (nje-
zine sredine) imaju utjecaja i druge pojave, na pr. trenje u koloturima,
preko kojih su prebaleni utezi. Takvo trenje mijenja silu zatezanja u
- zici, a iz 3.6a vidimo da je promjena zatezanja za

AH = 0,001 kg = 1g
dat ée pogreSku u X’

0,001x 24 _
0,01732x 24®

dxg”=ij£§4H"S= + h + 0,0024h

Prema Thomasovim istraZivanjima, koje navodi Gigas u svojoj knjizi
»Handbuch fiir die Verwendung von Invardrithen bei Grundlinien mes-
sungen« Berlin 1934., promjena zatezanja 4H, koja nastaje zbog jednog
zrna prafine promjera 0,001 u leZaju kolotura iznosi 15 g a u terenskim
prilikama ta promjena moze i¢i i do 40—65 g.

Poslije navedenog postaje iluzorno traZiti veéu toénost u odredivanju
koordinate xs u zavisnosti od faktora navedenih u 3 . 6a, kad drugi faktori
koji se i ne mogu uzeti u obzir, u mnogo veéoj mjeri poremeéuju tu tonost.
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Za izvod formule za redukciju Zice na horizontalu upotrebit éemo
radius zakrivljenosti u sredini Zice smatrajuéi je dijelom kruZnice, Treba
napomenuti da je ova predpostavka skoro identitna s analognom pred-
postavkom kod izvoda formule za redukciju kod lananice. Tamo se
uzima srednja napetost Zice, a napetost u Zci, kako smo vidjeli, pro-
porcionalna je kvadratnom korjenu iz radiusa.

Znamo da je zakrivljenost

B o= filacy
I LR A
1z 2. 4 nalazimo:
* . l = "o _1_
Sy S SR
a za sredinu Zice je
y’a e ‘;_xs

Uvrstavajuéi za x, vrijednost iz 3.4 nalazimo:

¥'s =%; (y's)2=(£)2

5
Uvrstavamo te vrijednosti u izraz za zakrivljenost
1

L_.__—Ta;
o a(l-}-%)z (3509

h?\ ¥
0 = 3(1 . = gg) )
Razvojem u red dobivamo:

3h? 3 ht
= B el 3-8
1z slike 3.2 vidimo da je
2
2—(’331112
gdje je
8=
Os
Razvojem u red dobivamo:
d\3
(E) - g3 (3.9)

2l d
I e e . s o= e
23 6 20, 48¢
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Dakle je
5.0 s s, s3
E—ZQSSIDE—EQS(E—Z—S—‘—’E)_S E—;g—g
tj.
2 > 3.10
=57 2492 (3.10)
Za @; uzimamo iz 3.8
3 h*
Qs—_’-a(l'i‘i'—sg
odnosno
3 h?
92:32(14_2?;2,.4. e .)

UvrStavamo to u drugi ¢lan izraza 3 .10 i dobivamo konaéni oblik izraza
(3.10): :
s3 1 h2%
herame ¢t 8
Sada ostaje jo§ da tetivu 7 reduciramo na horizontalu, odnosno da
odredimo njezinu projekeiju na horizontalu,
Iz sl. 3.2 vidimo da je:

(3.10a)

dz = 12 — h?
= h2 :
d= 7.'/1 - (3.11)
a razvojem u red, zanemarujuéi ¢lanove visih potencija imamo:
dmg sl bt
Uvrstavamo u (3.12) umjesto 2 izraz (3.10a) i uzimajuéi aproksima-
cije po formuli:
1 1 1 5 T R ey ey
4 qa+ s G0k BEI+op - $1 3

nalazimo nakon mnoZenja da je

® W 1h 5h% . [ 3 e
d=s—34a? 25 8% '48az ' |64sa® T 64%°
Dva zadnja ¢lana (u zagradama) otpadaju, jer veé prvi od njih za
h = 2, o m daje 0,00008 mm t. j. 0,08 x F
Dakle kona¢éno imamo:
s3 h? h# 5 h3s
o s - R

Usporedimo li taj izraz sa 3.1 vidimo da je razlika samo u po-

(3.13)
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slednjem ¢lanu i to umjesto 448

Da vidimo koliko iznosi taj €lan?

kod Gigasa) ovdje se dobije %

O B - 9 a4 o8 2

48a’ 8 (57———7 : 4)2h = 0,0000075 h

23

48a?

Za h = 2,0 m imamo 0,000030 m, odnosno 0,000024 m tj. za ekstremni

slutaj dobije se razlika u iznosu 64 dok kod h = 1,0 m i manje prak-
ticki razlika ne |

1z izloZzenog se vidi da su u podru¢ju stvarnih mjerenja parabola

= 0,000006 h®

211:2 i lanéanica a Ch ; toliko bliske, da se mogu zamijeniti. Ovdje ¢éemo
a

izvod konaéne formule za redukeiju Zice na horizontalu izvesti jo§ jednim
mjeSovitim putem. Kod parabole se vrlo lako i dosta toéno odreduje x
tj. apscisa sredine poloZaja Zice, a kod lan¢anice je vrlo jednostavna
formula za radius zakrivljenosti. Dakle uzet ¢emo iz 1.9:

ol x)*?
B -—a(Cha)

iiz 3.4 odnosno s malim cbrazloZenim cdstupanjem od tog izraza uzimamo

ah
Xg = —
S
Iz 1.9 razvojem u red dobivamo:-
=2 x4 2
g=a(1+2—a-2"+ﬂ;;+‘ : )
Q=3(1+—+3—4+ ")
Za x; imamo:
i h? ht
95=a(1+-§§+§+---)
h* 5h“
9§=a(1+2 < R ek o )
1 s {0 h* - 5 ht
- R e )

Uvrstavamo taj izraz samo na dva prva ¢élana u jednadzbi 3.10, i ona
¢e poprimiti ovaj oblik:



114

s3 1 sh?

2422 T 12727

Uvrstimo tu vrijednost u 3 .12, i ako zanemarimo veli¢ine visih potencija
dobijamo konaéni izraz:
g% IR NRE . h's

d=5—24% 2 83 ' 16a°

Kako vidimo u izvodu po prvom nadinu (3.13) tj. kod &iste para-
bole dobili smo faktor u zadnjem ¢lanu —5~ , Sto je vrlo blizu vrijednosti

A=s— (3.10b)

(3.13a)

tog faktora u Gigasovom izvodu, gdje je taj faktor Jednak odnos.no
: —é- ~dok po drugom nacinu dobivamo taj faktor sasvim isti kao kod izvoda

prof. Abakumova.

Treba jo$S primjetiti da taj ¢lan uopée otpada ako je visinska razlika
manja od 0,5 m, a za h = 1 taj ¢lan u kojem god obliku prakti¢ki daje
istu vrijednost. Samo za h = 2 m nastaje razika izmedu pojedinih
njegov-h oblika u iznosu 6 x na jednu Zicu, tj. na bazis od 4 km, mjeren
neprekidno sa visinskom razlikom (izmedu krajeva Zice) h = 2 m nastala
bi razlika od 1 mm.

Na kraju mozemo zakljuéiti sa konstatacijom da formulu 3.1 moze-
mo dakle izvesti na podlozi parabole ili sluZeéi se elementima parabole
i lan¢anice i da je takav izvod jednostavniji i pregledniji od izvoda na
podlozi lanéanice. VaZno je pri tome to, Sto sve operaciie i veli¢ine u
toku izvoda ne gube geometrijski i fizikalni smisao, a to je vrlo vaizno
za razumjevanje i usvajanje éitavog postupka sa strane onih, koji ga uce.

Razumije se da zbog cjeline izvoda, osobito kad se on daje kao
samostalni izvod, a ne kao komparacija s postojeéim izvodom na podlozi
lanca.mce trebalo bi dokazati da daljnji ¢lanovi u redovima 3.8, 3.9 i
3 .12 nisu pf}trebm odnosno da ie njihov utjecaj ispod granice toénosti
koja se trazi. Taj je dokaz sasvim jednostavan pa se zbog toga ovdje
ne navodi. Svrha je izlaganja bila pokazati da je taj izvod mogué i jednako

vrijedan sa drugim, koji su kompliciraniji od njega.
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DIE ABLEITUNG DER REDUKTIONSFORMEL DES MESSDRAHTES
MITTELS DER PARABEL ANSTATT DER KETTENLINIE

In dem Artikel ist die Ableitung der Formel fiir die Reduktion auf die
Horizontale des Messdrahtes bei Bazismessungen mittels der Parabel anstatt
der Kettenkurve gegeben. Damit ist gezeigt, dass man auch auf diesem ein-
facheren Wege die entgiiltige Formel bekommt, die sich praktisch von den
durch strenge Ableitungen erhaltenen Formeln nicht unterscheidet, sogar
den strengen Formeln einigen Autoren gleichkommt.





